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1 Introduction

Dans [1] Lenny Taelman démontre une formule (Théorème 4.8) pour certaines valeurs spéciales
de fonctions L attachées aux modules de Drinfeld sur Fq[T ], tout à fait analogue à la formule du
nombre de classes donnant le résidu en 1 de la fonction zêta de Dedekind d’un corps de nombres.
Rappelons que si K est un corps de nombres et OK son anneau d’entiers alors on définit la série

ζK(s) :=
∑

0̸=I⊂OK

NK|Q(I)
−s

convergente pour ℜs > 1. Elle se prolonge en une fonction méromorphe sur C avec un seul pôle en
1 ; ce pôle est simple et son résidu est usuellement donné par la formule

lim
s→1

(s− 1)ζK(s) =
2r1(2π)r2RegKhK

wk

√
|DK |

où r1 est le nombre de plongements réels de K , r2 le nombre de plongements complexes à conju-
gaison près, RegK est le régulateur de K , hK le nombre de classes de K , wK le nombre de racines
de l’unité dans K et DK le discriminant de K . Cela peut se réécrire naturellement [1, Remark 6] à
un facteur rationnel près comme un quotient de covolumes. Dans [2] Lenny Taelman avait défini
le module des classes (Définition 4.6) et conjecturé pour le cas du module de Carlitz la formule dite
de Taelman (Théorème 4.8), où l’équivalent du facteur rationnel est obtenu à partir du module des
classes.

Les notions d’unités de Stark et de z-déformation, déjà indirectement utilisée par David Goss
pour donner un sens aux valeurs de la fonction zêta de Carlitz aux entiers négatifs, a permis à Bruno
Anglès, TuanNgoDac et Floric Tavares Ribeiro dans [3] de donner une autre formule pour les valeurs
spéciales considérées dans la formule de Lenny Taelman. Cette formule est également valide pour les
modules d’Anderson admissibles — dans ce rapport on ne s’intéressera qu’aux modules de Drinfeld
qui en constituent le cas particulier de dimension 1.
Le rapport s’organise comme suit :

— Une introduction à l’arithmétique des corps de fonctions en suivant l’analogie usuelle avec le
cas classique de l’arithmétique sur les corps de nombres.

— Une présentation de la formule de Taelman [1].
— Une présentation de la formule de Anglès-NgoDac-Tavares Ribeiro [3] dans le cas des modules

de Drinfeld, c’est-à-dire en suivant la démonstration de [4].

Notations

— Si S est un ensemble fini alors #S ∈ N dénote son cardinal.
— Un espace topologique X est dit compact au sens anglo-saxon, c’est-à-dire si de tout recou-

vrement de X par des ouverts on peut en extraire un sous-recouvrement fini.
— Si k est un corps et a, b ∈ k[T ], où T est une indéterminée, alors le résultant du couple (a, b)

est noté Res(a, b). Pour la définition et les résultats, voir [5, IV, §].
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2 L’arithmétique des corps de fonctions

L’arithmétique usuelle se construit à partir de l’anneau Z. Les corps étudiés sont les corps de
nombres, extensions finies de Q. Ils sont tous de caractéristique nulle. L’arithmétique des corps de
fonctions se place dans le cas où la caractéristique des anneaux est un nombre premier p > 0.

Ainsi dans tout le texte, k est un corps fini de caractéristique p et de cardinal q. Si B est un
anneau de caractéristique p alors on note τ : B −→ B b 7→ bq le morphisme de Frobenius.

L’anneau qui remplaceZ estA := k[T ] l’anneau des polynômes à coefficients dans k. CommeZ,
c’est un anneau euclidien et donc en particulier principal. Notons K := k(T ) le corps des fractions
de A. L’anneau A est muni d’une valuation val(a) = − deg a, qui s’étend à K et en fait un corps
ultramétrique. Sa complétion est notée K∞. En fait, il s’agit de k((T−1)) les séries de Laurent en
T−1 à coefficients dans k.

Quand on traite de divisibilité dans Z, l’on se ramène toujours aux entiers positifs car ±1 sont
les seuls inversibles de Z. De même A× = k×, et donc les "positifs" de A forment l’ensemble
A+ := {polynômes unitaires ̸= 0}. Dans la même veine, posons K+ := {a/b, a, b ∈ A+} et
K∞,+ l’adhérence deK+ dansK∞, ces éléments sont dits unitaires. Enfin, A est euclidien donc fac-
toriel, et ici les nombres premiers sont remplacés par les polynômes unitaires irréductibles formant
l’ensemble noté P ⊂ A+.

On construit également l’équivalent de l’ensemble des nombres complexes. On noteC∞ le com-
plété deKsep

∞ une clôture séparable deK∞. D’après le théorème de Krasner, C∞ est algébriquement
clos [6, Proposition 4.4.2], et donc C∞ est le plus petit corps complet (selon une valuation étendant
celle deK) et algébriquement clos contenantK . Une différence importante est queC|R est de degré
2 alors que C∞|K∞ est de degré infini.

Finalement, on note |x| = q−val(x) pour tout x dans une extension de K dont la valuation pro-
longe celle de K .

Le tableau suivant met en correspondance les objets fondamentaux de l’arithmétique des corps
de nombres et de l’arithmétique des corps de fonctions.

corps de nombres corps de fonctions
Z A

{+1,−1} k×

{nombres premiers} P
Q K
R K∞

Z>0, Q>0, R>0 A+, K+, K∞,+

C C∞
Gal(C|R) Gal(Ksep

∞ |K∞)

Dans la suite pour comprendre l’analogie entre corps de nombres et corps de fonctions il est
judicieux de lire les résultats en utilisant la correspondance donnée par le tableau. On a par exemple
la proposition suivante :

Proposition 2.1. A est un réseau de K∞, c’est-à-dire un sous A-module discret et cocompact.

Preuve. A est un sous-anneau deK ⊂ K∞, c’est donc un sous A-module deK∞. Il est donc discret
si et seulement si {0} est un voisinage de 0 relativement à A. Or pour tout a ∈ A\{0}, val(a) ⩽ 0,
et donc {0} = A ∩ {x ∈ K∞, val(x) > 0}. Finalement, la boule unité de K∞ est compact car son
corps résiduel est k qui est fini. Donc K∞/A est compact en tant qu’image de la boule unité via
l’application continue K∞ −→ K∞/A.
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Remarque 2.2. K∞/A est donc compact séparé. Il correspond ici à R/Z ≃ S1.

Ici l’équivalent de la notion de cardinal d’un Z-module fini se définit de la manière suivante :

Définition 2.3. SoitM un A-module fini. C’est donc un k-espace vectoriel de dimension finie muni de
l’endomorphisme u := m 7→ Tm. Si χu est le polynôme caractéristique de u alors le "cardinal" deM
est

|M |A := χu(T ) = det k[Θ](ΘId− u|M)
∣∣
Θ=T

∈ A+

où Θ est une indéterminée.

Remarque 2.4. Notons aussi que #M = qdimk(M) = qdeg |M |A .

Lemme 2.5. Soient M1,M2,M3 des A-modules finis telle que la suite de A-modules suivante soit
exacte

0 −→M1 −→M2 −→M3 −→ 0

Alors |M1|A|M3|A = |M2|A.

Preuve. Le k−espace vectoriel M2 est isomorphe à M3 ⊕M1 et la multiplication par T sur M2 se
décompose par blocs en la somme directe de celle surM3 et de celle surM1. Par conséquent

det k[Θ](ΘId− u|M3 ⊕M1)
∣∣
Θ=T

= det k[Θ](ΘId− u|M3)
∣∣
Θ=T

det k[Θ](ΘId− u|M1)
∣∣
Θ=T

Le module de Carlitz

Le foncteur groupe multiplicatif associe à un anneau R le groupe commutatif R× des unités
de R, il va donc de la catégorie des Z-algèbres dans la catégorie des Z-modules. L’équivalent de ce
foncteur est le module de Carlitz, qui à une A-algèbre R associe le A-module C(R) défini par la
nouvelle multiplication externe

CT (r) := T · r := Tr + τ(r)

qui s’étend par k-linéarité en un morphisme de k-algèbre a 7→ Ca, A −→ Endk(R).
On peut ainsi définir un analogue de la fonction indicatrice d’Euler φ qui à un entier n ⩾ 1

associe φ(n) = #(Z/nZ)×. On pose : φ : A+ −→ A+ définie par

φ(a) = |C(A/(a))|A

Proposition 2.6. Soient a ∈ A+ et a = pr11 · · · prss sa décomposition en produit de polynômes irréduc-
tibles unitaires. Alors

φ(a) =
∏
i

pri−1
i (pi − 1) = a

∏
i

(1− 1/pi)

Preuve. Cette démonstration reprend celle du cas a irréductible dans [1][Proposition 1].
En tant que A-modules, A/(a) ≃ A/(pr11 ) ⊕ · · · ⊕ A/(prss ), donc en utilisant le lemme 2.5 il vient
que

φ(a) = φ(pr11 ) · · ·φ(prss )
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Traitons donc le cas a = pr, où r ⩾ 1 et p est un polynôme irréductible unitaire sur k, p =∏
j∈Z/dZ(T − αj), où αj ∈ k une clôture algébrique k de k. Notons Fp := A/(p) ≃ Fqd . On ob-

tient donc avec Θ une indéterminée que

φ(a) = det k[Θ](ΘId− CT |A/(a))
∣∣
Θ=T

= det k[Θ]⊗k(ΘId− CT |A/(a)⊗ k)
∣∣∣
Θ=T

= det k[Θ](ΘId− CT |k[T ]/(a))
∣∣∣
Θ=T

Or k[T ]/(a) = Fp[ε]/(ε
r), où ε est une indéterminée, et donc via les d plongements de Fp dans k on

obtient ∀i ⩽ r − 1,
Fpε

i ⊗ k ≃ kεi1 ⊕ . . .⊕ kεin

où εrj = 0. Cette décomposition donne une base de diagonalisation pour la multiplication par T et
τ est un endomorphisme cyclique sur Fp ⊗ k (quitte à numéroter les αj différemment je pose que
c’est la permutation j 7→ j+1), cela donne donc τ : εij 7→ εqij+1. Finalement, φ(a) est le déterminant
de la matrice par blocs de taille r × r 

D0

⋆ D

⋆ ⋆
. . .

⋆ ⋆ ⋆ D


où

D0 =


T − α1 −1
−1 T − α2

−1
. . .
−1 T − αd

 et D =


T − α1

T − α2

. . .
T − αd


Finalement le résultat découle du fait que φ(a) = |D0|pr−1 et de

|D0| = p− (−1)d−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 T − α2 −1

−1
. . .
. . . T − αd−1

−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = p− (−1)2(d−1) = p− 1

Remarque 2.7. Le résultat est démontré autrement dans [7, Theorem 2.7]. Il faut considérerCa comme
la "mise à la puissance a". En effet, si p ∈ P alorsφ(p) = p−1 et donc par définition deφ(p) = |C(Fp)|A
on obtient les deux formulations

Cp−1 = 0 mod p ou Cp = Id mod p

correspondant pour le petit théorème de Fermat pour l premier aux formules

∀n ∈ (Z/lZ)×, nl−1 = 1 mod l ou ∀n ∈ Z nl = n mod l

Remarquons aussi qu’en fait on a démontré que siF est un corps fini muni d’une structure deA-module
alors |C(F)|A = |F|A − 1.

Remarque 2.8. Les calculs ci-dessus montrent également que si a ∈ A+ alors |A/(a)|A = a, de la
même manière que si n ⩾ 0 alors #Z/nZ = n.
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3 Valeurs spéciales de fonctions L et modules de Drinfeld

On a en fait construit une fonctionmultiplicative sur A+, c’est-à-dire que φ vérifie

a ∧ b = 1 =⇒ φ(ab) = φ(a)φ(b) .

On peut ainsi car A est factoriel, considérer l’analogue des fonctions arithmétiques et en particulier
s’inspirer de la définition des fonctions de Dirichlet usuelles.

Soit ψ : A+ −→ C∞ n’importe quelle fonction. La valeur en un entier s ⩾ 1 de la série de
Dirichlet associée est

L(ψ, s) :=
∑
a∈A+

ψ(a)a−s

Comme il n’y a qu’un nombre fini de polynômes de degré borné, si pour a de degré assez grand
|ψ(a)| ⩽ |a|N alors ∀s > N , L(ψ, s) converge dans C∞. En particulier

ζA(s) := L(1, s) =
∑
a∈A+

a−s

converge pour tout s ⩾ 1. De plus, on a la formule du produit eulérien :

Proposition 3.1. Pour tout s ⩾ 1,

ζA(s) =
∏
p∈P

(
1− p−s

)−1

Lemme 3.2. Soit (αn) une suite d’éléments deK∞\{−1}. Alors
∏

n(1+αn) converge si et seulement
si αn −→ 0.

Preuve. Si le produit converge alors le quotient des produits partiels tend vers 1, donc 1 + αn −→ 1,
d’où αn −→ 0. Réciproquement, si αn −→ 0 alors 1+αn est à partir d’un certain rang de valuation
nulle et donc la suite des produits partiels est de valuation bornée inférieurement par

v := min
n

∑
k⩽n

val(1 + αn)

et

val

( ∏
n⩽N+1

(1 + αn)−
∏
n⩽N

(1 + αn)

)
= val

(
(1 + αN+1 − 1)

∏
n⩽N

(1 + αn)

)
⩾ val(αN+1) + v −→ +∞

La suite des produits partiels est donc de Cauchy et finalement convergente dans K∞.

Preuve. (de la proposition) Soit s un entier⩾ 1. Premièrement, 1/ps −→ 0 quand le degré de p ∈ P
tend vers l’infini, et donc le produit est bien convergent d’après le lemme 3.2. Ensuite pour tout p,
val(1/ps) > 0 et donc on peut écrire ∑

n⩾0

p−ns =
(
1− p−s

)−1

Finalement, en utilisant le fait que A est factoriel on obtient que

ζA(s) =
∑

(np)∈N(P)

∏
p

p−snp

où chaque produit est à support multiplicatif fini. En sommant sur les a ∈ A+ qui ne sont divisibles
que par des ensembles finis d’irréductibles formant une suite croissante de réunion P , on obtient la
suite des produits partiels du produit initial. D’où l’égalité.
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Ainsi à partir de |C(Fp)|A = p− 1 on obtient l’expression suivante

ζA(1) =
∏
p∈P

p

p− 1
=
∏
p∈P

|Fp|A
|C(Fp)|A

On peut prendre cette expression comme une définition de valeurs spéciales en généralisant le mo-
dule de Carlitz et en prenant d’autres anneaux que A.

Modules de Drinfeld

Fixons pour la suite du texte R la clôture intégrale de A dans une extension finie de K , et
notons pourm idéal maximal deR, Fm := R/m. Rappelons que sim est un idéal maximal deR alors
degm := deg |Fm|A est le degré de l’extension finie Fm|k. 1 On retrouve bien pour R = A le degré
d’un polynôme irréductible, en identifiant l’élément p ∈ P avec l’idéal premier (p) ⊂ A.

Définition 3.3. Un module de Drinfeld (sur A) à coefficients dans R est un foncteur E tel que si B
est une R-algèbre alors E(B) est le groupe abélien B muni d’une structure de A-module définie par la
multiplication par T (puis étendue par k-linéarité) qu’est l’endomorphisme

ET (r) = Tr + r1τ(r) + . . .+ rnτ
n(r)

où ri ∈ R, et rn ̸= 0. Dans ce cas, l’entier n est appelé le rang de E. Comme pour le module de Carlitz,
on note a 7→ Ea, A −→ Endk(R), le morphisme de k-algèbres associé.

On appelle facteur local de E en un idéal I de R l’élément noté

ZI(E|R) :=
|R/I|A

|E(R/I)|A
quantité bien définie car R/I est un k-espace vectoriel de dimension finie, et le fait que |R/I|A et
|E(R/I)|A sont des polynômes unitaires de même degré implique que ZI(E|R) ∈ 1 + T−1k[[T−1]].

Remarque 3.4. Le module de Carlitz est un module de Drinfeld de rang 1. Remarquons qu’on a en
particulier démontré dans la proposition 2.6 que pour tout entier n ⩾ 1, ZIn(C|A) = ZI(C|A). Ceci
est vrai en fait quel que soit le module de Drinfeld [3, Lemma 3.2].

Exemple 3.5. Considérons les modules de Drinfeld de rang ⩽ 1. Pour cela, notons C (b) le module de
Drinfeld à coefficients dans A défini par C (b)

T (r) := Tr + bτ(r), où b = µ(T − λ1) · · · (T − λl) ∈ A
et λi ∈ k une clôture algébrique de k . Alors en reprenant les calculs matriciels de la preuve de la
proposition 2.6 on obtient que pour tout p ∈ P tel que p = (T − α1) · · · (T − αd),

|C (b)(Fp)|A = p− b(α1) · · · b(αd)

= p− Res(p, b)

= p− (−1)dlRes(b, p)

= p− (−1)dlµdp(λ1) · · · p(λl)

et donc on a les expressions suivantes :

L(C (b)|A) =
∑
a∈A+

a(λ1) · · · a(λl)
a

((−1)lµ)deg a

et, car a ∧ b = 1 ⇐⇒ Res(a, b) ̸= 0,

L(C (b)|A) =
∏

p∧b=1

(1− Res(p, b)p−1)−1 =
∑
a∧b=1

Res(a, b)/a

1. Les corps résiduels d’une algèbre de type fini sur k sont des k-espace vectoriels de dimension finie d’après le
lemme de Zariski.
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Définition 3.6. Soit E un module de Drinfeld à coefficients dans R. Par analogie avec ζA, on définit

L(E|R) :=
∏
m

Zm(E|R) =
∏
m

|Fm|A
|E(Fm)|A

où m parcourt les idéaux maximaux de R, et en notant χE(m) := |Fm|A − |E(Fm)|A on peut écrire

L(E|R) =
∏
m

(
1− χE(m)

|Fm|A

)−1

Proposition 3.7. Soit E un module de Drinfeld à coefficients dans R. Alors L(E|R) converge vers un
élément de 1 + T−1k[[T−1]].

Pour cela on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.8. [8, Theorem 1.4.3] Soitm un idéal maximal deR, notons p le noyau deA −→ R −→ R/m
(on dit que m est au-dessus de p via Spec(R) −→ Spec(A)) et i(m|p) := degm/ deg p le degré
d’inertie. Alors

|χE(m)| ⩽ |p|i(m|p)(1−1/n)

Preuve. (de la proposition.) Pour tout idéal maximal m au dessus de p, |Fm|A = pi(m|p). En effet, par
définition on a Fp = A/p ↪→ R/m = Fm, or p = |Fp|A est irréductible et donc p est le polynôme
minimal sur k de la multiplication par T ; on en déduit que |Fm|A = pi, où i ⩾ 0. Finalement l’égalité
deg |Fm|A = i deg p conclut.
D’après le lemme 3.8 on obtient que

| χE(m)/|Fm|A | ⩽ |p|(1−1/n)i(m|p)

|p|i(m|p) ⩽ |p|−1/n︸ ︷︷ ︸
<1

−→
deg p→∞

0

et comme il y a au plus [Frac(R) : K] idéaux au-dessus de p on peut utiliser le lemme 3.2 pour dire
que L(E|R) converge vers un élément de 1 + T−1k[[T−1]].

Remarque 3.9. Dans le tableau des analogies, on peut également faire correspondre aux courbes
elliptiques les modules de Drinfeld de rang 2 (analogie introduite par Vladimir Drinfeld dans [9]).
En effet, il est à noter que L(E|R) est tout à fait analogue au produit infini suivant, où on note
E := {y2 = x3 + bx2 + cx + d} (b, c, d ∈ Z) le schéma affine associé à une équation de Weiers-
trass, ∏

p premier

p

#E (Fp)

qui est, via l’étude de la croissance du produit partiel quand p croît indéfiniment, à l’origine de la
conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer [10]. Par ailleurs notons ap := p−#E (Fp), l’inégalité de Hasse
assure que |ap| ⩽ 2

√
p. De manière analogue, dans le cas d’un module de Drinfeld E de rang 2 à

coefficients dans R = A, pour tout p, |χE(p)| ⩽ |p|1−1/2 =
√
|p|. De la même manière que l’inégalité

de Hasse est une conséquence de l’hypothèse de Riemann sur les courbes démontrée par André Weil,
dans [8] on démontre l’inégalité du lemme 3.8 par un semblant d’hypothèse de Riemann dans le cas des
corps de fonctions.
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4 La formule des classes de Taelman

Comme L := Frac(R) est une extension finie deK , elle est munie de la valuation canonique qui
prolonge celle deK . Le complété deL selon cette valuation est notéL∞. On a en fait l’isomorphisme
L∞ ≃ R ⊗A K∞, et donc L∞ est une extension finie de K∞. La valuation de L∞ est donc obtenue
canoniquement en prolongeant celle de K∞.

Dans la suite Θ est une indéterminée. Lorsqu’elle existe, on appelle rayon de convergence
d’une série formelle

∑
i⩾0 aiΘ

i ∈ C∞[[Θ]] la borne supérieure des r ⩾ 0 tels que |ai|ri −→
i→∞

0 .
Si ρ est le rayon de convergence de la série alors pour tout x ∈ C∞ tel que |x| < ρ,

∑
i aix

i est
convergente.

Lemme 4.1. Soit (ai)i⩾0 une suite d’éléments de C∞ telle qu’il existe d > 0 et c, v ∈ R tels que
val(ai) ⩾ (di+ c)qi+v à partir d’un certain rang. Alors le rayon de convergence de

∑
aiΘ

qi est infini.

Preuve. Soit r > 0. Alors |ai|rq
i −→
i→∞

0 découle du fait que pour i assez grand

logq(|ai|rq
i

) = −val(ai) + rqi ⩽ qi(r − di− c)− v −→
i→∞

−∞

Proposition 4.2. Il existe une unique série formelle

expE(Θ) = Θ + e1Θ
q + e2Θ

q2 + . . . ∈ C∞[[Θ]]

telle que
expE(TΘ) = ET (expE(Θ)) (1)

De plus, ses coefficients ei sont des éléments de R ⊗A K ↪→ L, elle est de rayon de convergence infinie
et induit un morphisme de A-modules

expE : L∞ −→ E(L∞)

Preuve. Supposons qu’une telle série existe et vérifie (1). Notons e0 := 1 et ei := 0 si i < 0. Alors

∞∑
i=0

eiT
qiΘqi = T ·

∞∑
i=0

eiΘ
qi +

n∑
j=1

rj

∞∑
i=0

eq
j

i Θ
qi+j

=
∞∑
i=0

(
Tei +

n∑
j=1

rje
qj

i−j

)
Θqi

Il en découle que pour tout i > 0,

ei =
1

T qi − T
(r1e

q
i−1 + r2e

q2

i−2 + . . .+ rne
qn

i−n)

Ainsi la suite (ei) est entièrement déterminée par récurrence. Réciproquement, (ei) définie ainsi
vérifie (1) qui est l’égalité qui transcrit exactement le fait que expE soit un morphisme deA-modules
entre L∞ et E(L∞). Il reste à voir que expE est bien convergente sur tout L∞.
Pour tout j, soit v ⩽ 0 le minimum des val(rj). Alors

val(ei) ⩾ deg(T qi − T ) + min
1⩽j⩽n

(val(ei−j)q
j) + v

ce qui avec αi := (val(ei)− v)/qi se réécrit

αi ⩾ 1 + v/qi + min
1⩽j⩽n

(αi−j)
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Pour i assez grand,−1/2 < v/qi ⩽ 0, et donc quitte à renuméroter les indices on peut supposer que
pour tout i,

αi ⩾
1

2
+ min

1⩽j⩽n
(αi−j)

Il en découle par récurrence que αi ⩾ i/2n+ c− 1
2
, où c := min

1⩽j⩽n
αj . On conclut avec le lemme 4.1.

Remarque 4.3. Notons logE la série formelle réciproque de expE . Alors pour tout a ∈ A,

expE(a logE(Θ)) = Ea(expE(logE(Θ))) = Ea(Θ)

En particulier pour le module de Carlitz C on comprend bien pourquoi Ca correspondait dans la re-
marque 2.7 à la "mise à la puissance a".

Soit V unK∞−espace vectoriel de dimension finie d. Soient deux réseaux Λ1,Λ2 de V . Il existe
un automorphisme σ de V tel que σ(Λ1) = Λ2, on note [Λ1 : Λ2]A ∈ K∞ l’unitaire dans K∞,+

associé à detσ. Ce choix ne dépend pas de σ. En effet un autre tel automorphisme est obtenu à
partir de σ par la composition d’un élément de GLd(A) dont le déterminant est un inversible de A,
c’est-à-dire un élément de k×.

Proposition 4.4.

(i) Si Λ3 est un autre réseau de V alors

[Λ1 : Λ2]A[Λ2 : Λ3]A = [Λ1 : Λ3]A

(ii) Si Λ3 est un autre réseau de V et Λ1,Λ2 ⊂ Λ3 alors les Λ3/Λi sont des A-modules finis et

[Λ1 : Λ2]A =
|Λ3/Λ2|A
|Λ3/Λ1|A

Preuve. (i) découle de la multiplicativité du déterminant.
Si on démontre (ii) pour le cas Λ1 = Λ3 alors (i) implique (ii) en toute généralité. Supposons donc
que Λ2 ⊂ Λ1 = Λ3. Comme |Λ1/Λ1|A = |0|A = 1, il faut montrer que Λ1/Λ2 est fini et que
[Λ1 : Λ2]A = |Λ1/Λ2|A. Soit σ un automorphisme de V tel que σ(Λ1) = Λ2, et notons Σ la matrice
de cet automorphisme dans une base de V donnée par une base de Λ1 en tant que A−module libre.
Λ2 ⊂ Λ1 donc Σ ∈ Md(A). La forme normale de Smith de Σ est une matrice diagonale D telle que
Σ = SDT , où S, T ∈ GLd(A) et où il existe a1, . . . , ad ∈ A\{0} tels que

D =

a1 0 0

0
. . . 0

0 0 ad


Il en suit queΛ1/Λ2 ≃ A/(a1)⊕· · ·⊕A/(ad) (qui est fini car les ai sont ̸= 0) et comme detS, detT ∈
k× on obtient que

detσ

a1 · · · ad
∈ k×

c’est-à-dire que [Λ1 : Λ2]A = |A/(a1)|A · · · |A/(ad)|A = |Λ1/Λ2|A.

Remarque 4.5. Lenny Taelman suggère [1, Remarks 8 & 14] que muni d’une mesure de Haar à valeurs
dans K∞, l’élément [Λ1 : Λ2]A correspondrait aux ratio des covolumes des réseaux, autrement dit on
pourrait écrire

[Λ1 : Λ2]A =
|V/Λ2|A
|V/Λ1|A

où |M |A serait défini comme le volume de tout A-module compact et coïncidant avec le casM fini.
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Définition 4.6. expE est un morphisme deA−modules et donc on peut définir lemodule des classes
comme le A-module quotient

H(E|R) := E(L∞)

E(R) + expE(K∞)

De même on peut définir lemodule des unités comme le A-module image réciproque

U(E|R) := exp−1
E (E(R)) ⊂ L∞

Proposition 4.7. U(E|R) est un réseau de L∞ et H(E|R) est fini.

Preuve. expE est une application ouverte [11, 2.2]. Par conséquent, elle induit un plongement de
L∞/U(E|R) dans E(L∞)/E(R). L’image de ce plongement est en particulier un fermé
de E(L∞)/E(R). Or R est un A-module de type fini, donc E(L∞)/E(R) est l’image par une appli-
cation continue d’un produit fini de copies deK∞/A qui est compact et séparé d’après la proposition
2.1. Donc E(L∞)/E(R) est compact et séparé.

L∞ est unK∞−espace vectoriel de dimension finie, on peut donc considérer la grandeur [R : U(E|R)]A
et obtenir la formule suivante.

Théorème 4.8. (Formule des classes de Taelman [1])

L(E|R) = [R : U(E|R)]A · |H(E|R)|A

On en déduit un résultat de Carlitz déjà connu en 1935 [12] :

Corollaire 4.9. En notant [i] := T qi − T ,

L(C|A) = ζA(1) = logC(1) =
∞∑
i=0

(−1)i

[1][2] · · · [i]

Preuve. À partir de logC(TΘ) + logC(Θ
q) = T logC(Θ) on en déduit comme pour expC les coeffi-

cients de logC qui a donc un rayon de convergence ⩾ 1. En particulier, logC(1) est bien défini.
Soit α ∈ K∞. On voit immédiatement que si α ∈ K∞,+ alors [A : Aα]A = α. Or ici L∞ = K∞ est
de dimension 1 en tant queK∞−espace vectoriel et donc U(C|A) = A logC(1). logC(1) est unitaire
donc [A : U(C|A)]A = logC(1).
Finalement,L(C|A) et logC(1) sont de valuation nulle, et |H(C|A)|A est de valuation négative. Donc
|H(C|A)|A = 1 et donc L(C|A) = logC(1).

On a montré en particulier que H(C|A) = 0. Avec des calculs similaires si b ∈ A est un poly-
nôme de degré< q alors, avec les notations de l’exemple 3.1, logC (b)(1) est bien défini et de valuation
nulle donc

L(C (b)|A) = logC (b)(1) =
∞∑
i=0

(−1)i

[1][2] · · · [i]
b

qi−1
q−1

En particulier si λ ∈ k alors λ
qi−1
q−1 = λ1+q+···+qi−1

= λi et donc

Proposition 4.10.

L(C (λ)|A) =
∑
a∈A+

λdeg a

a
=

∞∑
i=0

(−1)i

[1] · · · [i]
λi
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5 Unités de Stark

La formule du théorème 4.8 a été généralisée, mais surtout simplifiée, par les auteurs de [3], grâce
à la notion d’unités de Stark. Leur formule s’applique aux modules d’Anderson. Ici on se restreint
au cas des modules de Drinfeld sur A.

Commençons par voir sur un exemple fondamental la pertinence de la notion de z-déformation.
Pour cela, traitons le cas des valeurs aux entiers négatifs de ζA. Remarquons que les valeurs ζA(−s)
donnent lieu à des séries divergentes, pour tout entier s ⩾ 0. Il est plus convenable en fait de
regrouper les termes par leur degré, en partant d’une indéterminée z on note donc pour tout entier
s,

ζ̃A(s) :=
∑
a∈A+

a−szdeg a

Proposition 5.1. [13, 8.12.] Pour tout entier s ⩾ 0, ζ̃A(−s) ∈ A[[z]] est en fait un polynôme en z de
degré < logq(s+ 1).

Ainsi, pour s ⩾ 0 on peut raisonnablement définir

ζA(−s) := ζ̃A(−s)
∣∣∣
z=1

∈ A

Similairement la proposition 4.10 suggère qu’en fait ζ̃A(1) s’exprime comme une z-déformation de
logC(1). D’où cette idée d’introduire Ẽ une z-déformation d’unmodule de DrinfeldE, puis d’évaluer
en z = 1 pour obtenir une formule pour L(E|R).

Définition 5.2. Soit E un module de Drinfeld sur A de rang n et à coefficients ri dans R. On note Ẽ,
appelé module de Drinfeld z-déformé, le foncteur tel que si B est une R-algèbre alors Ẽ(Tz(B)) est le
groupe abélienTz(B)muni d’une structure deA[z]-module. Cette dernière est obtenue par k[z]-linéarité
à partir d’une structure de A-module donnée par la multiplication par T qu’est l’endomorphisme sur B
(étendue par k-linéarité)

∀r ∈ B, ẼT (r) := Tr + zr1τ(r) + . . .+ znrnτ
n(r)

Si B est un anneau valué complet alors on note Tz(B) l’algèbre de Tate complétée de B[z] selon sa
norme de Gauss de rayon 1, notée || · ||, c’est-à-dire

Tz(B) :=

{∑
i⩾0

biz
i , bi ∈ B , bi −→ 0

}
et

∥∥∥∑ biz
i
∥∥∥ := max

i
|bi|

Remarquons que si B est discret alors Tz(B) = B[z].

Proposition 5.3. Notons expẼ la série formelle définie par

expẼ(Θ) = Θ + e1zΘ
q + e2z

2Θq2 + . . .

Alors elle vérifie
expẼ(TΘ) = ẼT (expẼ(Θ))

et est de rayon de convergence infini et induit donc un morphisme de A[z]-modules Tz(L∞) −→
Ẽ(Tz(L∞)).
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Preuve. On a vu précédemment que le rayon de convergence de expE est infini. Pour tout i, ||eizi|| =
|ei| et on en déduit en utilisant un lemme analogue au lemme 4.1 que expẼ est de rayon de conver-
gence infini. À partir la formule de récurrence de la proposition 4.2, on obtient que

ẼT (expẼ(Θ)) = T
∞∑
i=0

eiΘ
qizi +

n∑
j=1

rjz
j

∞∑
i=0

eq
j

i Θ
qi+j

zi

=
∞∑
i=0

(
Teiz

i +
n∑

j=1

rjz
jzi−jeq

j

i−j

)
Θqi

=
∞∑
i=0

eiT
qiziΘqi

= expẼ(TΘ)

Définition 5.4. On note ev := ev1 : Tz(L∞) −→ L∞ l’application d’évaluation en z = 1, et on note

U(Ẽ|Tz(R)) := exp−1

Ẽ
(Tz(R)) ⊂ Tz(L∞)

H(Ẽ|Tz(R)) :=
Ẽ(Tz(L∞))

Ẽ(Tz(R)) + expẼ(Tz(L∞))

et finalement lemodule des unités de Stark

USt(E|R) := ev(U(Ẽ|Tz(R))) ⊂ L∞

Pour facilité la lecture, on remplace dans la suite Tz(R) parR[z]. Remarquons que USt(E|R) est
un sous-A-module de U(E|R). En effet, si x̃ ∈ U(Ẽ|R[z]) alors

expE(ev(x̃)) = ev( expẼ(x̃)︸ ︷︷ ︸
∈R[z]

) ∈ R

Remarque 5.5. Pour tout λ ∈ k, la formule de la proposition 4.10 se réécrit

ζ̃A(1)
∣∣∣
z=λ

= logC̃(1)
∣∣
z=λ

où logC̃ =
∑
liz

iΘqi si logC =
∑
liΘ

qi .

Lemme 5.6. PosonsH(Ẽ|R[z])[z − 1] le R-module des éléments de (z − 1)-torsion deH(Ẽ|R[z]), et

Ψ : L∞ −→ Tz(L∞)

x 7−→
expẼ(x)− expE(x)

z − 1

Alors Ψ est bien définie et induit un isomorphisme de A-modules

U(E|R)/USt(E|R) ≃ H(Ẽ|R[z])[z − 1]

Preuve. Le noyau de ev est (z − 1)Tz(L∞). Or pour tout x ∈ L∞, ev(expẼ(x)) = expE(x) donc
(expẼ(x) − expE(x))/(z − 1) ∈ Tz(L∞). Donc Ψ est bien définie. Si de plus x ∈ U(E|R) alors
expE(x) ∈ R ⊂ R[z] et donc

(z − 1)Ψ(x) = expẼ(x)− expE(x) = 0 dans H(Ẽ|R[z])

Montrons que Ψ induit sur U(E|R) → H(Ẽ|R[z])[z − 1] un morphisme de A-modules surjectif.
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— Soit x ∈ U(E|R). Alors

Ψ(Tx) =
ẼT (expẼ(Tx))− ẼT (expE(Tx))

z − 1
+
ẼT (expE(Tx))− expE(Tx)

z − 1

= ẼT (Ψ(x)) +
n∑

j=1

rj
zj − 1

z − 1︸ ︷︷ ︸
∈R[z]

expE(x)
qj︸ ︷︷ ︸

∈R

Donc Ψ(Tx) = ẼT (Ψ(x)) dans H(Ẽ|R[z]). Comme Ψ est k-linéaire, on a prouvé que Ψ est
un morphisme de A-modules.

— Soit ỹ ∈ Tz(L∞) représentant une classe deH(Ẽ|R[z])[z− 1]. Alors (z− 1)ỹ = expẼ(ũ)+ ṽ,
où ũ = u+ (z − 1)µ ∈ Tz(L∞) et ṽ = v + (z − 1)ν ∈ R[z]. En appliquant ev on obtient que
0 = expE(u) + v et donc u ∈ U(E|R). Enfin

Ψ(u)− ỹ =
expẼ(u)− expE(u)

z − 1
− ỹ

=
expẼ(ũ− (z − 1)µ) + v

z − 1
−

expẼ(ũ) + ṽ

z − 1

= − expẼ(µ)− ν = 0 dans H(Ẽ|R[z])

Maintenant, montrons que ker( U(E|R) → H(Ẽ|R[z])[z − 1] ) = USt(E|R).
— Soit x ∈ U(E|R) tel que Ψ(x) = 0. Alors il existe ũ ∈ Tz(L∞) et ṽ ∈ R[z] tels que

expẼ(x)− expE(x) = (z − 1) expẼ(ũ) + (z − 1)ṽ = expẼ((z − 1)ũ) + (z − 1)ṽ

Il en suit que x ∈ USt(E|R), car x = ev(x− (z − 1)ũ) et

expẼ(x− (z − 1)ũ) = expE(x) + (z − 1)ṽ ∈ R[z]

— Soit x ∈ USt(E|R). Alors il existe x̃ ∈ Tz(L∞) tel que x = ev(x̃), c’est-à-dire qu’il existe
ξ ∈ Tz(L∞) tel que x̃ = x+ (z − 1)ξ, et expẼ(x̃) ∈ R[z]. On en déduit que

Ψ(x) =
expẼ(x)− expE(x)

z − 1
=

expẼ(x̃)− expE(x)

z − 1︸ ︷︷ ︸
∈R[z]

+expẼ(ξ) = 0 dans H(Ẽ|R[z])

Lemme 5.7. USt(E|R) est d’indice fini dans U(E|R) et

|U(E|R)/USt(E|R)|A = |H(E|R)|A

Preuve. En utilisant le lemme 5.6, il reste à montrer que H(Ẽ|R[z]) est fini (voir [4, 7.4.1]) et que
|H(E|R)|A = |H(Ẽ|R[z])[z − 1]|A.

On a deux suites exactes de A-modules finis :

0 −→ (z − 1)H(Ẽ|R[z]) −→ H(Ẽ|R[z]) ev−→ H(E|R) −→ 0
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0 −→ H(Ẽ|R[z])[z − 1] −→ H(Ẽ|R[z]) ×(z−1)−→ (z − 1)H(Ẽ|R[z]) −→ 0

Il en découle d’après le lemme 2.5 que

|H(E|R)|A =
|H(Ẽ|R[z])|A

|(z − 1)H(Ẽ|R[z])|A
= |H(Ẽ|R[z])[z − 1]|A

En particulier le module des unités de Stark est un réseau de L∞ et donc on obtient pour L(E|R)
une formule plus simple :

Théorème 5.8. (Anglès-Ngo Dac-Tavares Ribeiro, [3])

L(E|R) = [R : USt(E|R)]A

Preuve. En utilisant les propriétés de la proposition 4.4, la formule découle directement du théorème
4.8 et du lemme 5.7 :

L(E|R) = [R : U(E|R)]A|H(E|R)|A
= [R : U(E|R)]A|U(E|R)/USt(E|R)|A
= [R : U(E|R)]A[U(E|R) : USt(E|R)]A = [R : USt(E|R)]A
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6 Conclusion

Il n’existe pas de théorie générale pour interpréter les valeurs spéciales de fonctions L. On a ici
étudié un cas particulier qui en caractéristique non nulle correspond à une notion de volume que
l’on retrouvait déjà en caractéristique nulle.
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