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1 Introduction

Dans [1] Lenny Taelman démontre une formule (Théoréme 4.8) pour certaines valeurs spéciales
de fonctions L attachées aux modules de Drinfeld sur F,[77, tout a fait analogue a la formule du
nombre de classes donnant le résidu en 1 de la fonction zéta de Dedekind d’un corps de nombres.
Rappelons que si K est un corps de nombres et Ok son anneau d’entiers alors on définit la série

C(s) =Y Nip(l)™*

0#£ICOK

convergente pour s > 1. Elle se prolonge en une fonction méromorphe sur C avec un seul péle en
1; ce pole est simple et son résidu est usuellement donné par la formule

s — 1) (s)  Z1CT Resiln

s—1 wk‘ /|DK|

ou ry est le nombre de plongements réels de K, r; le nombre de plongements complexes a conju-
gaison pres, Reg - est le régulateur de K, h le nombre de classes de K, wk le nombre de racines
de l'unité dans K et Dy le discriminant de K. Cela peut se réécrire naturellement [1, Remark 6] a
un facteur rationnel prés comme un quotient de covolumes. Dans [2] Lenny Taelman avait défini
le module des classes (Définition 4.6) et conjecturé pour le cas du module de Carlitz la formule dite
de Taelman (Théoréme 4.8), ou I’équivalent du facteur rationnel est obtenu a partir du module des
classes.

Les notions d’unités de Stark et de z-déformation, déja indirectement utilisée par David Goss
pour donner un sens aux valeurs de la fonction zéta de Carlitz aux entiers négatifs, a permis a Bruno
Angles, Tuan Ngo Dac et Floric Tavares Ribeiro dans [3] de donner une autre formule pour les valeurs
spéciales considérées dans la formule de Lenny Taelman. Cette formule est également valide pour les
modules d’Anderson admissibles — dans ce rapport on ne s’intéressera qu’aux modules de Drinfeld
qui en constituent le cas particulier de dimension 1.

Le rapport s’organise comme suit :

— Une introduction a I’arithmétique des corps de fonctions en suivant I’analogie usuelle avec le
cas classique de I'arithmétique sur les corps de nombres.

— Une présentation de la formule de Taelman [1].

— Une présentation de la formule de Anglés-Ngo Dac-Tavares Ribeiro [3] dans le cas des modules
de Drinfeld, c’est-a-dire en suivant la démonstration de [4].

Notations

— Si S est un ensemble fini alors #S5 € N dénote son cardinal.

— Un espace topologique X est dit compact au sens anglo-saxon, c’est-a-dire si de tout recou-
vrement de X par des ouverts on peut en extraire un sous-recouvrement fini.

— Sik estun corps et a,b € k[T], ou T est une indéterminée, alors le résultant du couple (a, b)
est noté Res(a, b). Pour la définition et les résultats, voir [5, IV, §].



2 L’arithmétique des corps de fonctions

L’arithmétique usuelle se construit a partir de I’anneau Z. Les corps étudiés sont les corps de
nombres, extensions finies de Q. Ils sont tous de caractéristique nulle. L’arithmétique des corps de
fonctions se place dans le cas ou la caractéristique des anneaux est un nombre premier p > 0.

Ainsi dans tout le texte, k est un corps fini de caractéristique p et de cardinal ¢. Si B est un
anneau de caractéristique p alors on note 7 : B — B b+ b? le morphisme de Frobenius.

L’anneau qui remplace Z est A := k[T'| 'anneau des polynémes a coefficients dans k. Comme Z,
c’est un anneau euclidien et donc en particulier principal. Notons K := k(7') le corps des fractions
de A. L’anneau A est muni d’une valuation val(a) = — dega, qui s’étend & K et en fait un corps
ultramétrique. Sa complétion est notée K. En fait, il s’agit de k((7!)) les séries de Laurent en
T~ a coefficients dans k.

Quand on traite de divisibilité dans Z, 'on se raméne toujours aux entiers positifs car +1 sont
les seuls inversibles de Z. De méme A* = k*, et donc les "positifs" de A forment 'ensemble
A, := {polyndémes unitaires # 0}. Dans la méme veine, posons K, := {a/b, a,b € A,} et
K + 'adhérence de K, dans K, ces éléments sont dits unitaires. Enfin, A est euclidien donc fac-
toriel, et ici les nombres premiers sont remplacés par les polynomes unitaires irréductibles formant
I’ensemble noté P C A,.

On construit également I’équivalent de 'ensemble des nombres complexes. On note C, le com-
plété de K3 une cloture séparable de K .. D’apres le théoréme de Krasner, C,, est algébriquement
clos [6, Proposition 4.4.2], et donc C, est le plus petit corps complet (selon une valuation étendant
celle de K)) et algébriquement clos contenant K. Une différence importante est que C|R est de degré
2 alors que C,| K, est de degré infini.

Finalement, on note |z| = ¢~¥(*) pour tout 2 dans une extension de K dont la valuation pro-
longe celle de K.

Le tableau suivant met en correspondance les objets fondamentaux de ’arithmétique des corps
de nombres et de I'arithmétique des corps de fonctions.

corps de nombres | corps de fonctions
Z A
{+1,-1} k>
{nombres premiers} P
Q K
R Ky
Lo, Q=0, R>o Ay Ky, Kooy
C Cso
Gal(C|R) Gal(K5P| K )

Dans la suite pour comprendre ’analogie entre corps de nombres et corps de fonctions il est
judicieux de lire les résultats en utilisant la correspondance donnée par le tableau. On a par exemple
la proposition suivante :

Proposition 2.1. A est un réseau de K, c’est-a-dire un sous A-module discret et cocompact.

Preuve. A est un sous-anneau de K C K, c’est donc un sous A-module de K. Il est donc discret
si et seulement si {0} est un voisinage de 0O relativement a A. Or pour tout a € A\{0}, val(a) < 0,
et donc {0} = AN {x € K,val(x) > 0}. Finalement, la boule unité de K, est compact car son
corps résiduel est k qui est fini. Donc K, /A est compact en tant qu’image de la boule unité via
I'application continue K., — K, /A. [



Remarque 2.2. K, /A est donc compact séparé. Il correspond ici a R/7 ~ S'.

Ici ’équivalent de la notion de cardinal d’un Z-module fini se définit de la maniere suivante :

Définition 2.3. Soit M un A-module fini. C’est donc un k-espace vectoriel de dimension finie muni de
Pendomorphisme u := m +— T'm. Si x, est le polynome caractéristique de u alors le "cardinal” de M
est

(M| 4 := xu(T) = det ye)(O1d — u|M €Ay

)‘G:T

ou © est une indéterminée.

dimy, (M) deg|M|a

Remarque 2.4. Notons aussi que # M = q =q

Lemme 2.5. Soient M, My, M3 des A-modules finis telle que la suite de A-modules suivante soit
exacte
00— M, — My, — M; —0

Alors | M| 4| M3|a = | Ms] a.

Preuve. Le k—espace vectoriel M, est isomorphe a M3 & M; et la multiplication par 7" sur M, se
décompose par blocs en la somme directe de celle sur M; et de celle sur M;. Par conséquent

det k{@}(@ld — U|M3 & M, = det k{@}(@ld — u|M3 det H@}(@Id — U|M1

)‘G:T )‘G:T )’@:T

Le module de Carlitz

Le foncteur groupe multiplicatif associe a un anneau R le groupe commutatif 2* des unités
de R, il va donc de la catégorie des Z-algebres dans la catégorie des Z-modules. L’équivalent de ce
foncteur est le module de Carlitz, qui & une A-algébre R associe le A-module C'(R) défini par la
nouvelle multiplication externe

Cr(r) =T -r:=Tr+7(r)

qui s’étend par k-linéarité en un morphisme de k-algébre a — C,, A — End,(R).

On peut ainsi définir un analogue de la fonction indicatrice d’Euler ¢ qui a un entier n > 1
associe p(n) = #(Z/nZ)*. Onpose: ¢ : A, — A, définie par

pla) = |C(A/(a))]a

Proposition 2.6. Soienta € A, eta = pi' - - - p’* sa décomposition en produit de polynomes irréduc-

tibles unitaires. Alors
pla) =i ri—1) =a]J(1—1/p:)

)

Preuve. Cette démonstration reprend celle du cas a irréductible dans [1][Proposition 1].

En tant que A-modules, A/(a) ~ A/(p]") @ --- @ A/(p%*), donc en utilisant le lemme 2.5 il vient
que

pla) = p(p) - p(py)



Traitons donc le cas a = p”, ou r > 1 et p est un polyndme irréductible unitaire sur k, p =
[jez/az(T — ;). ot a; € k une cloture algébrique £ de k. Notons §, := A/(p) =~ Fya. On ob-
tient donc avec © une indéterminée que

¢(a) = det e (Old — CT|A/(a))|®:T
— det j6o5(O1d — Crl4/(a) @ F)|

=T
— det ey (O1d — Cr[R{T]/(a))|
Or k[T]/(a) = Fple]/(g"), ot & est une indéterminée, et donc via les d plongements de F, dans k on
obtient Vi < r — 1, S o

Spe' @k~ kel ® ... P ke,
ou 7 = (. Cette décomposition donne une base de diagonalisation pour la multiplication par 7 et
7 est un endomorphisme cyclique sur §, ® k (quitte & numéroter les «; différemment je pose que
c’est la permutation j ~— j + 1), cela donne donc 7 : £} — €7

‘11 Finalement, ¢ (a) est le déterminant
de la matrice par blocs de taille r x r

Dy

* D

* *

* *x x D

ou
T_&l —1 T—Oél
—1 T—Oég T—Oég
D(): et D =
—1 .. ..
—1 T—Ozd T—Oéd

Finalement le résultat découle du fait que ¢(a) = |Do|p" ! et de

-1 T—Oé2 —1
- -1 - )
Dof = p = (1) (L1 g
e T =g
—1

]

Remarque 2.7. Le résultat est démontré autrement dans [7, Theorem 2.7]. Il faut considérer C, comme
la "mise a la puissance a”. En effet, sip € P alors p(p) = p—1 et donc par définition de p(p) = |C(Fp)|a
on obtient les deux formulations

Cp—1 =0 modp ou Cp, =1d modyp
correspondant pour le petit théoréme de Fermat pour | premier aux formules
Vn e (Z]IZ)", n'™' =1 modl ou VnezZ n' =n modl

Remarquons aussi qu’en fait on a démontré que si F est un corps fini muni d’une structure de A-module

alors |C(F)|la=|F|la—1.

Remarque 2.8. Les calculs ci-dessus montrent également que sia € A, alors |A/(a)|la = a, de la
méme maniére que sin > 0 alors #7/nZ = n.



3 Valeurs spéciales de fonctions L et modules de Drinfeld

On a en fait construit une fonction multiplicative sur A, c’est-a-dire que ¢ vérifie
aNb=1 = p(ab) = p(a)p(b) .
On peut ainsi car A est factoriel, considérer ’analogue des fonctions arithmétiques et en particulier
s’inspirer de la définition des fonctions de Dirichlet usuelles.

Soit ¢ : Ay — C,, n’importe quelle fonction. La valeur en un entier s > 1 de la série de

Dirichlet associée est
L(y,s) =Y y(a)a™
(IEA+

Comme il n’y a qu'un nombre fini de polyndémes de degré borné, si pour a de degré assez grand
[v(a)] < |a|Y alors Vs > N, L(1, s) converge dans C,.. En particulier

) = L) = 3
acAt
converge pour tout s > 1. De plus, on a la formule du produit eulérien :
Proposition 3.1. Pour touts > 1,
e\ -1
G =]]0@-9")
peP

Lemme 3.2. Soit («v,,) une suite d’éléments de K \{—1}. Alors [ [ (1 + c,) converge si et seulement

sia,, — 0.

Preuve. Sile produit converge alors le quotient des produits partiels tend vers 1, donc 1 + o, — 1,
d’ou o, —+ 0. Réciproquement, si o,, — 0 alors 1 + a, est a partir d’un certain rang de valuation
nulle et donc la suite des produits partiels est de valuation bornée inférieurement par

v 1= min Zval(l + )

k<n
et
val < IT ¢+an)-JJC0 +an)> = val ((1 +ava —1) [ —|—an)>
n<N+1 n<N n<N
> val(ayy1) +v — o0
La suite des produits partiels est donc de Cauchy et finalement convergente dans K. O

Preuve. (de la proposition) Soit s un entier > 1. Premiérement, 1/p* — 0 quand le degré de p € P
tend vers 'infini, et donc le produit est bien convergent d’apreés le lemme 3.2. Ensuite pour tout p,
val(1/p®) > 0 et donc on peut écrire

—ns —s\—1
D_p = (1)
n=0
Finalement, en utilisant le fait que A est factoriel on obtient que
Cals) = > e
(np)eN(®) p

ou chaque produit est a support multiplicatif fini. En sommant sur les a € A, qui ne sont divisibles
que par des ensembles finis d’irréductibles formant une suite croissante de réunion P, on obtient la
suite des produits partiels du produit initial. D’ou I’égalité. [



Ainsi a partir de [C(J,)|4a = p — 1 on obtient I'expression suivante

CA(1> H | |3P|A

peP p - peP C(Sp)la

On peut prendre cette expression comme une définition de valeurs spéciales en généralisant le mo-
dule de Carlitz et en prenant d’autres anneaux que A.

Modules de Drinfeld

Fixons pour la suite du texte R la cloture intégrale de A dans une extension finie de K, et
notons pour m idéal maximal de R, §, := R/m. Rappelons que si m est un idéal maximal de R alors
degm := deg |Fm| est le degré de 'extension finie §y|k.' On retrouve bien pour R = A le degré
d’un polyndéme irréductible, en identifiant I'élément p € P avec 'idéal premier (p) C A.

Définition 3.3. Un module de Drinfeld (sur A) a coefficients dans R est un foncteur E tel que si B
est une R-algébre alors F(B) est le groupe abélien B muni d’une structure de A-module définie par la
multiplication parT" (puis étendue par k-linéarité) qu’est 'endomorphisme

Er(ry=Tr+mr7(r)+ ...+ r,7(r)

our; € R, etr, # 0. Dans ce cas, 'entier n est appelé le rang de E. Comme pour le module de Carlitz,
on note a — E,, A — Endy(R), le morphisme de k-algébres associé.

On appelle facteur local de I en un idéal I de R I’élément noté
|R/1|a
[E(R/T)|a
quantité bien définie car R/I est un k-espace vectoriel de dimension finie, et le fait que |R/I|4 et
|E(R/I)|4 sont des polynémes unitaires de méme degré implique que Z;(E|R) € 1 + T *k[[T]].

Remarque 3.4. Le module de Carlitz est un module de Drinfeld de rang 1. Remarquons qu’on a en
particulier démontré dans la proposition 2.6 que pour tout entiern > 1, Zin(C|A) = Z;(C|A). Ceci
est vrai en fait quel que soit le module de Drinfeld [3, Lemma 3.2].

Zi(E|R) :=

Exemple 3.5. Considérons les modules de Drlnfeld de rang < 1. Pour cela, notons €*) le module de

Drinfeld a coefficients dans A défini par ‘KT (r):=Tr+br(r),oub=u(T—X ) ---(T—X\) €A
et \; € k une cloture algébrique de k . Alors en reprenant les calculs matriciels de la preuve de la
proposition 2.6 on obtient que pour toutp € P tel quep = (T — ay) -+ (T — ay),
(€O (Fo)la = p—blaa) - blaa)
p —Res(p,0)
= p—(=1)"Res(b,p)
= p— (=D () p(N)

et donc on a les expressions suivantes :

L#A) = 3 M((_l)zmdega

(ZGA+
et,cara Nb=1 <= Res(a,b) # 0,
L(EY|A) = H (1 — Res(p,b)p Z Res(a, b)/
pAb=1 anb=1

1. Les corps résiduels d’une algeébre de type fini sur k sont des k-espace vectoriels de dimension finie d’aprés le
lemme de Zariski.



Définition 3.6. Soit /' un module de Drinfeld a coefficients dans R. Par analogie avec (4, on définit

L(E|R) : HZ (E|R) = H|’S“‘|A

E 3m |A
oum parcourt les idéaux maximaux de R, et en notant x g(m) := |Fm|a — |E(Fm)|a on peut écrire
weln =TT (1- XE<“‘>)_1
m ’%’m‘A

Proposition 3.7. Soit E un module de Drinfeld a coefficients dans R. Alors L(F|R) converge vers un
élément de 1 + T 1k[[T1]).

Pour cela on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.8. [8, Theorem 1.4.3] Soit m un idéal maximal de R, notonsp le noyaude A — R — R/m
(on dit que m est au-dessus de p via Spec(R) — Spec(A)) et i(m|p) := degm/degp le degré
d’inertie. Alors

IxE(m)] < [p[mP0=/m

Preuve. (de la proposition.) Pour tout idéal maximal m au dessus de p, |Fn|4 = p*™P). En effet, par
définition on a §, = A/p — R/m = Fn, or p = |Fy|a est irréductible et donc p est le polyndme
minimal sur & de la multiplication par 7'; on en déduit que |Fn|4 = p’, ot i > 0. Finalement I’égalité
deg|Fm|a = idegp conclut.

D’apres le lemme 3.8 on obtient que

(1=1/n)i(m|p)
i (m)/[3ala | < 2

‘p|2(m|p) ~—— degp—o0

et comme il y a au plus [Frac(R) : K| idéaux au-dessus de p on peut utiliser le lemme 3.2 pour dire
que L(E|R) converge vers un élément de 1 + T 1k[[T]]. O

Remarque 3.9. Dans le tableau des analogies, on peut également faire correspondre aux courbes
elliptiques les modules de Drinfeld de rang 2 (analogie introduite par Vladimir Drinfeld dans [9]).
En effet, il est a noter que L(E|R) est tout a fait analogue au produit infini suivant, oti on note
& = {y* = 23 + ba® + cx + d} (b,c,d € Z) le schéma affine associé a une équation de Weiers-

trass,
[T e

p premier

qui est, via I’étude de la croissance du produit partiel quand p croit indéfiniment, a l'origine de la
conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer [10]. Par ailleurs notons a,, := p — #& (IF,,), I'inégalité de Hasse
assure que |a,| < 2./p. De maniére analogue, dans le cas d’'un module de Drinfeld E de rang 2 a
(p)| < |p|*"Y2 = \/Ip|. De la méme maniére que l'inégalité
de Hasse est une conséquence de I’hypotheése de Riemann sur les courbes démontrée par André Weil,
dans [8] on démontre I'inégalité du lemme 3.8 par un semblant d’hypothése de Riemann dans le cas des
corps de fonctions.




4 La formule des classes de Taelman

Comme L := Frac(R) est une extension finie de [, elle est munie de la valuation canonique qui
prolonge celle de K. Le complété de L selon cette valuation est noté L,. On a en fait 'isomorphisme
Lo ~ R®4 K, et donc L, est une extension finie de K. La valuation de L., est donc obtenue
canoniquement en prolongeant celle de K.

Dans la suite O est une indéterminée. Lorsqu’elle existe, on appelle rayon de convergence
d’une série formelle ) .., ;0" € C[[O]] la borne supérieure des r > 0 tels que |a;|r" — 0.
= 1—00

Si p est le rayon de convergence de la série alors pour tout € Cy tel que |z] < p, >, a;2" est
convergente.

Lemme 4.1. Soit (a;);>0 une suite d’éléments de C telle qu’il existe d > 0 et c,v € R tels que
val(a;) = (di+c)q' +v a partir d’un certain rang. Alors le rayon de convergence de Y, a;0% est infini.

Preuve. Soit r > 0. Alors |a;|r9 — 0 découle du fait que pour i assez grand
11— 00

logq(|ai|rqi) = —val(a;) +r¢" < ¢'(r—di—c) —v =
]
Proposition 4.2. Il existe une unique série formelle
expp(0) = O + 107 + ,07 + ... € C,[[0]]
telle que
expp(TO) = Er(expg(0)) (1)

De plus, ses coefficients e; sont des éléments de R © 4 K — L, elle est de rayon de convergence infinie
et induit un morphisme de A-modules

expg : Loo — E(Lo)

Preuve. Supposons qu’une telle série existe et vérifie (1). Notons ey := 1 et e; := 0si7 < 0. Alors

DITATTETE DECTED 910 SETIAES of (00 o I
=0 =0 j=1 =0 i=0 j=1
Il en découle que pour tout 7 > 0,
2 n
e = =———(rel | +rel o+ ... +rpel )

T —T

Ainsi la suite (e;) est entiérement déterminée par récurrence. Réciproquement, (e;) définie ainsi
vérifie (1) qui est I’égalité qui transcrit exactement le fait que exp soit un morphisme de A-modules
entre L., et F/(Ly). Il reste a voir que exp, est bien convergente sur tout L.

Pour tout 7, soit v < 0 le minimum des val(r;). Alors

val(e;) > deg(T? — T) + min (val(e;_;)¢’) + v

1<isn
ce qui avec o; := (val(e;) — v)/q" se réécrit

a; > 14 v/¢" + min (a;_;)

1<g<n



Pour i assez grand, —1/2 < v/q" < 0, et donc quitte a renuméroter les indices on peut supposer que

pour tout 7,
1

o; 2 =+ min (o,
"2 1<j<n( =)
Il en découle par récurrence que «; > i/2n + ¢ — %, ou ¢ := min «;. On conclut avec le lemme 4.1.

1<jsn

]

Remarque 4.3. Notons logy, la série formelle réciproque de expy. Alors pour tout a € A,

expg(alogp(0)) = Ea(expg(logg(0))) = Eu(©)

En particulier pour le module de Carlitz C' on comprend bien pourquoi C,, correspondait dans la re-
marque 2.7 a la "mise a la puissance a".

Soit V' un K, —espace vectoriel de dimension finie d. Soient deux réseaux A;, A, de V. 1l existe
un automorphisme o de V' tel que o(A;) = Ay, on note [A; : AsJs € K. 'unitaire dans K, 4
associé a det 0. Ce choix ne dépend pas de 0. En effet un autre tel automorphisme est obtenu a
partir de o par la composition d’un élément de GL4(A) dont le déterminant est un inversible de A,
c’est-a-dire un élément de k*.

Proposition 4.4.
(i) Si A3 est un autre réseau de V' alors
[A1: AoJa[As : Agla = [A1 2 Asla
(ii) Si A3 est un autre réseau de V' et Ay, Ay C A3 alors les A3/ \; sont des A-modules finis et

_ [As/As|a

Ay Ag|p =
(A1 Asla /Ml

Preuve. (i) découle de la multiplicativité du déterminant.

Si on démontre (ii) pour le cas A; = A3 alors (i) implique (ii) en toute généralité. Supposons donc
que Ay C Ay = Az. Comme |A;/A1]a = |0]4 = 1, il faut montrer que A;/A; est fini et que
[A1 : Ao)a = |A1/A2| 4. Soit 0 un automorphisme de V' tel que o(A;) = Ay, et notons X la matrice
de cet automorphisme dans une base de V' donnée par une base de A; en tant que A—module libre.
Ay C Ay donc 3 € My(A). La forme normale de Smith de X est une matrice diagonale D telle que
Y. =8DT,ouS,T € GL4(A) et ou il existe ay,...,aq € A\{0} tels que

aq 0 0
0 0 aq

lensuitque Ay /Ay >~ A/(a1)®- - -®A/(aq) (quiest fini car les a; sont # 0) et comme det S, det T' €
k* on obtient que
deto

ay - aq
c’est-a-dire que [A; : Agla = |A/(a1)]a---|A/(aq)|a = |A1/A2] A O

e k>

Remarque 4.5. Lenny Taelman suggere [1, Remarks 8 & 14] que muni d’une mesure de Haar a valeurs
dans K, lélément [Ay : As)4 correspondrait aux ratio des covolumes des réseaux, autrement dit on
pourrait écrire
_ |V/Asla

V/Ai|a

ou | M| 4 serait défini comme le volume de tout A-module compact et coincidant avec le cas M fini.

[Al . A2]A
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Définition 4.6. expy, est un morphisme de A—modules et donc on peut définir le module des classes

comme le A-module quotient
E(Ls)

E(R) + expg(Kw)

De méme on peut définir le module des unités comme le A-module image réciproque

H(E|R) :=

U(E|R) = expg (E(R)) C Lo
Proposition 4.7. U(F|R) est un réseau de L, et H(E|R) est fini.

Preuve. expy est une application ouverte [11, 2.2]. Par conséquent, elle induit un plongement de
Lo/U(E|R) dans F(L.)/E(R). L'image de ce plongement est en particulier un fermé
de E(L)/E(R).Or R est un A-module de type fini, donc E(L+,)/E(R) est 'image par une appli-
cation continue d’un produit fini de copies de K, /A qui est compact et séparé d’aprés la proposition
2.1. Donc E(L+)/E(R) est compact et séparé. O

L estun K, —espace vectoriel de dimension finie, on peut donc considérer la grandeur [R : U(E|R)]a
et obtenir la formule suivante.

Théoréme 4.8. (Formule des classes de Taelman [1])

L(E|R) = [R: U(E|R)]a - [H(E|R)|a

On en déduit un résultat de Carlitz déja connu en 1935 [12] :

Corollaire 4.9. En notant [i] := T9 — T,
L(CIA) = ¢a(1) =loge(1) = Y | mrior——

Preuve. A partir de log(7T©) + log(©7) = T'log.(O) on en déduit comme pour exp, les coeffi-
cients de log qui a donc un rayon de convergence > 1. En particulier, log (1) est bien défini.

Soit @ € K. On voit immédiatement que si &« € K, ; alors [A : Aa]s = a. Orici Lo, = K est
de dimension 1 en tant que K., —espace vectoriel et donc U(C|A) = Alogq(1).log(1) est unitaire
donc [A : U(C|A)]a = loga(1).

Finalement, L(C|A) etlog. (1) sont de valuation nulle, et | H (C|A)| 4 est de valuation négative. Donc
|H(C|A)|4 = 1 etdonc L(C|A) = logq(1). O

On a montré en particulier que H(C|A) = 0. Avec des calculs similaires si b € A est un poly-
ndme de degré < q alors, avec les notations de I'exemple 3.1, log,«) (1) est bien défini et de valuation
nulle donc

L(%(b)|A) = log%b)(l) = Z ﬁbf—f

i—1

i g .
En particulier si A € k alors A1 = \lTeH-+¢""" = \i et donc

Proposition 4.10.
)\deg a

L(EWIA) = )

a€A4 =0
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5 Unités de Stark

La formule du théoréme 4.8 a été généralisée, mais surtout simplifiée, par les auteurs de [3], grace
a la notion d’unités de Stark. Leur formule s’applique aux modules d’Anderson. Ici on se restreint
au cas des modules de Drinfeld sur A.

Commencons par voir sur un exemple fondamental la pertinence de la notion de z-déformation.
Pour cela, traitons le cas des valeurs aux entiers négatifs de (4. Remarquons que les valeurs (4(—s)
donnent lieu a des séries divergentes, pour tout entier s > 0. Il est plus convenable en fait de
regrouper les termes par leur degré, en partant d’'une indéterminée z on note donc pour tout entier

S, ~
Cals) :== Z a”Szdesa

acA4

Proposition 5.1. [13, 8.12.] Pour tout entier s > 0, C4(—s) € A[[2]] est en fait un polynome en = de
degré < log, (s +1).

Ainsi, pour s > 0 on peut raisonnablement définir

Cal=s) = Gals)|_ € 4

Similairement la proposition 4.10 suggere qu’en fait ¢, 4(1) s’exprime comme une z-déformation de
log(1). D’ou cette idée d’introduire £ une z-déformation d’'un module de Drinfeld E, puis d’évaluer
en z = 1 pour obtenir une formule pour L(E|R).

Définition 5.2. Soit E un module de Drinfeld sur A de rang n et a coefficients r; dans R. On note E,
appelé module de Drinfeld z-déformé, le foncteur tel que si B est une R-algébre alors E(T.(B)) est le
groupe abélien T ,(B) muni d’une structure de A[z|-module. Cette derniére est obtenue par k|z|-linéarité
a partir d’une structure de A-module donnée par la multiplication parT' qu’est 'endomorphisme sur B
(étendue par k-linéarité)

Vr € B, Ep(r) :=Tr + zri7(r) + ...+ 2"r,7"(r)

Si B est un anneau valué complet alors on note T,(B) algébre de Tate complétée de B|z| selon sa
norme de Gauss de rayon 1, notée || - ||, c’est-a-dire

T,(B) = {Zbizi, b€ B, b —s 0} ot HZW

>0

= max |b;|
(2

Remarquons que si B est discret alors T ,(B) = B|z].

Proposition 5.3. Notons expy la série formelle définie par
expp(©) = O + €207 + €,2207 4 ...

Alors elle vérifie N
expz(T0) = Er(expg(0©))

et est de rayon de convergence infini et induit donc un morphisme de A[z|-modules T.(L) —
E(T:(Leo))-

12



Preuve. On avu précédemment que le rayon de convergence de expy, est infini. Pour tout 4, ||e;2*|| =
|e;| et on en déduit en utilisant un lemme analogue au lemme 4.1 que expz est de rayon de conver-
gence infini. A partir la formule de récurrence de la proposition 4.2, on obtient que

ET(eXpE(@)) - T Z .07 21+ Z ri? Z efj o7t i
=0 =1 i=0

o0

n
. Coe g i
— E (Tel-z’—i- g r;zl 2 ]ef_]) o1
i=0 j=1
oo

=0
= expz(7T0O)
O

Définition 5.4. On noteev :=evy : T,(Ls) — Lo Uapplication d’évaluation en z = 1, et on note

U(E|T.(R)) := expz (T.(R)) C T.(Loo)

HBIT(R)) = - E(T:(L))
) E(T,(R)) + expp(T.(Lo))

et finalement le module des unités de Stark
Ust(E|R) := ev(U(E|T.(R))) C Lo
Pour facilité la lecture, on remplace dans la suite T, (R) par 1?[z]. Remarquons que Us;(E|R) est
un sous-A-module de U(E|R). En effet, si © € U(F|R|z]) alors
expp(ev(d) = ev( expy(@) ) € R
(2]
€ER[z

Remarque 5.5. Pour tout A\ € k, la formule de la proposition 4.10 se réécrit

GO = leea()]

ottlogs = 31,207 siloge = 31,07 .
Lemme 5.6. Posons H(E|R[z))[z — 1] le R-module des éléments de (z — 1)-torsion de H(E|R[z)), et

v o L, — T.(Leo)
. expp(z) — expp()
z—1

Alors U est bien définie et induit un isomorphisme de A-modules
U(E|R)/Us(E|R) ~ H(E|R[2])[z - 1]

Preuve. Le noyau de ev est (z — 1)T,(Lo). Or pour tout € L, ev(expz(z)) = expp(x) donc
(expg(z) — expg(x))/(2 — 1) € T.(L). Donc W est bien définie. Si de plus + € U(E|R) alors
expg(z) € R C R[z] et donc

(z = 1)¥(x) = expg(x) — expp(zr) = 0 dans H(E|R[2))

Montrons que ¥ induit sur U (E|R) — H(E|R[z])[z — 1] un morphisme de A-modules surjectif.
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— Soit x € U(F|R). Alors

ET(GXPE(TfE)) - ET(GXPE(TfE)) i ET(GXPE(T@) — expp(Tz)

\I/(Tx) - z—1 z—1

Donc W(Tz) = Er(¥(x)) dans H(E|R][z]). Comme U est k-linéaire, on a prouvé que U est
un morphisme de A-modules.

— Soit §J € T.(Ls) représentant une classe de H(E|R[z])[z — 1]. Alors (z — 1) = expg(u) + 9,
ouu=u+(z—1)u € T,(Ls) et =v + (2 — 1)v € R|z]. En appliquant ev on obtient que
0 =expg(u) +vetdoncu € U(E|R). Enfin

- expz(u) — expp(u -
\If(u)—y — E(i_l E( )_y
_expg(u— (2 —Dp)+v  expg(u) +v
N z—1 z—1

= —expg(p) —v =0 dans H(E|R[z])

Maintenant, montrons que ker( U(E|R) — H(E|R[z])[z — 1] ) = Us.(E|R).
— Soit x € U(F|R) tel que ¥(z) = 0. Alors il existe u € T, (L) et v € R|[z] tels que

expg(x) —expp(r) = (2 — 1) expg(u) + (2 — 1)v = expp((2 — )u) + (2 — 1)v
Il en suit que x € Ug(F|R), car z = ev(z — (2 — 1)u) et
expg(z — (2 — )u) = expp(z) + (2 — 1)v € R[7]

— Soit x € Ugi(E|R). Alors il existe 7 € T,(Ly) tel que x = ev(z), c’est-a-dire qu’il existe
£ €T, (L) tel que T =z + (2 — 1)&, et expz(T) € R[2]. On en déduit que

() = expE(xi : jelxpE(x) _ expg(fi : iXpE(x)

G;{[z]

+expg(€) =0 dans H(E|R[2])

J/

Lemme 5.7. Usi(F|R) est d’indice fini dans U(E|R) et
[U(E|R)/Usi(E|R)|a = [H(E|R)|

Preuve. En utilisant le lemme 5.6, il reste  montrer que H (E|R[z]) est fini (voir [4, 7.4.1]) et que
|H(E|R)|a = [H(E|R[2])[z — 1]]a.

On a deux suites exactes de A-modules finis :

0 —> (z — 1)H(E|R[z]) — H(E|R[z]) =% H(E|R) — 0
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0 — H(E|R[)[z — 1] — H(E|R[z]) "3 (- — 1) H(E|R]2]) — 0

Il en découle d’apres le lemme 2.5 que

|H(E|R[2])|

[H(E|R)|4 = =
|(z = DH(E|R[2])|4

= |H(E|R[2])[z — 1]l

O

En particulier le module des unités de Stark est un réseau de L., et donc on obtient pour L(F|R)
une formule plus simple :

Théoréme 5.8. (Anglés-Ngo Dac-Tavares Ribeiro, [3])
L(E|R) = [R : Ust(E|R)]a

Preuve. En utilisant les propriétés de la proposition 4.4, la formule découle directement du théoréme
4.8 et du lemme 5.7 :

L(EIR) = [R:U(E|R)|A|H(E|R)|a
= [R:U(EIR)]A|U(E|R)/Ust(E|R)| A
= [R:U(EIR)AU(E|R) : Usi(E|R)]a = [R: Usi(E|R)]A
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6 Conclusion

Il n’existe pas de théorie générale pour interpréter les valeurs spéciales de fonctions L. On a ici
étudié un cas particulier qui en caractéristique non nulle correspond a une notion de volume que
l'on retrouvait déja en caractéristique nulle.
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