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1.2

*
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1.4

Description probabiliste d’'un systéme physique

Buts de la physique statistique

Notions de probabilité (— tutorat 2)

Moyenne (ou espérance) X d’une variable aléatoire X :

X = Zk‘PX(k) (discret) ou X :/;pr(:v) dz (continu)
ke € £

Moyenne d’une fonction de X :

(X)) = Z f(k) Px(k) (discret) ou f(X)= / f(x) px(z)dz (continu)
ke €

Variance: 0% = (X — X)2 = X2 — X aussi notée (AX)?

Ecart-type: ox = \/ﬁ — X7 aussi noté AX

Variable aléatoire gaussienne de moyenne m et d’écart-type o:

1 _ (@=m)?

pX(x):We 202 :N(m,o*Q)

Théoréme de la limite centrale: si {X7,Xo,...,Xx} sont des variables aléatoires indépen-

dantes et de méme loi, alors

N
1 .
i E X; — NX; | — N (0,(AX1)?) lorsque N — oco.

Jj=1
e A - . o N n N-—n
Loi binémiale: p(n,N) = Dq
n

Formule de Stirling:
{ n! ~ n"e "\/2mn

Inn! ~ nlnn—n

Description quantique d’un systéme macroscopique (— tutorat 3)

Approximation continue: Z f(Ey) — f(E)p(E)dE
¢ Eo

vV o/2m\%?
Densité d’états en énergie & une particule libre: p(e) = = (712> gl/?
7r

3N/2
Densité d’états en énergie & N particules libres et indépendantes : p(F) = AV () E3N/21

Description classique d’un systéme macroscopique

Validité de la description classique: £ = () > =\
N 3mkT



2 Le systeme isolé a I'équilibre

2.1 Qu’est-ce que I’équilibre? (— tutorat 5)

_ 1
* Principe d’ergodicité: A = E PiAy = lim — | A(t)dt = (A)
T—00 T Jo
¢

2.2 L’entropie statistique (— tutorats 4-5)
M

x Définition: S = —k Z P, In P,

m=1
2.3 Le systéme isolé et ’ensemble microcanonique
* Pour un systéme isolé & ’équilibre, tous les microétats accessibles sont équiprobables:
si E<FE,<FE+F,

1
P, = Q(E,V,N,0E) .
0 sinon.

* Entropie microcanonique: S™(E,V,N) = kInQ(E,V,N) ~ klnp(E,V,N) ~ kln ®(E,V,N)
=—dE+ —dV - —dN
m * m m

*x Grandeurs thermodynamiques microcanoniques: d.S™

*x Fluctuations d’une variable interne y :

P = P e =1 (52)
y) ~ P(y)e 2497 avec =—= | 55 Y
(Ay)? k \0y? E,V,N

1

— 2 N —

*x Propriété: —
y VN
2.4 Sous-parties d’un systéme isolé (— tutorat /)

+ Equilibre thermique: Ty = Tg

o . bA _ PB
x Equilib é ===
quilibre mecanique TA TB

HA KB

+ Equilibre chimique: T, Tp



3 Les ensembles statistiques a I'équilibre

3.1

3.2

Systéme en équilibre avec un thermostat (— tutorats 6-7)
N . 1 _B A 1 _E
Distribution canonique: Py = - € FT ou en énergie: P(Ey) = 7 g(Ep) e *T
E, E,
Fonction de partition canonique: Z(T,V,N) = Z e T = Zg(Eg) e wf
l E,

[o¢]
Approximation continue: Z(T,V,N) = / p(E,V,N) e~ it dE
Eo

Energie libre: ' = —kT'In Z

) — F
Energie moyenne: E = _i InZ=F-T or
op T )y n

Fluctuations de I'énergie: (AE)? = kT*Cy

E-F oF
Entropie canonique: S¢ = =— ()
T aT )y n
Grandeurs thermodynamiques canoniques: dF = —S°dT — p°dV + u°dN
1 L
Limite classique: Z = o /g e~ AR5 Pi}) drj dpj (multiplier par % si particules indiscer-

nables)

Théoréme d’équipartition: dans un systéme classique & l'équilibre, un degré de liberté
quadratique et indépendant des autres apporte une contribution % a I’énergie moyenne

E.

Systéme en équilibre avec un réservoir de particules (— tutorats 10-11)
1
Distribution grand-canonique: Py = 0 ¢~ P(Ee—pNe)

Fonction de partition grand-canonique: Q(T,u,V) = Z e~ P(Ee—pNe)
l
Grand potentiel : J = —kT' InQ

Nombre moyen de particules: N = — <6J>
o)y
2

N
Fluctuations de N : (AN)? = kT XT

. 0 0J

Energie moyenne :

E—uN—J oJ
Entropie grand-canonique: S9¢ = e S
T aT) v
122
Grandeurs thermodynamiques grand-canoniques: dJ = —S9°dT — Ndu — p?°dV

Cas du fluide simple: J = —p9V et E + p9°V — T'S9¢ = uN



3.3 Systéme en équilibre a T et p fixés

3.4

*

*

1
Distribution (T-p): P, = —B(Ee+pVy)

Z°
Fonction de partition (T-p): Z(T,p,N Z e B(EetpVe)

Enthalpie libre: G = —kT'In Z

Volume moyen: V = <8G>
dp

Energie moyenne : E + pV = _8(?8 InZ

_ E+pV -G oG

_ T S A S —— N
Entropie (T-p): S T <8T)
Grandeurs thermodynamiques (T-p) : dG = —SPdT 4 Vdp + p'PdN

Cas du fluide simple: G(T,p,N) = NuP(T,p) et E — TS +pV = u'? N

Equivalence des ensembles a la limite thermodynamique

A la limite thermodynamique, on peut négliger les fluctuations et confondre les variables
internes avec leur moyenne. On montre alors que toutes les grandeurs thermodynamiques
définies dans les différents ensembles statistiques coincident.



4 Particules identiques en physique statistique

4.1

4.2

*

4.3

Systéme de particules identiques

Systéme de particules indépendantes et “discernables”

Fonction de partition canonique: Zgis. = 2~ ou z(T,V) = Ze_ﬁ‘” est la fonction de

A
partition individuelle.

N
Statistique de Boltzmann: 7y = — e 7%
z

Systéme de particules indépendantes et indiscernables

Fonction de partition grand-canonique : Qing = H ) ol q) = Z e Bm(En—i) gt 1a “grande
A LY
fonction de partition de I’état individuel” .
.. . L 1
Bosons : statistique de Bose-Einstein: ny = e
. .. CNe 1
Fermions: statistique de Fermi-Dirac n) = —————
eBlea—nm) + 1

Limite classique: ) < 1

N
= statistique de Maxwell-Boltzmann : 7y = e®# ¢ 7951 = = ¢=F2x
z
N
z
= Zind = NI



5 Gaz parfaits et gaz réels classiques

5.1 Le gaz parfait classique (— tutorats 3—4, 8-9)

Gaz parfait monoatomique (— tutorats 3/ )

*

. y . 1 vy
Fonction de partition canonique: Z = NI [(23 + 1))\3]
3

+ Energie moyenne: E = 3 NkT

E-F VN 3. [2mmkT\ 5
« Entropie: S = T = Nk [ln (N) + §ln <7er;> + 3 +In(2s + 1)
x Pression: pV = NET

* Potentiel chimi kT'1 Y
otentiel chimique: p = kT In | ————
qaue-# (2s+1)V

Gaz parfait diatomique (— tutorats 8-9)

1 vy
« Fonction de partition canonique: Z = NI [(25 + 1)>\3] 2N 2
1
x Vibration: zyj, = ——
2 sinh (’BTM)
0, > 1 hw
= capacité calorifique: Cyy, = Nk <v> — 5 g Ol 0, =—
T ) 4sinh (ﬁ) k
. T h? " .
x Rotation: zrot = o ou 6, = o7k = capacité calorifique: Ciot = Nk
T

5.2 Les gaz réels

1 (VY Nb N
* Fonction de partition canonique: Z = NI </\3> [(1 — ) 6’8(11‘\/]:|

N 2 3 % 2
ou b= -mndyeta=—-2m ru(r)dr.
3 do
2

. N
* Equation d’état de van der Waals: (p +a V2) (V — Nb) = NET

N = 3 N?

*x Energie moyenne: F = 3 NET —a va
8a a

Transiti ~liquide : point criti Ve =3Nb, kT, = — et po = —

« Transition gaz-liquide: point critique en V. V, ¢ = ooy Ot Pe = 5o
G
* Pression de vapeur saturante: psat(Vo — V) = / p(V)dV (régle de Maxwell)
|43

5.3 Le développement du viriel

o p N N\? N\?
P ===+ By(T) | — B3(T) | —
* Principe: .7 = 3 + By(T) (V) + B3(T) <V +

\ 7 . _ F B 20 e O
« A Dordre 2: By(T) 27r/0 (1 e )Tdr_b T



6 Quelques applications en chimie et en physico-chimie

6.1

*

6.2

6.3

Mélanges de gaz parfaits classiques

Enthalpie libre d’'un mélange idéal de deux gaz parfaits:

Nip\3 Nop)\3
G(T,p,N1,N2) = N1kT In <1p)\1> + NokT In <2p)\2>

Potentiel chimique: uy(T,p,N1,No) = pd(T,p) + kT Inp ou ¢ = Ni/N et pd(T,p) est le
potentiel chimique du gaz 1 seul.

. , AS
Entropie de mélange: = —klplne+ (1 —¢)In(l — ¢)]

n
Equilibre chimique en phase gazeuse : Z vi ii(Tp,{N;}) =0
i=1

n H i n . v;
. . ; duits 71 int i
Loi d’action de masses: Hc;-” = % =K(T)= H ( >
1
i=1 Hréactifs c’i =1

dinK AFE
Loi de Van’t Hoff: % = T2
Solutions diluées

N
Enthalpie libre: G(T,p,N,N") = Go(T,p,N) + Fap(T,Vo,N') + N'ueg (V’T>
0

Potentiel chimique du solvant: u(T.\p,p) = uo(T,p) — kT ou po(T,p) est le potentiel
chimique du solvant seul.

Potentiel chimique du soluté: 1/ (T,p,¢) = uo(T,p) + kT In @ out uf(T,p) contient les inter-
actions soluté—solvant.

Pression osmotique: II = ckT ou ¢ est la concentration en soluté.

L’adsorption (non traité en cours — tutorats 10-11)



7 Applications des statistiques quantiques

7.1 Gaz parfait de fermions (— tutorats 11-12)

n2 [ 6r2 N\
* Niveau de Fermi: pp =ep = ( il >

2m \2s+1V
2/3
. eF R? 672 N
* emperature de rermi o k‘ ka <23—|—1 V)
— 3 2 NkTp 2FE
« Propriétés a T = 0: B(T =0) = 2 NkTp et p(T =0)= ¢ VF =37
) S — 572 (T \? 3
« Développement de Sommerfeld: E = E(T =0) |14+ — ( — =—J
12 \Tp 2
2 T 2F 2 NkTw 572 (T \?
= Cy=8S=—Nk— e p=-—=2 1+ (=
v o VT, Y PTy Ts Ty T (TF>

7.2 Gaz parfait de bosons (— tutorat 13)
h2 < 1 4’ N>2/3

*x Température de Bose: T =

2mk \2.315 25 +1 V.
— V 3

T\ 3/2
x T < Tpg = condensation de Bose-Einstein: Ny = N (1 — <T> )
B

_ 3 T \*/? 2 F mo\3/2 .
_ 3o £ _2h m_ /2
= E =TS ~0.770 NKT (TB> et p=g o~ 1341(2s +1) (2%2) (kT)

7.3 Gaz de phonons: chaleur spécifique des solides (— tutorat 14)

0p\° 1 hw
x Modele d’Einstein: Cy = 3Nk <E) ————— oufg = e
4 sinh? (%) k

T
1274 TY\*
* Modeéle de Debye: Cy = ; Nk <9> pour T' < 0p =
D

hkmaxc
k

7.4 Gaz de photons: thermodynamique du rayonnement

1
ePe — 1
h w3
7263 ehw/kT _ |
. — 7wV
x Lol de Stefan-Boltzmann: F = R Ok
E  x% (kT)*

* Pression de radiation: p = 3V 45 (he)

« Statistique de Planck: n(e) =

* Loi de Planck: u(w,T) =

w

dF w2 kAt

* Puissance rayonnée par le corps noir: P = — = SoT* ol 0 = — ——
Y p p dt 60 h3c2

Ne)



8 Le ferromagnétisme, une introduction aux transitions de phase
8.1 Qu’est-ce que le ferromagnétisme?

N
* Hamiltonien de Heisenberg: H = — Z 1 - B-J Z R

J=1 (4,3) ppv
N

* Hamiltonien d’Ising: H = —Bz,uj -J Z il
Jj=1 (i.4) ppv

8.2 Le modéle d’Ising dans approximation de champ moyen

N
~ ~ v
* Approximation de champ moyen: H = —Beg Zuj ol Beg = B+ JM avec J = HJN
j=1
N B+ pJM
x Condition d’auto-cohérence: M = v ptanh ('M—ZTMJ>

J N T
« En champ nul: Tg = r k,u et Mo(T) = +—H /3 <1 - T>
C

* Sous champ extérieur :

T2 10)~ N (101 de Curie- Weiss)
>~ — —— = (101 de Lurie-vvelss
SRS =Y (T - Te)

N u?
T<Te)~———H

10



