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ÍBþ é Ð�ÊyÍBÎRÎRË�çJÍBÕ�Ò�Ë�ÊyÓ�Õ é ÙÛËbÉ�ÊqËbÎnî é Ë$Ì�ËbÊµÔbÍBÉ�ÿEÜBÓ�ÕyÐ�Ò�Ñ�ÍBÉ�Ê {ni}
Ò�Ë é
é ËbÊTù<Ó�Ë ∑

i
ni = N

Ë4Ò~Ísþ é Ë
ÊyÓ���Ø�Ë

BE
çJÍBÓ�Õ ö~ÍsÊyË�� è Ñ
É�Ê�Ò�ËbÑ�É�ÊqËbÕ�Ð��qÓ�ÊqÒyÑ�ÿEÚ�ç é Ó�Ê é ÍBÑ
É�ÌEÐ�É�Ê é Ë�ÔvÍBÓ�ÕqÊ Þ ø8ÍBÉ�ÉZËbÕ WBE({ni}) Þ

� ¹��
	bÎRËbÊù<Ó�ËbÊ�Ò�Ñ�ÍBÉ�ÊÊyÑTÍBÉgÊbÙÛÑ
É@Ò�ËvÕyÌ�Ñ|Ò&ÌZË_ÎRËvÒqÒ�ÕyË�ç é Ó�ÊÌuÙêÓZÉ�Ë_ç�ÐsÕqÒyÑ
ÔbÓ é Ë,çEÐsÕÚvÒ�Ð�Ò Þ�� Ó�Ë×�ÐsÓZÒ
WFD({ni}) �û Ì�Ñ
Ê�Ò�ÕqÑ
î�ÓZÒyÑ
ÍBÉ�ÌZË��Mä4ã����������¥ã��Pæ ý
¸Y¸�ë���¹��1ÍBÉ@Ò�ÕyËvÕ8ù<Ó�ËÊyÑ

ni << gi Ý é ËbÊ$ÊyÑ|Ò�ÓEÐ>Ò�Ñ
ÍsÉ�Ê������ üsýû Ì�Ë�Ò ��çJË&ö~ÍBÊyË�� è Ñ
ÉZÊqÒ�ËvÑ
É ý Ë4Ò!�����#" ý
û%$ ËvÕyÎRÑ&��ø�Ñ
Õ�Ð�Ô ý ÔvÍBÉ�Ì�Ó�Ñ�ÊyËvÉ<Ò�ÐsÓÏÎ'	bÎRË&ÕqÚbÊqÓ é Ò�Ð�Ò8çJÍBÓ�Õ

W ({ni}) Þ)( Ë é Ñ
ËvÕ�Ð�Ó�ÊyÊqÑ+ÌEÐ�É�Ê8ÔvË�Ô\Ð�Ê é ËÉ�ÍBÎ�î�ÕyË.Ì�ÙêÚ4ÒrÐ�ÒyÊGÍBîZÒyËbÉ<Ó�ÌEÐsÉ�Ê é Ð8ÊyÑ|Ò�ÓEÐ>Ò�Ñ
ÍsÉ�ÍBþ é ËbÊGç�ÐsÕqÒyÑ
ÔbÓ é ËbÊ+ÊyÍBÉ@Ò�Ñ�É�Ì�Ñ�ÊyÔbËvÕyÉEÐ�î é ËvÊ�ÐsÓnÉ�ÍsÎnî�ÕyË
ÌuÙÛÚvÒ�Ð�Ò�Ê$ÍBîZÒyËbÉ<Ó é ÍBÕyÊqù<Ó�Ë é ËvÊ�ç�ÐsÕqÒyÑ
ÔbÓ é ËbÊkÊqÍBÉ@Ò�Ì�Ñ
ÊqÔbËbÕqÉEÐsî é ËbÊ Þ
*!+:¿<Æ>À-,AÀB¿ ÷uÇ/.102, � ,aÅ43256,A»87A¿

9�É�Ë�ËbÉ�ÔvËbÑ�É<ÒyË�ÌZË1×sÍ é Ó�ÎRË
V
ÔvÍBÉ@Ò�Ñ
ËvÉ@Ò

N
çEÐsÕ�Ò�Ñ�ÔbÓ é ËbÊ�Ê�ÐsÉZÊ_Ñ�É<ÒyËbÕyÐsÔvÒyÑ
ÍBÉ ÎnÓZÒyÓ�Ë é�é Ë Þ;: ÍBÑ�Ò

n
é Ë_É�ÍBÎnîZÕyË�Ì�Ë�çEÐ�ÕqÒ�Ñ�ÔbÓ é ËbÊnÔvÍBÉ@Ò�ËvÉPÓZËbÊ�ÌEÐsÉ�Ê,ÓZÉ�Ë�çEÐsÕ�Ò�Ñ
Ë�Ì�Ë�×BÍ é Ó�ÎRË

v
Ì�Ë é ÙÛËbÉ�ÔvËbÑ�É<ÒyË Þ;< ËvÊçEÐsÕ�Ò�Ñ�ÔbÓ é ËbÊ)ÊyÍBÉ@Ò�ÊyÓ�çZç�ÍBÊqÚbËvÊ Î_Ñ�ÔbÕqÍBÊyÔvÍBç�Ñ
ù<Ó�ËvÎ_ËvÉ@Ò�ÌZÑ
ÊyÔvËbÕqÉEÐsî é ËbÊ Þ È�É Ú4Ò�Ó�ÌZÑ
ËgÓ�É�ËgÊyÑ�ÒyÓEÐ�ÒyÑ
ÍBÉÌuÙÛÚbù<Ó�Ñ é Ñ
îZÕyË)ç�ÍsÓ�Õ é Ðsù<Ó�Ë é�é Ë é Ðgç�ÕqÍBîEÐsîZÑ é Ñ|Ò�Ú�çJÍBÓ�ÕRÓ�É�Ë1çEÐsÕ�Ò�Ñ�ÔbÓ é Ë1ÌZÍBÉ�É�ÚvËÏÌuÙ=	vÒyÕyËÏÌ�ÐsÉ�Ê

v
ËbÊ�Ò

v/V ÞìZ¹ � Ó�Ë é
é Ë�ËbÊ�Ò é Ð�ç�ÕqÍBîEÐsî�Ñ é Ñ|Ò�Ú8Ì�Ù Ð\×BÍsÑ
Õ n çEÐsÕ�Ò�Ñ�ÔbÓ é ËbÊ.ÌuÙ >�Ñ�Ì�ËbÉ@ÒyÑ�Ò�Ú�?�ÌZÍBÉ�É�ÚvËÌ�ÐsÉ�Ê é Ë8×sÍ é ÓZÎ_Ë
v 
÷�¹�È�É)ÊbÙÛÑ
É@ÒyÚbÕyËvÊyÊqËÎ_ÐsÑ�É<ÒyËbÉEÐ�É<Ò�Ð�Ó�Ø@>A�'�Pæ4ãCBD�yà�EF�AE¥å ?�ù<Ó�Ñ:ÊyÍBÉ@Ò$Ó�ÉZÑ
ù<Ó�ËbÎRËbÉ@Ò�Ì�Ú4ÿEÉ�Ñ
Êkç�ÐsÕ é Ð

ÊyËvÓ é Ë$Ì�ÍsÉ�É�ÚbË$Ì�ÓRÉ�ÍBÎ�î�ÕyË
n
Ì�Ë$çEÐ�ÕqÒ�Ñ�ÔbÓ é ËbÊ�ç�ÕqÚbÊqËbÉ@Ò�ËvÊµÌEÐ�É�Ê

v ÞG� Ó�Ë é�é ËkËbÊ�Ò é Ð�ç�ÕqÍBîEÐsî�Ñ é Ñ|Ò�Ú f(n)Ì�Ó1Î�Ð�ÔbÕyÍD�§ÚvÒ�Ð�ÒkÔbÐsÕ�ÐsÔ4Ò�ÚvÕyÑ
ÊqÚ�çEÐsÕ
n 

��¹_í.Ð é ÔvÓ é ËvÕ é Ð1×�Ð é ËbÓ�Õ&Î_ÍH�BËvÉ�É�Ë
n̄
ËvÒ é ÙÛÚbÔ\Ð�ÕqÒ�Ò �PçJË

∆n
ÕqË é Ð>Ò�Ñ�ókï

n ÞJI ÍBÓZÕnÔbËvÊnÔ\Ð é ÔbÓ é Ê ÝÍBÉ ç�ÍsÓ�ÕyÕyÐ Ú4×BËbÉ@ÒyÓ�Ë é�é ËbÎRËbÉ@ÒÏçEÐsÕqÒyÑ
Õ�Ì�Ë é ÙÛË4Ø�ç�ÕqËbÊqÊyÑ
ÍsÉ Ì�Ë é Ð°ó]ÍBÉ�Ô4Ò�Ñ
ÍsÉ ÜsÚbÉ�ÚvÕ�Ð�ÒyÕyÑ
ÔvË
F (x) =

∑N

0
f(n) xn Þ

K ¹kø8ÍsÉ�É�ËbÕ é ÙêÐ é�é Ó�ÕqË~Ì�Ë
f(n)

é ÍsÕyÊyù<Ó�Ë
N → ∞ Þ@è É�ÊqÓ�ç�çJÍBÊ�ÐsÉ@Ò N � 1 Ý n � 1

ËvÒ
N � nËvÒ ËvÉ é ËbÊ ÐsÊyÊqÑ
ÎRÑ é ÐsÉ@Ò�ï�Ì�ËbÊT×�ÐsÕyÑ
Ðsî é ËbÊGÔvÍBÉ@Ò�Ñ
É<Ó�ËvÊ Ý ÎRÍBÉ@Ò�ÕyËvÕ�ù<Ó�Ë é Ð�Î_ÍH�BËvÉ�É�Ë n̄

ç�ÕqÚbÔbÚvÌ�ËbÎRÎRËbÉ@Ò

ü
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f(n)c2TUORLWeUl=SUVpM�Z\M�T�e�NPOReWORY8TsrtNAM�u'Tdo-]AO8e�e�Z\TUY8Y8Twv

f(n) = f(n̄) exp

(

− (n − n̄)2

2(∆n)2

)

.

x O8TU_\_bTdTpe�Ly_`]ze�ZboPY8Z&{hV^]DLCZbNAY|[8T
∆n }

~)��� NPY-LCM�TUMdjGO8T�_\NPM�e�jkORT v

V
→ 0 � ]HQATUV V → ∞ TpL N

V
=

VUe�LCTH��q
f(n)

c8M�TpY8[�_`]'rtNAM�u'T
[�l=O8Y8T�[8Z\e�LCM�Zbg8O�LCZbNAY�[8Ts�JNPZ\e�e�NAY�v

f(n) ' n̄n

n!
e−n̄ .

�)�'� Y�M�TUVpNPORQkM�T@ch]AMsSpQa]Ac2NPMC]aL�ZbNPY�e�NPO8e�Q�Z\[8T'O8Y8T'e�O8M�r�]AVUT@ch]AM�O8Y8T@VUNPO8V��RT�u'SpL�]a_b_bZ\jGO8T
[�l=SUch]aZbe�e�TUO8M�u@NH�PTpY8Y8Td[RT���]aL�NPu'TUe�[RT!u'SpL�]a_�����]A_bVpO8_bTpM�_\Tyc2NPO8M�VUTpYGLC]AoPTd[RT!_`]se�O8M�r�]AVUT!Tp�)TUV��
LCZ&QPTpu@TpYGLWM�TUVUNAORQPTpM�LCTsch]AM���q��Pq���q&�U�p�Uq4�H��]aLCNAu@TpeU�

�|�J�; k¡�¢J£�¤P 
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n! = nn e−n
√

2πn eεn

εn =
B1

1 · 2n − B2

3 · 4n3
+

B3

5 · 6n5
− B4

7 · 8n7
+ ...

]^QPTUVsc2NPO8M�_bTpeiY8NPuzg8M�TUe�[8Ts²�TpM�Y8NPOR_b_bZAv

Bn =
2n!

22n−1π2n

∞
∑

p=1

p−2n , B1 =
1

6
, B2 =

1

30
, ...

³ ]AY8e�_b]�c8MC]DLCZbjGO8T
n ! = nn e−n

√
2πn

[RNPY8Y8T�O8Y´M�SUe�OR_\L�]DL�µ�u@Z\TUO�¶
jGO8T
1 %

c8M�·Ue�[8·pe
jGO8T

n ≥ 10
TpL�NPY¸TUu'c8_\NPZbTy_bT�c8_\O8e�e�NPORQATUY-Lyc)NPORM

n
oAMC]AY8[�v

ln n! = n ln n − n
�

¹



º1»d¼¾½�¿PÀPÁ¸ÂpÃyÄyÁRÅ\ÆPÂpÇ�È�Å\ÃCÉ�Ê�ËbÌAÍ8Î8Â�Ï�ÂpÇ�ÁhÌaÇ�Î
½4Ð'¼�ÑUÅ\ÂUÁ8ÑpÂUÈWÎ8Â�Ë`Ì�ÒÓÌaÃ�ÅbÔpÇ�Â
Õ�ÍRÃCÀPÇ�ÌaÃCÈ�Î8ÂsÖ;×-¿kÈ�ÅbØGÍ8Â�¼kÃCÌaÃCÅ\È�ÃCÅ\ØGÍ8Â

ÙÛÚ|Ü4Ý�Þ/ß�Üáàãâåäçæ�è¾é�ê�Ü4ëíìÛî ë�Ü�ß�Ü�éïì¾Ú ð�ßsñóò¸ß�Þwôaßsê�Ü

õ Á@ÑpÀPÁ8È�Å\Î8ÔUÇ�Â�Í8Á�ö-ÌA÷�øhÌAÇ�ù�ÌAÅ\Ã;ÑpË`ÌAÈ�È�Å\ØkÍRÂ ÑUÀPÁ8È�ÃCÅ&ÃCÍ8É�Î8Â
N

øhÌAÇ�ÃCÅ\ÑUÍ8Ë\ÂUÈ/Å\Î8ÂUÁ-ÃCÅ\ØGÍ8ÂUÈ1Î8Â�ú@ÌAÈ�È�Â
m

ÎhÌAÁ8È�Í8Á´ÆAÀPËbÍ8ú'Â
V û õ Á�È�Â�ø8ËbÌAÑUÂzÎ8ÌAÁ8È�Ë�ü=ÂUÁRÈ�ÂUú�ý8ËbÂzú'ÅbÑpÇ�ÀkÑ^ÌAÁRÀPÁ8ÅbØGÍ8Â û ½;ü=ÉUÁ8ÂpÇ�öPÅ\Â�Î8Í�ö-ÌA÷

ÂUÈ�Ã'Á8ÀAÃCÉpÂ
E0 û/þ ÌAÁ8È�ÃCÀAÍRÃCÂ�ËbÌÿÈ�Í8Å&ÃCÂ��

Γ
Î8ÉpÈ�ÅböAÁ8Â�Ë�ü=ÂUÈ�øhÌAÑUÂ�Î8ÂpÈyøR×hÌAÈ�ÂpÈ Î8Â�ÑUÂ¾ö-ÌA÷�Â�Ã

dΓ
ÍRÁ

ÆPÀAËbÍ8ú'ÂÓÅ\Á��hÁ8Å&ÃCÉUÈ�Åbú@ÌAË�ÎhÌAÁ8È�ÑUÂpÃ|ÂUÈ�ø8ÌAÑUÂ�Î8ÂpÈ|ø8×hÌAÈ�ÂUÈ�Å û Â û dΓ =
∏N

i=1
dri dpi

À��
ri

Â�Ã
piÎ8ÉpÈ�ÅböAÁ8ÂUÁ-Ã�Ç�ÂUÈ�ø2ÂUÑ�ÃCÅ&ÆPÂUú'ÂUÁ-Ã�ËbÌ@ø2ÀPÈ�Å&ÃCÅ\ÀPÁ
Â�ÃdË%ü Å\ú@ø8ÍRËbÈ�Å\ÀPÁ�Î8ÂzËbÌ'ø8ÌAÇ�Ã�ÅbÑUÍRËbÂ

i
Î8ÂsÃCÂUË\ËbÂsÈ�ÀPÇ�ÃCÂ�ØkÍRÂ

ËbÂ��yÌAú'ÅbË\Ã�ÀPÁ8Å\ÂUÁ�ÎRÂsÑpÂ�öPÌA÷dÆaÌAÍRÃ	�

H(pi) =
N∑

i=1

p
2
i

2m
. 
���

½�Â|ý8ÍRÃ�ÎRÂ|ÑUÂ|Ã�ÍRÃCÀPÇ�ÌaÃzÂpÈ�Ã�ÎRÂ|ú@ÀAÁGÃ�Ç�ÂpÇ����ÿøhÌAÇ�Ã�ÅbÇsÎ8Â|ËbÌÓú@ÉpÑ^ÌAÁRÅbØGÍ8Â�ØGÍhÌaÁGÃ�ÅbØGÍ8Â��/ØGÍ8Â�Ë`Ì
Î8ÂpÁ8È�Å&ÃCÉ�Î�ü=ÉpÃ�ÌDÃCÈ1Î8Í�ö-ÌA÷iøhÌaÇ�ù�ÌAÅ&Ã;ÑUËbÌAÈ�È�ÅbØGÍ8Â�ÎhÌAÁ8È1Ë%ü ÂpÈ�øhÌAÑpÂiÎ8ÂUÈfø8×hÌaÈ�ÂUÈ

Γ
ÂpÈ�ÃfÑUÀAÁ8È�ÃCÌAÁ-ÃCÂ�ÂpÃ;ÆaÌAÍRÃ

1

N !

1

h3N û
��� þ ÌAÁRÈ�ÑpÂpÃ�Ã�ÂyØGÍ8ÂpÈ�Ã�ÅbÀPÁ��GÀPÁ'ÉpÃ�Í8Î8Å\ÂWÍRÁ8ÂyÈ�ÂUÍ8Ë\Âyø8ÌAÇ�Ã�ÅbÑUÍRËbÂiØGÍhÌAÁ-ÃCÅ\ØGÍ8ÂyÎ8ÌAÁ8ÈfÍ8Á8Â�ý)À��bÃCÂ�ÑpÍ8ý8ÅbØGÍ8Â
Î8Â�ÆAÀPËbÍRú@Â

V = L3 û õ Á6ÑpÀPÁ8È�Å\Î8ÔUÇ�Â|ÎhÌAÁRÈzÍ8Á6ø8Ç�ÂUú'ÅbÂpÇsÃ�ÂUú'ø8ÈzÎ8ÂpÈzÑUÀPÁRÎ8Å\Ã�ÅbÀPÁ8È�ÌAÍ���Ë\Åbú'Å\ÃCÂpÈ
ø2ÉUÇ�Å\À�ÎRÅbØGÍ8ÂUÈiÈ�Í8Ç�ËbÂ�ý2ÀPÇ�Î¾Î8Â�ËbÌ�ý2À��\ÃCÂ���ÑUÂ�ØGÍ8Å4È�Å\öPÁ8Å��8ÂdØGÍ8Â�ËbÌ�ùtÀPÁ8Ñ�ÃCÅbÀAÁ¸Îmü ÀPÁRÎ8Â

ψ
ÆPÉUÇ�Å��hÂ��

ψ(x + L,y,z) = ψ(x,y,z), ψ(x,y + L,z) = ψ(x,y,z), ψ(x,y,z + L) = ψ(x,y,z) , 
���
Ë`Ì'Î8ÅbÈ�ÑUÍ8È�È�Å\ÀPÁ´È�Í8ÇyËbÂ�Ñ�×8ÀPÅ��
Î8Â�ÑUÂUÈ!ÑUÀPÁ8ÎRÅ\ÃCÅ\ÀPÁ8È!ÌAÍ��
ËbÅ\ú@Å&ÃCÂUÈ�Â�ÃdË`Ì'ÑUÀPú'øhÌAÇ�ÌAÅbÈ�ÀPÁÓø8ÌAÇ!Ç�ÌAø8ø2ÀPÇ�Ã
��Î8ÂUÈWÑUÀAÁ8Î8Å\Ã�ÅbÀPÁRÈiÌAÍ��¾Ë\Åbú'Å\Ã�ÂUÈ�Ç�ÅböPÅ\Î8ÂUÈ�ÉpÃ�ÌaÁGÃWË%ü ÀPý ��ÂpÃ�Î8Â�Ë`Ì�ØGÍ8ÂpÈ�ÃCÅ\ÀPÁ"! �$# û����%&��' ÌAø8ø2ÂUË\ÂUÇWø)ÀPÍRÇ�ØGÍ8ÀPÅ�ËbÂpÈ!ÉpÃCÌaÃCÈyÎ�ü=ÉUÁ8ÂpÇ�öPÅ\Â�Î8ÂzÑpÂpÃ�ÃCÂ�ø8ÌAÇ�Ã�ÅbÑUÍRËbÂsÈ�ÀPÁ-ÃdÎRÉUÑUÇ�Å\Ã�ÈdøhÌAÇ�ÃCÇ�ÀPÅbÈ
ÂUÁ-Ã�ÅbÂUÇ�È

nx
�
ny

ÂpÃ
nz û õ Á�ÅbÁRÎ8ÅbØGÍ8ÂpÇCÌiÂUÁsøhÌAÇ�ÃCÅbÑpÍ8ËbÅ\ÂUÇ)Ë`Ì�ùtÀPÁ8Ñ�ÃCÅbÀAÁ�Î�ü ÀAÁ8Î8Â�� Ë%ü ÉpÁ8ÂUÇ�öPÅbÂ

E(nx,ny,nz)ÂpÃdË�ü=Åbú'ø8Í8ËbÈ�ÅbÀPÁ
(pnx

,pny
,pnz

)
ÑpÀPÇ�Ç�ÂUÈ�ø2ÀPÁ8Î8ÌAÁ-ÃCÂUÈ û º;Á´Î8ÉUÎ8ÍRÅbÇ�Â�ØGÍ8Â�ËbÂpÈ

(pnx
,pny

,pnz
)

ùtÀPÇ�ú'ÂUÁ-Ã
Í8Á¸Ç�ÉpÈ�Â^ÌaÍ
ÑpÍ8ý8ÅbØGÍ8ÂsÎ8Â�ú@ÌAÅbË\ËbÂWÉUËbÉpú@ÂpÁ-Ã�ÌAÅ\Ç�Â�Ì^¿-ÌaÁGÃyÍ8Á¾ÆPÀPË\Í8ú'Â h3

V
û����()� º+*)ÂUÑ�ÃCÍ8ÂpÇfÍRÁ8Â�ÌAø8ø8Ë\ÅbÑUÌaÃCÅ\ÀPÁ�ÁGÍ8ú'ÉUÇ�ÅbØGÍ8Âiø2ÀPÍ8Ç/ÎRÉpÃCÂpÇ�ú'ÅbÁ8ÂpÇwÈ�Å8Ë`ÌyÃCÌAÅbË\ËbÂfÎ8ÂiÑUÂ�Ã�Ã�Âiú�ÌAÅ\ËbË\Â

ÉUË\ÉUú'ÂUÁ-Ã�ÌaÅbÇ�Â'ÂUÈ�Ã-, öPÇCÌAÁRÎ8Â/.'ÀPÍ0,#ø2ÂpÃCÅ&ÃCÂ û . þ ÌAÁ8ÈzËbÌ¸È�Í8Å\Ã�Â���ÀPÁÛÆaÌ
ÂpÁ6ø8ËbÍRÈ�ÑUÀAÁ8È�Å\Î8ÉUÇ�ÂUÇ�ø2ÀPÍ8Ç�Ë`Ì
ø8×-¿kÈ�Å\ØkÍRÂ'È�Ã�ÌaÃ�ÅbÈ�ÃCÅbØGÍ8Â�Ë`Ì�Ë\Åbú'Å\ÃCÂ�Ã�×8ÂUÇ�ú@ÀkÎR¿kÁhÌAú'ÅbØGÍ8Â

N → ∞
�
V → ∞

�
N/V

����É û º;È�Ã21 Å\Ë
ËbÉpöPÅ\Ã�Åbú'ÂzÎ8Â@øhÌAÈ�È�ÂUÇ3�
Ë`Ì¾ËbÅ\ú@Å&ÃCÂzÑpÀPÁ-ÃCÅ\ÁkÍRÂ 4¸Ò¸ÀPÁ-ÃCÇ�ÂpÇzÌAË\ÀPÇ�È�ØGÍ8Â@Ë`Ì¾Î8ÂUÁ8È�Å\Ã�É�Î�ü=ÉpÃCÌaÃCÈ�ø8Ç�ÀPøRÇ�ÂUÈ
D(p)

ÎRÉ5�hÁ8Å\Â�øhÌAÇ��
D(p) dp =

»yÀPú�ý8Ç�Â�Î�ü=ÉpÃCÌaÃCÈ�ø8Ç�ÀPø8Ç�ÂUÈ�Î�ü=Åbú'ø8Í8ËbÈ�ÅbÀPÁ
p
�
dp

øRÇ�ÔUÈ
, 
 Ð 

ÆaÌAÍRÃ	�
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1

h3 dr dp
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���Z6(��+.>@#&�9�R6(���(�O�&6 1 �c�<;[�R+K>c+K��'*%�#�69)�BC�D� �%�-*�D7Z�R�=�=-�%�7
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∂M

∂B
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T Î
Ï Ç=É(Ã&ÄDÌ9Å&ÆVÃ�Å�É�Æ(Í&É(Ä�ÂQÌ<ÁRÌ(É
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(∆M)2 = M2 − M
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Å�ÈÞÝwÙ*È�Ã&Ì(Ç=Ù*È

×DÅ�Â=Á¬Ì9Å�Õ.ËXÍ�Æ9Á�Ì9Ä�Æ?Å
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Î
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Â�Ç=¾�Æ?ÅË@Ù�Ä�ÆVÙ*¾DÌ9Å&È�Ç=ÆVÄ�ÈDÅWÌ(Æ9Á�È�É�ÝwÙ*Æ(ÕKÁRÌ(Ç=Ù*È¦Á�×DÇ�Á�¾[Á�Ì9Ç=ÊYÄ�ÅÆ?Í&÷�Å�Æ(É?Ç=¾�Â�Å«½wÅ&ÌZ×�Ù*È�ÃWÛbÅ�Èsø
Ì(Æ(Ù*ËDÇ=Å�Ã�Ù*È�É�Ì<Á�È3Ì(Å0¿

Î
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(
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r � t³qw�x�v,z�|��!q%w�����x � t³q�©¨��x�tXt�xVtXx�sg£+s�w!¥�v)x1q�|�w�|1z���|�zeq%��| �mEx
oipy9r�r�x��VtXx�s$x�«�z���x�s�s�uXy9r�s}�x
c � ,p x�w c � ,o �¹n
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x � 1
o*x�w�~eq%s�s�x�s�m

x � 1
o6w�x�v,z�|��!q%w�����x�s �mI�!oipVq�r�s<n�x�s)}�x���«ª��|�¤9u�v)x�s��»x�r¼}]|�}���u���x_t�x�s�x�«�z���x�s�s�uXy�r�s)}]x

c ��� ½�¾I�X¿ �7n�q�zeq�n�u�w�|_n
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c � ,p � c � ,o � c ��� �'�A�'�f�����E� x�w c ��� ½�¾d�X¿ x�r�Iy�r�n�w�uXy9r�}�x<t³q_w!x�v)z{|���q%w!����x��°q
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z �'�A���f�g�!�I� x�r1�Iy9r�n�w�uXy9r}�x
T
x�w�}�x

θ ���A�!�Ë �$Ì y9�aÍ�y9�]��s � ¡eq��]w�x7w!x�v)z{|���q%w!����x��
z{y9����tXx�s�}]x���«-v,y9t�|�n��]tXx�s�n�y9r�s�uX}�|���|�x�s��À©¨��x�tXt�x7��x�t³q%w�uXy9r£�qa�Awg�¢u�tÊx�r�w!��x
z ���A�'�f�g�!�I� x�w�tXx1z���y+}���u'w z

�I�Î¿AÏ�Ï�'�A� z �g�!�I� w�x�t/©+����u�t/s�x��!q%u�w�y9~�w!x�r¨�µq
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à�á�Û�ÜIâ]ã ÜIá{äæåÊçÅåÊÜEá+Ø�è�é¹ê+äÊÙ
ë(ì;í�î9ì]ï�ðXñ]ò�ó�ôðXí�ð�õXö�÷,î9õXø�í�ù�õ�ô$ñ�ôVñ�ð�î
ú�û+ü9ò�ì�ô-ë

2

ô�ý¸î9ì;ì]ø�ü9õ�ðXü9ô$õ�þÁðXì�ÿeù�ô�ì]í�ôVñ]ô�ï*ñ]ô�ü9ó�ø�ï¸ñ�ô
õXð���ô�ó�ý�ø�ì¨ù�í�õ�ø
ö�ð�ó�ô�ï����:ì�ó�ô���ó�ô�ìeö%ì¨ý�õ�ô�ï�ì�î�ý!ö%ý!ð�î9ì�ï(ô�ý�õXô�ï	��û
�{î�ý���ò�ï�ô�ï1ñ�ùµý!ù�ý!î9ó�ö%ý	��ó�ø�í�ø�ñ�ô�ì�ý��
î9ì_ø�í�ó�ð'ý�ö�õXî�ó�ï*õXö�Iî9ì�í�ý!ð�î9ì_ñ�ô	�eö�ógý!ð'ý!ðXî�ì¶÷,î9ì�î9÷,î9õXø�í�ù�õXö�ðXó�ô$ï�ô�õ�î9ì

z = z ��������� · z ������� · z ���� · z �"!�� �
# �%$ á{ä�ãÀÚaÜ�&»ç�ã ÜIá�äRå°Ù�à�ãÀÙ¨Ú('�Ù+à<å*) Ù�Ø°Û�ÜdãÀâ]ã ÜIá{ä,+
-EÙ+Û�ãÀÚ á{äÊÜ/.�ç°Ù

0 ö2143Rõ�þ�ö�ð�ñ�ô:ñ�ô�ïÊñ�î9ì]ì�ø�ô�ï5Iî9ù�ó�ì�ðXô�ï°ô�ì�ö%ì�ì�ô�ú�ô6�aí�ö�õXí�ù�õXô�ó
z ������� �{î9ù�ó°õ8þ ö%ý�î9÷,ô:ñ�þ�î
ú+û+ü9ò�ì]ôô�ìÅï�ôZõXð�÷)ð'ý±ö�ì�ý87�õ³öµí�î9ì:9�ü9ù�ó!öaý!ðXî�ì¼ø�õXô�í�ý!ó�î9ì�ð�;¨ù�ô<Iî9ì�ñeö%÷)ô�ì¨ý!ö�õXô6�*=*î9÷,÷)ô�ì¨ý)ï�ô

ï�ðX÷>��õXð"9eô�õ�þÁô�ú?��ó�ô�ï�ï�ðXî9ì@��ó�î2��î�ï�ø�ô	�{î9ù�ó*ñ�ô�ï¸ý�ô�÷>��ø�ó!ö%ý�ù�ó�ô�ïWðXì:Iø�ó�ðXô�ù�ó�ô�ïA78BDC2CDCFE@G
0 �H1<I<J�÷,ô�ïK;+ù]ô�ï�ý�ðXî9ì]ïK�{î9ù�óWõXö�÷)î9õ�ø�í�ù�õXô(ñ]ô�ñ]ðXî
ú+û�ü�ò�ì�ô6�

L �%$ âH-EÛ�ç5-6åÊÙM-Eâ�Û9á{ä/à�ãÀâeä�ãÀÙ�åÊÙM-N)O+
.�çÊÜ/-EÜ�&ÊÚ ÙiåÊÙÆå/ÜEà
à�á�Û�ÜIâ]ã ÜIá{äæåÊç å/ÜIá�Ø�è�é¹ê�ä°Ù
0 ö21<I�î9ì�ý!ó�ô�óF;¨ù�ô;õ�ôP�{î�ý!ô�ì�ý!ðXô�õ6íQ�]ðX÷,ð�;¨ù�ô

µ
ñ�þÁù�ì�ôR�{î2��ù]õ³ö%ý�ðXî9ì�ñ�ô

N
�eö�ógý!ðXí�ù�õXô�ï1ñ]ô

Iî�ì�í�ý�ðXî9ìiñ�ôS�eö�ógý!ð'ý!ðXî�ì
z
ï�þ�ø�í�ó�ð'ý�T

µ = −kT ln(z/N) .

0 �H1@U:í�ó�ðXó�ô"õXö,í�î9ì�ñ�ð'ý!ðXî�ìZñ�ô1õ�þÁô�ú�ðXïgý!ô�ì�í�ô�ñ]ô"õ�þÁø�;¨ù�ð�õXð���ó�ô(ý���ô�ó�÷)î+ñ]û+ìeö�÷,ð�;¨ù�ô�ô�ì�ý�ô�ó�÷)ô
ñ]ô��{î�ý!ô�ì�ý!ðXô�õ�íQ��ð�÷)ð�;+ù]ôD�

0 íV1<I�î9ì�ý!ó�ô�óW;¨ù�ô-õXö<í�î9ì�ïgý±ö�ì�ý!ô-ñ�ô-õ8þ�ø�;+ù]ðXõXð���ó�ôVñ�ô-ñ�ðXï�ï�î+í�ð³öaý!ðXî�ì

Kp(T ) =
(P X /P �"��Y )2

P X
2
/P ���ZY

ï�þ�ø�í�ó�ð�ý�T

Kp(T ) =

(

kT

V P �"��Y
)

[z ��������� ( ë )z ������� ( ë )]2

z ��������� ( ë 2)z ��!�� ( ë 2)z �[�� ( ë 2)z ������� ( ë 2)
exp(−∆e0/kT ) .

\ ø�ó�ð�9eô�óK;¨ù�þÁô�õ�õXô�ì�ô-ñ�ø���ô�ì�ñ]�]ðXô�ì@;¨ù�ô�ñ�ô-õ³ö"ý�ô�÷>��ø�ó!ö%ý�ù�ó�ô6�
0 ñH1@�:ìRù]ý!ð�õXð�ï!ö�ì�ý�õ�ô�ï�ñ�î9ì]ì�ø�ô�ï)ì¨ù�÷,ø�ó�ð�;¨ù�ô�ï^Iî9ù]ó�ì�ð�ô�ï�ô�ì¼ö�ì�ì]ô�ú�ôZô�ý<õ�þÁô�ì�ï�ô�÷F�]õXô_ñ�ô�ï

ó�ø�ï�ù�õ�ý!ö%ý!ï-ø�ý!öD��õ�ðXï�í�ðO_¢ñ�ô�ï�ï�ù�ï1ô�ý1ö�ù�ý�ù]ý!î�ó!ö%ýS��ó�ø�í�ø�ñ�ô�ì¨ý��/ñ]î9ì�ì�ô�`)õ8þ�ô5ú:�]ó�ô�ï�ï�ð�î9ì�ì¨ù?_
÷,ø�ó�ð�;¨ù�ô�ñ]ô�õ³ö¶í�î9ì�ïgý±ö�ì�ý!ô"ñ�ô�õ�þÁø�;¨ù�ð�õXð��]ó�ô-ñ�ô�ñ�ð�ï�ï�î�í�ð³ö%ý�ðXî9ìZñ�ùÈñ�ðXî
ú+û+ü9ò�ì]ô�ü�öD`�ô�ù�ú
ô�ì�î
ú+û+ü9ò�ì�ô�÷,î9ì�î�ö%ý�î9÷,ð�;¨ù�ôD�

a �%$ áb'dcÊâ�Ú âeÜ8à�á�ä¼Ù�ä{ãÀÚ ÙZãfeg+¨á{ÚaÜIÙ�Ù�ã,Ù�Ø�ch+¨Ú%ÜIÙ+ä/Û9Ù
�»ú?��ø�ó�ð�÷)ô�ì¨ý!ö�õXô�÷)ô�ì�ýV��î9ìi÷,ô�ï�ù�ó�ôiT

T
0 Ej1 # C2C2C L C2C2C a C2C2C klC2CDC

log K0
T −19.44 −6.27 −1.85 0.38

m þ�ö�ìeö�õ'û�ï�ônEö�ð'ý!ôn7�õ�þ�ö�ð�ñ�ôZñ]ô�ï;î9ù�ý!ðXõ�ï)ñ]ô�õ³öµý���ô�ó�÷,î�ñ�û�ì�ö�÷)ð�;¨ù�ô�ïgý±ö%ý�ðXï�ý�ð�;¨ù�ô�ô�ý_ñ]ôÆõ³ö
÷,ø�í�ö�ì�ð�;¨ù�ôo;¨ùeö�ì�ý�ð�;¨ù�ôp�{ô�ó�÷)ô�ý[_Aô�õXõ�ô¸ñ�ô�ó�ô�ì�ñ�ó�ô�í�î�÷P�]ý�ôñ]ô�ï�í�î9ì�ïgý±ö%ý!ö%ý!ð�î9ì�ïjô�ú?�{ø�ó�ðX÷,ô�ì?_
ý!ö�õXô�ï2G
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V
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T
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Ns = N − Ng
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c = exp[β(ε1 − ε2)] ¢ P1(T ) = P0 exp[−β

(

ε2 + µ0(T )
)

]
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x =
P/P1(T )
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τ =
cx

(1 − x + cx)(1 − x)
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ÎJÏ~ÐrÑ�Ò
Ó
c � 1 Ô5Õ.Ö�× Ñ�Ò2Ó&ØwÙ Ö�Õ¨ÚÛÖ6Õ.Õ Ò
Ó%Ù�Ó&Ù<Ü2Ó&Ý<Þ%Ù�ßJà(Ý<ÙNÞ%Ò2Ó Õ>Özá5â Ò
Ó%Ù9ã�äså�Ò2Ù ÕÕ Ù4Ù<Þ�à Õ.Ö Þ&æ â ß
æ á
ç

×�Ö à(æ.Ñ0ßAè2Ò�é × Ñ�Ò
è2Ù�ê*Ñ�Ø2Þ&Ù<Ó�ë�Ý�è Ö ß
Þ Õ>Ö9× Ñ�Ò2Ó&ØwÙ*ÜwÑ0Ò2Ó Õ Ù<Þ ì Ö æ.Ø Õ Ù<ÞEë Ö6Õ Ù<Ò
Ó%Þ\è
Ù P/P1 í@îgï Ü Õ æ.ðMÒ2Ù<ÓðMÒ Ö0Õ æà Ö à(æë0Ù<ñ9Ù<ßJà × Ù × Ñ�ñ9ÜwÑ�Ó�à(Ù�ñ�Ù�ßMàEè Ö ß2Þ × Ù ×�Ö Þ<äò Ù�ñ Ö Ó%ðMÒ2Ù ó8ô^Ù<ÞGæ.Þ&Ñ0à(õ2Ù�Ó%ñ9Ù<ÞGè Ú�Ö è2Þ%Ñ0Ó%Ü
à%æ.Ñ�ßmö\ä î ä�÷�ä8Þ%Ñ�ßJà*Þ%Ñ�Ò;ë�Ù<ßJà�Ò;à(æ Õ æ.Þ&Ý<Ù<Þ�Ù�ßQÜ2õJøKÞ%æ × Ñ ç× õ2æñ�æÙ�ÜwÑ�Ò
ÓGñ9Ù<Þ&Ò2Ó%Ù�Ó Õ.Ö Þ%Ò2Ó�ì Ö0× Ù9Ù�ùwÙ × à(æë0Ù�è Ú Ò2ßmÞ%Ñ Õ æ.è2Ù@è2æ|ëKæ.Þ%Ý�úuÜ Ö Ó4Ù ï Ù<ñ9Ü Õ Ù9Ò
ß2Ù�ÜsÑ�Ò2è
Ó%Ù¼ÏÜ Ö Ó Õ¨ÚÛÖ è2Þ%Ñ�Ó&Ü
à(æÑ�ß�è Ú Ò2ß âJÖ0û Þ%Ò2Ó × Ù�à%à%Ù4Þ%Ò2Ó�ì Ö0× Ù6ä

ü\ý^þMÿ�������þ����
	��2ÿ�������������������mþ��8þ�	��� "!��
ô^Ù<ÞNÝ Õ Ù × à(Ó&Ñ�ß2Þ*ÜwÑ�Þ&Þ$#�è2Ù<ßJà�Ò2ßQñ�Ñ�ñ9Ù<ßJàGñ Ö0â ß2Ý�à(æ.ðMÒ2Ù ~µB Ô ðMÒ Ö ßJà(æ á Ý�è Ö ß2Þ Õ.Ö è
æ.Ó%Ù × à%æ.Ñ�ß ẑÞ%Ù Õ Ñ�ß ~µB = ±µB ẑ

Ñ&%
µB

Ù�Þ&à Õ Ù®ñ Ö0â ß
Ý�à(Ñ0ß�è2Ù=ö,Ñ�õ2Ó�ä î ß9Ü
Ó%Ý<Þ&Ù<ß × Ù è Ú Ò2ß × õ Ö ñ9Ü@ñ Ö6â ß2Ý�à%æ.ðMÒ2Ù
~B = Bẑ Ô¦Õ Ù<ÞSÝ Õ Ù × à(Ó&Ñ�ß2Þ Ö0× ðMÒ2æ'#<Ó%Ù�ßJà�Ò2ß2Ù�Ý�ß2Ù<Ó â æ.Ù�ñ Ö0â ß2Ý�à%æ.ðMÒ2Ù ∓µBB × Ñ�Ó&Ó%Ù�Þ%ÜsÑ�ß2è Ö ßJà Ö Òñ9Ñ�ñ�Ù�ßJà Ö0Õ æ â ß2ÝAÜ Ö Ó Ö0ÕÕ # Õ Ù<ñ9Ù<ßJà�Ñ0Ò Ö ßMà%æ ç Ü Ö Ó Ö6Õ.Õ # Õ Ù�ñ�Ù�ßMà Ö Ò × õ Ö ñ9Ü�ä)( ß²Ý Õ Ù × à(Ó&Ñ�ß ÜsÑ�Þ&Þ$#<è
Ùè2Ñ�ß × Ò
ß2Ù4Ý<ß2Ù�Ó â æÙ4à%Ñ0à Ö6Õ ÙWó

E = ε ∓ µBB ,
ú+*�Ï

Ñ&%
ε
è2Ý<Þ&æ â ß2Ù4Þ&Ñ�ß�Ý�ß2Ù<Ó â æ.Ù × æ.ß2Ý�à(æ.ðMÒ2Ù6ä
, Ö ß2Þ Õ�Ú�Ö Ü2Ü2Ó&Ñ ï æñ Ö à%æ.Ñ�ß�è
Ù<ÞgÝ Õ Ù × à(Ó&Ñ�ß2Þ Õ æ.Ø
Ó%Ù<Þ Ô Ù�àgÙ<ß Ö Ø
Þ%Ù<ß × Ù,è
Ù × õ Ö ñ9Ü ÔaÕ>Ö è2Ù<ß
Þ%æà%Ý,è Ú Ý�à Ö à(ÞÙ<ß�Ý�ß2Ù<Ó â æ.Ù Þ Ú Ý × Ó%æà g(ε) = α ε1/2

ä.-,õ Ö ðMÒ2Ù�Ý�à Ö à,è2Ù\à(Ó Ö ß2Þ Õ>Ö à%æ.Ñ�ß9Ù<Þ�à~è2Ñ�Ò2Ø Õ Ù<ñ9Ù<ßJà,è2Ý â Ý�ß2Ý<Ó&Ý�Ù�à
× Ñ0ßMà%æ.Ù�ßMà Õ Ù�Þ/**Ý�à Ö à%Þ,ðMÒ Ö ßJà(æðMÒ2Ù<Þ4ú ±µB ẑ

Ï�ä;ô8Ù�Þ,Ý Õ Ù × à(Ó&Ñ�ß2Þ®Ñ�ØsÝ<æÞ%Þ&Ù<ßJà Ö Ò�Ü2Ó%æß × æÜwÙ=è Ú Ù ï ×<Õ Ò2Þ%æÑ�ßè2ÙGÐ Ö Ò Õ æ�Ù�à=Þ%Ò2æ|ë�Ù<ßJà è2Ñ�ß ×4Õ.Ö Þ&à Ö à(æ.Þ�à(æðKÒ
Ù�è2Ù10 Ù�Ó%ñ9æ ç , æ.Ó Ö0× ä
ã�Ï320Ò2Þ�à(æ á Ù<Ó�ðMÒ2Ù Õ�Ú Ý<ß2Ù�Ó â æÙ®à(Ñ0à Ö0Õ Ù®è Ú Ò2ß9Þ&øKÞ�à4#<ñ9Ù=è2Ù N

Ý Õ Ù × à%Ó%Ñ�ß2Þ65 T = 0
ß Ú Ù�Þ&àªÜ Ö Þ�ßMÒ ÕÕ Ù0ä, Ý á ß2æ.Ó Õ¨Ú Ý�ß2Ù<Ó â æ.ÙEè2Ù705Ù<Ó&ñ�æ εF

Ù�à,Ù ï Ü
Ó%æ.ñ9Ù<Ó α(N,εF )
ä î Þ&à%æ.ñ9Ù<Ó × Ù�à%à(Ù=Ý<ß
Ù<Ó â æ.ÙEÜwÑ0Ò2Ó�Ò2ß�ñ9Ý�à Ö0ÕÖ0Õ×�Ö0Õ æ.ß�ä

*�Ï î ß�Ü2Ó%Ý�Þ%Ù<ß × Ù�è2Ò × õ Ö ñ9Ü B Õ.Ö è2Ý â Ý<ß
Ý<Ó%Ù�Þ × Ù<ß × Ù�Ù<ßJà(Ó&Ù ±µB ẑ
Ù<Þ�à Õ Ù�ë�Ý�Ù0äK÷rÓ Ö0× Ù�Ó Ö0Õ Ñ�Ó%Þ Õ>Öè2Ù�ß2Þ%æ|à(Ý4è Ú Ý�à Ö à(Þ g±(E)

ÜwÑ0Ò2Ó Õ Ù�Þ=Ý Õ Ù × à(Ó&Ñ�ß2Þ Ö ë�Ù × Þ&Ü2æ.ß�Ü Ö Ó Ö0Õ.Õ # Õ Ù\Ù�à Ö ßJà%æ.Ü Ö Ó Ö0Õ.Õ # Õ Ù Ö Ò × õ Ö ñ9Ü�ä
ÎJÏ�8�à%Ù<ñ9ÜwÝ�Ó Ö à%Ò2Ó%Ù�ßMÒ ÕÕ Ù Ô è
Ñ�ß2ß2Ù�Ó Õ Ù<Þ8Ù ï Ü2Ó&Ù<Þ%Þ&æ.Ñ�ß
Þgè2Ù�Þrß2Ñ0ñzØ2Ó%Ù�Þ N+

Ù�à
N−

è Ú Ý Õ Ù × à%Ó%Ñ�ß
Þrè2ÙÞ%Ü
æ.ßSÜ Ö Ó Ö0ÕÕ # Õ Ù~Ù�à Ö ßJà(æ.Ü Ö Ó Ö0ÕÕ # Õ ÙGúcÑ0ß�ìuÙ<Ó Ö Ò2ß2Ù Ö Ü2Ü2Ó&Ñ ï æñ Ö à%æ.Ñ�ß@Ò
à%æ Õ æ.Þ Ö ßMà Õ.Ö ë Ö0Õ Ù�Ò2ÓªßKÒ
ñ�Ý�Ó%æ.ðMÒ2Ù
µBB/kB ∼ 1 9 Ï£ä

: Ï ÷DÓ%Ñ�Ò;ë�Ù<Ó�Ò
ß2Ù�Ù ï Ü2Ó&Ù<Þ%Þ&æ.Ñ�ß Ö Ü2Ü
Ó%Ñ ï æ.ñ Ö à(æ|ë�ÙNè
Ò±ñ�Ñ�ñ9Ù<ßJà\ñ Ö0â ß2Ý�à%æ.ðMÒ2Ù M
Ù�à�è2Ù Õ>Ö Þ&Ò2Þ ç

× Ù�Ü
à(æØ2æ Õ æà%Ý χ
è2Ù<Þ@Ý Õ Ù × à(Ó%Ñ0ß2Þ;5 T = 0

ä3-,Ñ�ñ9Ü Ö Ó&Ù<Ó Ö Ò�Ó&Ý<Þ%Ò Õ à Ö à χ = Nµ2
B/kBT

Ñ�Ø
à%Ù<ßMÒ<5
õ Ö Ò;à(Ù�à%Ù<ñ9ÜwÝ�Ó Ö à%Ò2Ó%Ù9ÜsÑ�Ò2ÓGÒ2ßQÙ�ß2Þ%Ù�ñzØ Õ Ù�è2Ù�ñ9Ñ�ñ9Ù<ßJà(Þ4ñ Ö0â ß2Ý�à(æðKÒ
Ù<ÞGæ.ß2è2Ý�ÜwÙ�ß2è Ö ßJà%Þ<ä îgï Ü Õ æ çðMÒ2Ù<ÓEðMÒ Ö0Õ æà Ö à(æ|ë�Ù<ñ9Ù<ßJà Õ.Ö è2æùwÝ<Ó&Ù<ß × ÙGÙ�ßJà(Ó%Ù Õ Ù<ÞEè2Ù<Ò ï Ù ï Ü2Ó%Ù�Þ%Þ&æ.Ñ�ß2Þ�ä

=�Ï ò Ù<Ü
Ó%Ù<ß
è2Ó%Ù Õ Ù<Þ¦è2Ù<Ò ï ðMÒ2Ù<Þ�à(æÑ�ß2Þ®Ü2Ó&Ý × Ý<è2Ù�ßMà%Ù<Þ Õ Ñ0Ó%Þ%ðMÒ2Ù Õ>Ö à(Ù�ñ�ÜsÝ<Ó Ö à(Ò2Ó&Ù\è2Ò�Þ&øKÞ&à$#<ñ9Ù�Ù<Þ&àß2Ñ�ß�ßMÒ Õ.Õ Ù Ô ñ Ö æÞ®ì Ö æ.Ø Õ Ù\Ü Ö ÓEÓ Ö Ü2ÜsÑ�Ó�à75 εF /kB
ä
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I =
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ÙdÕ+ÑµÔ8Ù åò Í�ó^ËzÌhÔ ÚgÚbÔzÔ8Ù�Ñ[ÚÛÍlÜ�Ò�ÎhÝIÑµÕbÒ�ÎÐÑµôhÔ ×dÓ1Ò$Ï$ã$ÎhÍ�ÓeÕbâ�ÌhÔ ò æ.Ò�ÑdÔ8Î�ÑµÕbÔ8Ú{ÑdôhÔ8×HÓeÒ/Ï\ã/Î�Í�Ó1Õgâ�ÌhÔ"ó¦Í�Ï�Í�æ$Ñµß8Ô
ç Ý8Ô Ù¨Ø¡Í�×HÕÛÍ�ìhÚbÔ8Ù�õ

ò ìÂó í Ò�ÎhÎhÔ ×EÙµÍÐØ¡Í�ÚgÔ Ìh×zæ.Ò�Ìh×zÌhÎðÝ ×dÕgÙ�Ñ�Í�ÚTÏhÔQØ�Ò�ÚgÌhÓ1Ô
(N + n)vm

Ý Ò�Ó1æ�Ò�×�Ñ�Í�Î�Ñ
n

ÚÛÍ�Ý ÌhÎhÔ8Ù
Ô8ÎNÍ�ÏhÍ�æ\Ñ�Í¡Î�Ñ ç Ý ÔEÝ"Í�Ù[ÚgÔ Ù^ÔIö$æh×HÔ8ÙdÙHÕgÒ�Î\Ù¨Ï\ÔEÚcéëß8ÎhÔ ×dÖ�ÕbÔzÔ Ñ¨ÏhÔEÚCé�Ô Î�Ñd×dÒ�æ\ÕgÔzÒ�ì$ÑµÔ8Î�ÌhÔ ÙÞæhÍ�×�ÚgÔEÝ8Í�ÚgÝ ÌhÚ
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Ý8Ò�Óeæ.Ò�×HÑdÔ8Î�Ñ<Ý8Ò�Ó1Ó1ÔnÌhÎ%Ö�Í'&êæ�Í�×HÜ�Í¡ÕbÑmÏhÔêÜ�Ô8×HÓeÕbÒ�ÎhÙ ç)( Ï\ÕgÓ1Ô8ÎhÙHÕgÒ�ÎhÙ å è¦Ô Ñ?ÔIö$Ô8×HÝ8ÕbÝ8Ô1ÔIö\Í�Ó1ÕgÎhÔ
â�ÌhÔ8Úbâ�ÌhÔ8Ù¨æh×dÒ�æh×dÕbß Ñµß Ù[ÏFé�Ì\ÎNÑdÔ8Ú�Ö�Í'& å÷zÎOÝ Ò�ÎhÙHÕgÏhä ×dÔ

N
ß8ÚbÔ8ÝIÑµ×dÒ�ÎhÙ ò æ�Í¡×HÑµÕbÝ8ÌhÚbÔ8ÙQÏ\ÔrÙdæhÕbÎ

1
2

Ô ÑêÏhÔrÓeÍ�ÙHÙdÔ
m

ólâ�ÌhÕ�ÙHÔNÏ\ß8æhÚgÍ�Ý8Ô Î�Ñ
ÚgÕbìh×dÔ ÓeÔ Î�ÑzÏ�Í�Î\ÙEÌhÎðæhÚÛÍ�Î{à{Ô8ÎðßIÑ�Í�Î�Ñ<Í�Ù�Ñµ×dÔ ÕgÎ�ÑµÙ ç ×HÔ8Ù�ÑµÔ8× ç ÚCé�ÕbÎ�Ñdß8×HÕgÔ8Ì\×
ÏFéëÌhÎðÝ"Í�×H×dßnÏhÔnÝ+*�Ñµß

L å÷zÎ4Îhß Ö�ÚgÕbÖ�ÔfÚgÔ ÙuÕgÎ�ÑdÔ8×µÍ¡Ý ÑµÕbÒ�ÎhÙêÔ8Î�Ñd×dÔúÚbÔ8Ùeæ�Í�×HÑdÕgÝ ÌhÚgÔ Ù8àYâ�ÌhÕÞÜ�Ò�×dÓ1Ô8Î�Ñ1ÏhÒ�ÎhÝ¼ÌhÎ�Ö�Í'&Næ�Í�×�Ü�Í�ÕbÑ1ÏhÔ
Ü�Ô8×HÓeÕbÒ�ÎhÙ å
, ��- ÔÞÓeÒ�Ì\Ø�Ô ÓeÔ Î�Ñ¦ÏhÔ8Ù ß8ÚbÔ8Ý Ñd×dÒ�Î\Ù¦Ô8Ù�Ñ^Ïhß Ý8×dÕ+Ñ¦ÏhÍ�ÎhÙ¦ÚbÔÞÝ8Í�Ïh×HÔzÏhÔ
ÚgÍ<Ó1ß8Ý8Í�ÎhÕbâ/Ì\Ô
â�Ì�Í�Î�ÑµÕbâ�ÌhÔ å ÷zÎ
Ì\ÑdÕgÚgÕbÙdÔ�Ï\Ô8Ù�Ý8Ò�ÎhÏ\ÕbÑµÕbÒ�ÎhÙ)Í�Ì/öêÚgÕbÓeÕ+ÑµÔ8ÙTæ�ß ×dÕbÒ$ÏhÕbâ�ÌhÔ8Ù å/. Ò�Î�Ñµ×HÔ8×�â�ÌhÔÞÚgÍzÏhÔ8Î\ÙdÕbÑdßÞÏ{é�ßIÑ�Í¡ÑdÙ�Ô Îeß ÎhÔ8×HÖ�ÕgÔ
ÏhÔ Ù¨ß ÚgÔ Ý Ñµ×HÒ�ÎhÙ[Ô8Ù�Ñ
Ï\Ò�ÎhÎhß Ô<æhÍ�×�0

ρ(ε) =
mL2

π~2
.

ò  ó
���21 Í�æhæ.Ô8ÚbÔ8× ÚcéëÔIö$æh×dÔ ÙdÙHÕgÒ�ÎrÏhÔ
ÚÛÍlæh×HÒ�ì�Í�ì\ÕgÚgÕ+Ñµß

f(ε)
â�ÌFéëÌhÎfß ÑµÍ¡Ñ^ÏFéëß8ÎhÔ ×dÖ�ÕbÔ

ε
ÏFéëÌhÎÐÜ�Ô ×dÓ1ÕgÒ�ÎeÙdÒ�Õ+Ñ

Ò/Ý8Ý8Ì\æ�ß ç ÚÛÍQÑµÔ Óeæ.ß8×dÍ¡ÑµÌ\×dÔ
T

æ.Ò�Ìh×[ÌhÎfæ.Ò�ÑµÔ Î�ÑµÕgÔ Ú�Ý�ôhÕgÓ1Õgâ�ÌhÔ
µ

ÏhÒ�ÎhÎhß å
(



3�4�576+8:9<;:=?>A@B9<;DCAEF;G9<CHEI8J>AK'@�CL>HE'@�8�CA9NMOK'8:9<@�8J>L9<C�PRQ�>A=?>AS/T�9
µ U CA9V@�KW= XB;:97Y2Z[6+CA9<P\8J;GKW@�]^M�E�;DT�@�>_8J6Y�9`]GT�;Ga�E'P+9

n = N/L2 9\8bCHED8:9<=?MO6+;JE�8:T�;:9 T c<d C�@2Z[9+]G8bM�E']bY�9+=eE�@�Y�6`Y�Zf9\g"8J;:E'>A;G9`T�@�9`9hgBMB;:9<]G]:>LKW@Y�TiMOK�8J9<@�8:>A9<C2PRQ�>A=?>AS/T�9kjlM�E';m8J>L;nY�9kP<9+8G8J9k;:9+CHE�8:>AKW@ c
ob4qp7rts$ubvwubv�xzy_{�rt|}r�~��O��ub|���v"�Ort|�x��

T = 0 �� E���576\8J9<;G=�>L@�9<;�CAE�S/T�E'@�8:>L8J6VY�9V=�K'TB�W9+=�9+@/8D=eE�gB>L=eE�CA9D9\8DCL9NM�K'8:9<@�8J>L9<C�PRQ�>L=�>LS"TB9
µ0

Y�9+]
6<CL9<P\8J;:K'@�]Vjl8:9<=?MO6+;JE�8:T�;:9k@/T�CLCA9 c� X��F��@�E'Y�=?9+8FS/T�ZfT�@�9	6\8JT�Y�9e@�KW@�;G9<CAE�8J>_�}>L]G8:9?9+]G8F�'E�CHE'X�CL9�]:>�CHE��}>_8J9+]:]:9e=eEIg}>L=eE'CL9 Y�9+]
6<CL9<P\8J;:K'@�] 9<]m8�>A@Ba�6+;:>L9<T�;G9	j

c/10 U KW� c
9<]G8 CHE)�">L8:9<]G]:9�Y�9�CAECAT�=?>A�+;:9?Y�E'@�]lCL9��">AYB9 c�� T�9+CACA9P<K'@�Y�>L8:>AKW@�YBKW>L8�]:E�8J>L]Ga�E'>L;:9

n
M�KWT�;�S/T�9kC�Zf6+8:T�Y�9k@�KW@�;:9+CHE�8:>L�">A]m8J9�]GKW>L8n��E'CAE'X�CL9 c� P%��57KW@�@�9+;�E'CAKW;G]�T�@w�I�G�'�R�V�"���'�G�'���"�\�}�$Y�9nCHE7��E'CL9<T�;`CL>A=?>L8J9�Y�9

n
� 9\g}M�;:>L=�6n9+@�6<CA9+P+8:;:KW@�]

M�E';$  2 � cW� T�9�MO9+@�]:9+¡^�WKWTB]�Y�9DP+9^;:6+]:T�C_8RE�8W¢ � T�9<C}9<]m8^£:¤¥�I�G�'�J�V�"�`�'�:�'���"�\�"�¦Y�9^CAEV8:9<=?MO6+;JE�8:T�;:9Y�9e§�9+;:=?>
TF

Y�E'@�]FP<9eP<E']"¢i¨}>�CA9?]G©"]G8:�<=?9	6+8JE'>L8ªj)CAE�8:9<=?MO6+;JE�8:T�;:9�Y�9
300 «lU T�@�9�6+8:T�Y�9Y�E'@B]VCAE CA>L=�>_8J97P+CHE']G]:>LS"TB9�]G9<;:E'>L8m¬9<CLCA9V�'E�CHE'X�CL9�¢k®$K'T�;:S/T�KW>:¢

� Y���¯^E�CAP<TBCA9<;�C°Z[6+@�9<;G±W>A9
E0

Y�T²±�E'¡wY�9wa�9+;:=?>AKW@�]	j³8:9<=?MO6+;JE�8:T�;:9w@/T�CLCA9 c ¨}KW>_8 Tclass

CHE
8J9+=�M�6<;:E�8JTB;:9nY�ZfT�@?±�E'¡nM�E';ma�E'>L8�P<CHE�]:]:>LS/T�9nY�9

N
E�8JK'=�9+]�jkYB9<T}g�YB>A=?9<@�]G>AKW@�]`S/T�>�E�T�;JE'>_8`P<9\8:8:9

=?´<=?9µ6<@�9+;:±W>L9
E0 c�¶ ��E'CLT�9<; Tclass/TF c

·7¸ v/¹Iº�»�ºWv�3�4�¼½����v"�Or�¾�u�»�¿`��x�|�»�¹Iv"¾l¾<��s�¾�ºIÀb|���¿Á{"x�v"º'rt¹I»�Â�sbv
��@ P<KW@B]:>AYB�<;:9�T�@ P+;:>A]m8RE'C/P+KW@�]G8:>L8:T�6DY�9

N
EI8JKW=?9<]�M�CHE�P<6<]�]:TB;qT�@ ;G6<]G9%E'TlP+T�X�>AS/T�9 c ¯DQ�E'S/T�9E�8:KW=�9�MOK';G8J9nTB@l=�KW=?9<@�8`YB>AM�KWCHE'>L;:9�6<CL9<P\8J;:>LS/T�9n@�K'8:6

~p c ��@l]GT�M�M�KW]:9�S/T�9�P<9+]`=�KW=?9<@�8:]�Y�>AM�K�¬CHE�>A;:9+]�@�9�M�9<TB�'9<@�8qMB;:9<@BY�;:9�S/T�9�Ã�YB>A;:9+P+8:>AKW@�]2Y�>LÄO6<;G9<@�8J9+]$P+KW;:;G9<]:M�KW@�Y�E'@�8qE�T}g�EIg}9<]bM�;G>A@�P+>AM�E�T}g
Y�TwP+;:>A]m8RE'C � �WKW>L;NÅ�±WTB;:9�ÆW� c2¶ @wC°ZÇE'XB]:9<@BP<9 Y�9FPRQ�E'=?Mw6<CL9<P+8:;:>LS"TB9ª9\g"8:6<;:>L9<T�; U P+9<]µÃe6\8RE�8:]�]:K'@/86<S/T�>LM�;:K'X�E'X�CL9<] c ��@�M�;G9<@�Y�;:ECA9+T�;ª6+@�9<;G±W>A9�P<KW=?=?9?K';:>A±'>A@�9�Y�9+] 6<@�9+;:±W>L9<] c ��@�@�6+±WCA>L±W9<;:EiY�9M�CLT�]�8:KWTB8:9�>L@/8:9<;:E'P+8:>AKW@È9<@�8J;G9eCL9<]kY�>LÄO6<;G9<@�8J]F=�K'=�9+@/8:]kY�>AM�KWCHE�>A;:9+] c¦¶ @BÅ�@ U K'@�;JE�M�MO9+CACL9lS"TB9C�Zf6<@B9<;:±'>A9�Y�ZfT�@ª=?KW=?9<@�8�Y�>AM�KWCHE�>A;:9qM�CHE'P+6�Y�E'@�]�T�@ PRQ�E'=?M�6<CA9+P+8:;:>AS/T�9�9\g"8:6<;:>L9<T�; ~E

��E'T}8
−~p· ~E c

É�Ê�ËnÌ Æ�ÍiÎ�Ï��'Ï�Ð �"ÑRÑR�RÐRÐ\Ò�Ó<£A�RÐ�Ô��"�È�'ÒÇÕ�ÖI£A� ×\£A�RÑ\Ï��\Ò�Ø<���ª�'�wÑ\�\ÒAÐ\Ï��'£_Ù

Ú



ÛIÜ�ÝOÞbß+àtá"â�ã)ã}äÁåIæbç�â�èÁä�é�ê
ë�ì�íµî�ï'ìBð�ñ�òfí<ó�ð:ô:õWö�÷Líµø�ìiùGú"ùGð:û<ü?íFí+óï'ýBù:í<óBþ<í�ø�íkþRÿ�ï'ü?ö��+ñAí<þ\ðJôG÷��/ì�íµí��"ð��<ô:÷Lí<ì�ô��
ÛtÛIÜ
	ªæ�ç�â�è��"ê�ã"å'à������é�ãiß<ã"ê���ä

(Oz)� ï'óBù�þ<í\ð:ðJíDö�ï'ôGð:÷Aí��IñLíDþ+ô:÷AùmðRï'ñ/í+ùGð`ü?÷Aù�í<ólþ+õWó�ðRï'þ\ð`ï%îWí+þnì�óªðJÿBí<ô:ü?õWùmðRï�ð��7ñHïnðJí+ü�ö��<ô:ï�ðJì�ôGí
T
í+ð

ö�ñLõWó����nø�ï�ó�ù�ìBóeþRÿ�ï'ü?ö��<ñAí+þ+ð:ô:÷��/ì�í�í��}ð��<ôG÷Aí<ìBô�ø�÷Lô:÷ ���^ù:í+ñAõWó?ñ�ò[ï��}í
(Oz)

ø�ì?þ<ô:÷LùGðJï'ñ�! ~E = E ~ez "
# " � õ'ó�ó�í<ôqñ�òfí��}ö�ô:í+ù:ùG÷AõWó øBí<ù��+ó�í<ô$�W÷Aí+ù�÷Aó�øB÷Lî"÷Aø�ìBí<ñAñLí<ù

εi

%
i = 1 . . . 6 & ø�í^þRÿ�ï'þ<ì�óløBí<ù(')�\ðRï�ð:ù

ôGí<ö�ô$�<ù:í+ó�ð*�<ùNù:ì�ô�ñAï,+��Wì�ô:í.- "- " ë�ì�í î�ï'ìBðkñAï0/�õWó�þ\ðJ÷Aõ'ó�ø�í�ö�ï'ômðJ÷Lð:÷AõWó
Z
ø�ì ùGú"ùGð:û<ü?í�ø�í

N
ø�÷Aö�1WñAí+ù�í<ó2/�õWóBþ+ðJ÷LõWówø�í�ñHï/�õWóBþ+ðJ÷LõWó�ø�íkö�ï'ômðJ÷_ðJ÷Aõ'ó�÷Aó�ø�÷_î"÷Aø�ì�í+ñAñLí

z
�43'ì�ùGð:÷ +�í+ô "5 " � õ'ó�ó�í<ô�ñ°ò[í��BöBô:í<ùGù:÷LõWó)øBí�ñAï6/�õWó�þ+ð:÷AõWó�øBí�ö�ï'ôGð:÷LðJ÷LõWó�÷AóBø�÷Lî"÷AøBì�í<ñLñAí

z "7 "98 ï'ñLþ<ì�ñLí<ôkñ�ò:�<óBí<ô��'÷Aí�ü�õtú'í<ó�ó�í Ē
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