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W =
∑

{ni}

n1+···+np=N

WBE({ni}) û�üBý

ÍBþ é Ð�ÊyÍBÎRÎRË�çJÍBÕ�Ò�Ë�ÊyÓ�Õ é ÙÛËbÉ�ÊqËbÎnî é Ë$Ì�ËbÊµÔbÍBÉ�ÿEÜBÓ�ÕyÐ�Ò�Ñ�ÍBÉ�Ê {ni}
Ò�Ë é
é ËbÊTù<Ó�Ë ∑

i
ni = N

Ë4Ò~Ísþ é Ë
ÊyÓ���Ø�Ë

BE
çJÍBÓ�Õ ö~ÍsÊyË�� è Ñ
É�Ê�Ò�ËbÑ�É�ÊqËbÕ�Ð��qÓ�ÊqÒyÑ�ÿEÚ�ç é Ó�Ê é ÍBÑ
É�ÌEÐ�É�Ê é Ë�ÔvÍBÓ�ÕqÊ Þ ø8ÍBÉ�ÉZËbÕ WBE({ni}) Þ

� ¹��
	bÎRËbÊ
ù<Ó�ËbÊ�Ò�Ñ�ÍBÉ�Ê
ÊyÑTÍBÉgÊbÙÛÑ
É@Ò�ËvÕyÌ�Ñ|Ò&ÌZË_ÎRËvÒqÒ�ÕyË�ç é Ó�Ê
ÌuÙêÓZÉ�Ë_ç�ÐsÕqÒyÑ
ÔbÓ é Ë,çEÐsÕ
ÚvÒ�Ð�Ò Þ�� Ó�Ë×�ÐsÓZÒ
WFD({ni}) 
�û Ì�Ñ
Ê�Ò�ÕqÑ
î�ÓZÒyÑ
ÍBÉ�ÌZË��Mä4ã����������¥ã��Pæ ý
¸Y¸�ë���¹��1ÍBÉ@Ò�ÕyËvÕ8ù<Ó�Ë
ÊyÑ

ni << gi Ý é ËbÊ$ÊyÑ|Ò�ÓEÐ>Ò�Ñ
ÍsÉ�Ê������ üsý
û Ì�Ë�Ò ��çJË&ö~ÍBÊyË�� è Ñ
ÉZÊqÒ�ËvÑ
É ý Ë4Ò!�����#" ý
û%$ ËvÕyÎRÑ&��ø�Ñ
Õ�Ð�Ô ý ÔvÍBÉ�Ì�Ó�Ñ�ÊyËvÉ<Ò�ÐsÓÏÎ'	bÎRË&ÕqÚbÊqÓ é Ò�Ð�Ò8çJÍBÓ�Õ

W ({ni}) Þ)( Ë é Ñ
ËvÕ�Ð�Ó�ÊyÊqÑ+ÌEÐ�É�Ê8ÔvË�Ô\Ð�Ê é ËÉ�ÍBÎ�î�ÕyË.Ì�ÙêÚ4ÒrÐ�ÒyÊGÍBîZÒyËbÉ<Ó�ÌEÐsÉ�Ê é Ð8ÊyÑ|Ò�ÓEÐ>Ò�Ñ
ÍsÉ�ÍBþ é ËbÊGç�ÐsÕqÒyÑ
ÔbÓ é ËbÊ+ÊyÍBÉ@Ò�Ñ�É�Ì�Ñ�ÊyÔbËvÕyÉEÐ�î é ËvÊ�ÐsÓnÉ�ÍsÎnî�ÕyË
ÌuÙÛÚvÒ�Ð�Ò�Ê$ÍBîZÒyËbÉ<Ó é ÍBÕyÊqù<Ó�Ë é ËvÊ�ç�ÐsÕqÒyÑ
ÔbÓ é ËbÊkÊqÍBÉ@Ò�Ì�Ñ
ÊqÔbËbÕqÉEÐsî é ËbÊ Þ
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9�É�Ë�ËbÉ�ÔvËbÑ�É<ÒyË�ÌZË1×sÍ é Ó�ÎRË
V
ÔvÍBÉ@Ò�Ñ
ËvÉ@Ò

N
çEÐsÕ�Ò�Ñ�ÔbÓ é ËbÊ�Ê�ÐsÉZÊ_Ñ�É<ÒyËbÕyÐsÔvÒyÑ
ÍBÉ ÎnÓZÒyÓ�Ë é�é Ë Þ;: ÍBÑ�Ò

n
é Ë_É�ÍBÎnîZÕyË�Ì�Ë�çEÐ�ÕqÒ�Ñ�ÔbÓ é ËbÊnÔvÍBÉ@Ò�ËvÉPÓZËbÊ�ÌEÐsÉ�Ê,ÓZÉ�Ë�çEÐsÕ�Ò�Ñ
Ë�Ì�Ë�×BÍ é Ó�ÎRË

v
Ì�Ë é ÙÛËbÉ�ÔvËbÑ�É<ÒyË Þ;< ËvÊçEÐsÕ�Ò�Ñ�ÔbÓ é ËbÊ)ÊyÍBÉ@Ò�ÊyÓ�çZç�ÍBÊqÚbËvÊ Î_Ñ�ÔbÕqÍBÊyÔvÍBç�Ñ
ù<Ó�ËvÎ_ËvÉ@Ò�ÌZÑ
ÊyÔvËbÕqÉEÐsî é ËbÊ Þ È�É Ú4Ò�Ó�ÌZÑ
ËgÓ�É�ËgÊyÑ�ÒyÓEÐ�ÒyÑ
ÍBÉÌuÙÛÚbù<Ó�Ñ é Ñ
îZÕyË)ç�ÍsÓ�Õ é Ðsù<Ó�Ë é�é Ë é Ðgç�ÕqÍBîEÐsîZÑ é Ñ|Ò�Ú�çJÍBÓ�ÕRÓ�É�Ë1çEÐsÕ�Ò�Ñ�ÔbÓ é Ë1ÌZÍBÉ�É�ÚvËÏÌuÙ=	vÒyÕyËÏÌ�ÐsÉ�Ê

v
ËbÊ�Ò

v/V ÞìZ¹ � Ó�Ë é
é Ë�ËbÊ�Ò é Ð�ç�ÕqÍBîEÐsî�Ñ é Ñ|Ò�Ú8Ì�Ù Ð\×BÍsÑ
Õ n çEÐsÕ�Ò�Ñ�ÔbÓ é ËbÊ.ÌuÙ >�Ñ�Ì�ËbÉ@ÒyÑ�Ò�Ú�?�ÌZÍBÉ�É�ÚvË
Ì�ÐsÉ�Ê é Ë8×sÍ é ÓZÎ_Ë
v 

÷�¹�È�É)ÊbÙÛÑ
É@ÒyÚbÕyËvÊyÊqË
Î_ÐsÑ�É<ÒyËbÉEÐ�É<Ò�Ð�Ó�Ø@>A�'�Pæ4ãCBD�yà�EF�AE¥å ?�ù<Ó�Ñ:ÊyÍBÉ@Ò$Ó�ÉZÑ
ù<Ó�ËbÎRËbÉ@Ò�Ì�Ú4ÿEÉ�Ñ
Êkç�ÐsÕ é Ð

ÊyËvÓ é Ë$Ì�ÍsÉ�É�ÚbË$Ì�ÓRÉ�ÍBÎ�î�ÕyË
n
Ì�Ë$çEÐ�ÕqÒ�Ñ�ÔbÓ é ËbÊ�ç�ÕqÚbÊqËbÉ@Ò�ËvÊµÌEÐ�É�Ê

v ÞG� Ó�Ë é�é ËkËbÊ�Ò é Ð�ç�ÕqÍBîEÐsî�Ñ é Ñ|Ò�Ú f(n)Ì�Ó1Î�Ð�ÔbÕyÍD�§ÚvÒ�Ð�ÒkÔbÐsÕ�ÐsÔ4Ò�ÚvÕyÑ
ÊqÚ�çEÐsÕ
n 


��¹_í.Ð é ÔvÓ é ËvÕ é Ð1×�Ð é ËbÓ�Õ&Î_ÍH�BËvÉ�É�Ë
n̄
ËvÒ é ÙÛÚbÔ\Ð�ÕqÒ�Ò �PçJË

∆n
ÕqË é Ð>Ò�Ñ�ókï

n ÞJI ÍBÓZÕnÔbËvÊnÔ\Ð é ÔbÓ é Ê ÝÍBÉ ç�ÍsÓ�ÕyÕyÐ Ú4×BËbÉ@ÒyÓ�Ë é�é ËbÎRËbÉ@ÒÏçEÐsÕqÒyÑ
Õ�Ì�Ë é ÙÛË4Ø�ç�ÕqËbÊqÊyÑ
ÍsÉ Ì�Ë é Ð°ó]ÍBÉ�Ô4Ò�Ñ
ÍsÉ ÜsÚbÉ�ÚvÕ�Ð�ÒyÕyÑ
ÔvË
F (x) =

∑N

0
f(n) xn Þ

K ¹kø8ÍsÉ�É�ËbÕ é ÙêÐ é�é Ó�ÕqË~Ì�Ë
f(n)

é ÍsÕyÊyù<Ó�Ë
N → ∞ Þ@è É�ÊqÓ�ç�çJÍBÊ�ÐsÉ@Ò N � 1 Ý n � 1

ËvÒ
N � nËvÒ ËvÉ é ËbÊ ÐsÊyÊqÑ
ÎRÑ é ÐsÉ@Ò�ï�Ì�ËbÊT×�ÐsÕyÑ
Ðsî é ËbÊGÔvÍBÉ@Ò�Ñ
É<Ó�ËvÊ Ý ÎRÍBÉ@Ò�ÕyËvÕ�ù<Ó�Ë é Ð�Î_ÍH�BËvÉ�É�Ë n̄

ç�ÕqÚbÔbÚvÌ�ËbÎRÎRËbÉ@Ò

ü
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f(n)c2TUORLWeUl=SUVpM�Z\M�T�e�NPOReWORY8TsrtNAM�u'Tdo-]AO8e�e�Z\TUY8Y8Twv

f(n) = f(n̄) exp

(

− (n − n̄)2

2(∆n)2

)

.

x O8TU_\_bTdTpe�Ly_`]ze�ZboPY8Z&{hV^]DLCZbNAY|[8T
∆n }

~)��� NPY-LCM�TUMdjGO8T�_\NPM�e�jkORT v

V
→ 0 � ]HQATUV V → ∞ TpL N

V
=

VUe�LCTH��q
f(n)

c8M�TpY8[�_`]'rtNAM�u'T
[�l=O8Y8T�[8Z\e�LCM�Zbg8O�LCZbNAY�[8Ts�JNPZ\e�e�NAY�v

f(n) ' n̄n

n!
e−n̄ .

�)�'� Y�M�TUVpNPORQkM�T@ch]AMsSpQa]Ac2NPMC]aL�ZbNPY�e�NPO8e�Q�Z\[8T'O8Y8T'e�O8M�r�]AVUT@ch]AM�O8Y8T@VUNPO8V��RT�u'SpL�]a_b_bZ\jGO8T
[�l=SUch]aZbe�e�TUO8M�u@NH�PTpY8Y8Td[RT���]aL�NPu'TUe�[RT!u'SpL�]a_�����]A_bVpO8_bTpM�_\Tyc2NPO8M�VUTpYGLC]AoPTd[RT!_`]se�O8M�r�]AVUT!Tp�)TUV��
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n! = nn e−n
√

2πn eεn

εn =
B1

1 · 2n − B2

3 · 4n3
+

B3

5 · 6n5
− B4

7 · 8n7
+ ...

]^QPTUVsc2NPO8M�_bTpeiY8NPuzg8M�TUe�[8Ts²�TpM�Y8NPOR_b_bZAv

Bn =
2n!

22n−1π2n

∞
∑

p=1

p−2n , B1 =
1

6
, B2 =

1

30
, ...

³ ]AY8e�_b]�c8MC]DLCZbjGO8T
n ! = nn e−n

√
2πn

[RNPY8Y8T�O8Y´M�SUe�OR_\L�]DL�µ�u@Z\TUO�¶
jGO8T
1 %

c8M�·Ue�[8·pe
jGO8T

n ≥ 10
TpL�NPY¸TUu'c8_\NPZbTy_bT�c8_\O8e�e�NPORQATUY-Lyc)NPORM

n
oAMC]AY8[�v

ln n! = n ln n − n
�

¹



º1»d¼¾½�¿PÀPÁ¸ÂpÃyÄyÁRÅ\ÆPÂpÇ�È�Å\ÃCÉ�Ê�ËbÌAÍ8Î8Â�Ï�ÂpÇ�ÁhÌaÇ�Î
½4Ð'¼�ÑUÅ\ÂUÁ8ÑpÂUÈWÎ8Â�Ë`Ì�ÒÓÌaÃ�ÅbÔpÇ�Â
Õ�ÍRÃCÀPÇ�ÌaÃCÈ�Î8ÂsÖ;×-¿kÈ�ÅbØGÍ8Â�¼kÃCÌaÃCÅ\È�ÃCÅ\ØGÍ8Â

ÙÛÚ|Ü4Ý�Þ/ß�Üáàãâåäçæ�è¾é�ê�Ü4ëíìÛî ë�Ü�ß�Ü�éïì¾Ú ð�ßsñóò¸ß�Þwôaßsê�Ü

õ Á@ÑpÀPÁ8È�Å\Î8ÔUÇ�Â�Í8Á�ö-ÌA÷�øhÌAÇ�ù�ÌAÅ\Ã;ÑpË`ÌAÈ�È�Å\ØkÍRÂ ÑUÀPÁ8È�ÃCÅ&ÃCÍ8É�Î8Â
N

øhÌAÇ�ÃCÅ\ÑUÍ8Ë\ÂUÈ/Å\Î8ÂUÁ-ÃCÅ\ØGÍ8ÂUÈ1Î8Â�ú@ÌAÈ�È�Â
m

ÎhÌAÁ8È�Í8Á´ÆAÀPËbÍ8ú'Â
V û õ Á�È�Â�ø8ËbÌAÑUÂzÎ8ÌAÁ8È�Ë�ü=ÂUÁRÈ�ÂUú�ý8ËbÂzú'ÅbÑpÇ�ÀkÑ^ÌAÁRÀPÁ8ÅbØGÍ8Â û ½;ü=ÉUÁ8ÂpÇ�öPÅ\Â�Î8Í�ö-ÌA÷

ÂUÈ�Ã'Á8ÀAÃCÉpÂ
E0 û/þ ÌAÁ8È�ÃCÀAÍRÃCÂ�ËbÌÿÈ�Í8Å&ÃCÂ��

Γ
Î8ÉpÈ�ÅböAÁ8Â�Ë�ü=ÂUÈ�øhÌAÑUÂ�Î8ÂpÈyøR×hÌAÈ�ÂpÈ Î8Â�ÑUÂ¾ö-ÌA÷�Â�Ã

dΓ
ÍRÁ

ÆPÀAËbÍ8ú'ÂÓÅ\Á��hÁ8Å&ÃCÉUÈ�Åbú@ÌAË�ÎhÌAÁ8È�ÑUÂpÃ|ÂUÈ�ø8ÌAÑUÂ�Î8ÂpÈ|ø8×hÌAÈ�ÂUÈ�Å û Â û dΓ =
∏N

i=1
dri dpi

À��
ri

Â�Ã
piÎ8ÉpÈ�ÅböAÁ8ÂUÁ-Ã�Ç�ÂUÈ�ø2ÂUÑ�ÃCÅ&ÆPÂUú'ÂUÁ-Ã�ËbÌ@ø2ÀPÈ�Å&ÃCÅ\ÀPÁ
Â�ÃdË%ü Å\ú@ø8ÍRËbÈ�Å\ÀPÁ�Î8ÂzËbÌ'ø8ÌAÇ�Ã�ÅbÑUÍRËbÂ

i
Î8ÂsÃCÂUË\ËbÂsÈ�ÀPÇ�ÃCÂ�ØkÍRÂ

ËbÂ��yÌAú'ÅbË\Ã�ÀPÁ8Å\ÂUÁ�ÎRÂsÑpÂ�öPÌA÷dÆaÌAÍRÃ	�

H(pi) =
N∑

i=1

p
2
i

2m
. 
���


½�Â|ý8ÍRÃ�ÎRÂ|ÑUÂ|Ã�ÍRÃCÀPÇ�ÌaÃzÂpÈ�Ã�ÎRÂ|ú@ÀAÁGÃ�Ç�ÂpÇ����ÿøhÌAÇ�Ã�ÅbÇsÎ8Â|ËbÌÓú@ÉpÑ^ÌAÁRÅbØGÍ8Â�ØGÍhÌaÁGÃ�ÅbØGÍ8Â��/ØGÍ8Â�Ë`Ì
Î8ÂpÁ8È�Å&ÃCÉ�Î�ü=ÉpÃ�ÌDÃCÈ1Î8Í�ö-ÌA÷iøhÌaÇ�ù�ÌAÅ&Ã;ÑUËbÌAÈ�È�ÅbØGÍ8Â�ÎhÌAÁ8È1Ë%ü ÂpÈ�øhÌAÑpÂiÎ8ÂUÈfø8×hÌaÈ�ÂUÈ

Γ
ÂpÈ�ÃfÑUÀAÁ8È�ÃCÌAÁ-ÃCÂ�ÂpÃ;ÆaÌAÍRÃ

1

N !

1

h3N û
��� þ ÌAÁRÈ�ÑpÂpÃ�Ã�ÂyØGÍ8ÂpÈ�Ã�ÅbÀPÁ��GÀPÁ'ÉpÃ�Í8Î8Å\ÂWÍRÁ8ÂyÈ�ÂUÍ8Ë\Âyø8ÌAÇ�Ã�ÅbÑUÍRËbÂiØGÍhÌAÁ-ÃCÅ\ØGÍ8ÂyÎ8ÌAÁ8ÈfÍ8Á8Â�ý)À��bÃCÂ�ÑpÍ8ý8ÅbØGÍ8Â
Î8Â�ÆAÀPËbÍRú@Â

V = L3 û õ Á6ÑpÀPÁ8È�Å\Î8ÔUÇ�Â|ÎhÌAÁRÈzÍ8Á6ø8Ç�ÂUú'ÅbÂpÇsÃ�ÂUú'ø8ÈzÎ8ÂpÈzÑUÀPÁRÎ8Å\Ã�ÅbÀPÁ8È�ÌAÍ���Ë\Åbú'Å\ÃCÂpÈ
ø2ÉUÇ�Å\À�ÎRÅbØGÍ8ÂUÈiÈ�Í8Ç�ËbÂ�ý2ÀPÇ�Î¾Î8Â�ËbÌ�ý2À��\ÃCÂ���ÑUÂ�ØGÍ8Å4È�Å\öPÁ8Å��8ÂdØGÍ8Â�ËbÌ�ùtÀPÁ8Ñ�ÃCÅbÀAÁ¸Îmü ÀPÁRÎ8Â

ψ
ÆPÉUÇ�Å��hÂ��

ψ(x + L,y,z) = ψ(x,y,z), ψ(x,y + L,z) = ψ(x,y,z), ψ(x,y,z + L) = ψ(x,y,z) , 
���

Ë`Ì'Î8ÅbÈ�ÑUÍ8È�È�Å\ÀPÁ´È�Í8ÇyËbÂ�Ñ�×8ÀPÅ��
Î8Â�ÑUÂUÈ!ÑUÀPÁ8ÎRÅ\ÃCÅ\ÀPÁ8È!ÌAÍ��
ËbÅ\ú@Å&ÃCÂUÈ�Â�ÃdË`Ì'ÑUÀPú'øhÌAÇ�ÌAÅbÈ�ÀPÁÓø8ÌAÇ!Ç�ÌAø8ø2ÀPÇ�Ã
��Î8ÂUÈWÑUÀAÁ8Î8Å\Ã�ÅbÀPÁRÈiÌAÍ��¾Ë\Åbú'Å\Ã�ÂUÈ�Ç�ÅböPÅ\Î8ÂUÈ�ÉpÃ�ÌaÁGÃWË%ü ÀPý ��ÂpÃ�Î8Â�Ë`Ì�ØGÍ8ÂpÈ�ÃCÅ\ÀPÁ"! �$# û����%&��' ÌAø8ø2ÂUË\ÂUÇWø)ÀPÍRÇ�ØGÍ8ÀPÅ�ËbÂpÈ!ÉpÃCÌaÃCÈyÎ�ü=ÉUÁ8ÂpÇ�öPÅ\Â�Î8ÂzÑpÂpÃ�ÃCÂ�ø8ÌAÇ�Ã�ÅbÑUÍRËbÂsÈ�ÀPÁ-ÃdÎRÉUÑUÇ�Å\Ã�ÈdøhÌAÇ�ÃCÇ�ÀPÅbÈ
ÂUÁ-Ã�ÅbÂUÇ�È

nx
�
ny

ÂpÃ
nz û õ Á�ÅbÁRÎ8ÅbØGÍ8ÂpÇCÌiÂUÁsøhÌAÇ�ÃCÅbÑpÍ8ËbÅ\ÂUÇ)Ë`Ì�ùtÀPÁ8Ñ�ÃCÅbÀAÁ�Î�ü ÀAÁ8Î8Â�� Ë%ü ÉpÁ8ÂUÇ�öPÅbÂ

E(nx,ny,nz)ÂpÃdË�ü=Åbú'ø8Í8ËbÈ�ÅbÀPÁ
(pnx

,pny
,pnz

)
ÑpÀPÇ�Ç�ÂUÈ�ø2ÀPÁ8Î8ÌAÁ-ÃCÂUÈ û º;Á´Î8ÉUÎ8ÍRÅbÇ�Â�ØGÍ8Â�ËbÂpÈ

(pnx
,pny

,pnz
)

ùtÀPÇ�ú'ÂUÁ-Ã
Í8Á¸Ç�ÉpÈ�Â^ÌaÍ
ÑpÍ8ý8ÅbØGÍ8ÂsÎ8Â�ú@ÌAÅbË\ËbÂWÉUËbÉpú@ÂpÁ-Ã�ÌAÅ\Ç�Â�Ì^¿-ÌaÁGÃyÍ8Á¾ÆPÀPË\Í8ú'Â h3

V
û����()� º+*)ÂUÑ�ÃCÍ8ÂpÇfÍRÁ8Â�ÌAø8ø8Ë\ÅbÑUÌaÃCÅ\ÀPÁ�ÁGÍ8ú'ÉUÇ�ÅbØGÍ8Âiø2ÀPÍ8Ç/ÎRÉpÃCÂpÇ�ú'ÅbÁ8ÂpÇwÈ�Å8Ë`ÌyÃCÌAÅbË\ËbÂfÎ8ÂiÑUÂ�Ã�Ã�Âiú�ÌAÅ\ËbË\Â

ÉUË\ÉUú'ÂUÁ-Ã�ÌaÅbÇ�Â'ÂUÈ�Ã-, öPÇCÌAÁRÎ8Â/.'ÀPÍ0,#ø2ÂpÃCÅ&ÃCÂ û . þ ÌAÁ8ÈzËbÌ¸È�Í8Å\Ã�Â���ÀPÁÛÆaÌ
ÂpÁ6ø8ËbÍRÈ�ÑUÀAÁ8È�Å\Î8ÉUÇ�ÂUÇ�ø2ÀPÍ8Ç�Ë`Ì
ø8×-¿kÈ�Å\ØkÍRÂ'È�Ã�ÌaÃ�ÅbÈ�ÃCÅbØGÍ8Â�Ë`Ì�Ë\Åbú'Å\ÃCÂ�Ã�×8ÂUÇ�ú@ÀkÎR¿kÁhÌAú'ÅbØGÍ8Â

N → ∞
�
V → ∞

�
N/V

����É û º;È�Ã21 Å\Ë
ËbÉpöPÅ\Ã�Åbú'ÂzÎ8Â@øhÌAÈ�È�ÂUÇ3�
Ë`Ì¾ËbÅ\ú@Å&ÃCÂzÑpÀPÁ-ÃCÅ\ÁkÍRÂ 4¸Ò¸ÀPÁ-ÃCÇ�ÂpÇzÌAË\ÀPÇ�È�ØGÍ8Â@Ë`Ì¾Î8ÂUÁ8È�Å\Ã�É�Î�ü=ÉpÃCÌaÃCÈ�ø8Ç�ÀPøRÇ�ÂUÈ
D(p)

ÎRÉ5�hÁ8Å\Â�øhÌAÇ��
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dr dp
L�B-O�\cB5?N^�<�@�BpL;B5?�^���<�?NB5?Qv�<�G�C
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h3 dr dp
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(
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+
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�(#�7?����69�R6 N

f ��gZh	iUjlk�jlm[n�oqp�r�ksn�o�kCtvu�pwkxtzy�{*|	}T{*m�n�}Xn�y�~�ilk
f �]���s�
���������������=��I*-*����+.�

Φ(E0,L,N) 1 �����V>@-*��69)�-*% 1 !��&7(>[���&� 1 ��7U>�;[��7?��7��&-*�(�?��7?>@-*% 1 ��%36E�69-*�D7�����7V#&69�R697 1 �x'3�R4 1 -*%36Z��!�#&%����?'*)=�e��7?6Z)=%s\w#��()������?�
Eb��%��
IR���=�&��� 1 -*%�%D#�� E0 N
f ���T����% 1 # 1 ��)=�?���=��69��+.>X#��9��69���?� 1 �q'3��4V�&%K\w-*%���69)�-*% 1 �V7(-*%K#�%��&�('*)�� E0

>D��)=7����s>��?)=+.���
����>D�(��7?7()�-*%

p N
f ���T�T�O-*+K>����(�&�P�=��7P�?#�7?����69�R697���I*�&���&���s� -*�s69��%Y��7 1 ��%D7���!��&%�7(�&+������
����%�-�%�)=BY��� N

�e� kY|�{3y]{*k�������}Tjl�Cp]k�o�y�t,��pwk j�kv{*|�y]o&h0m[p���m�|	m[t�m��Xnl�Yh0y�~�ilk
� %���-*%D7() 1D� �(� N

)�-*%�7 1 �O7?>�)=% 1/2 � ��6 1 �O+.-*+K�&%36�+K��'*%�#�69)�BC�D� µ � AD�s#&7����s��%�-C��� 1 7 1 !$��%�(#&7(���������?)�69���=��)=% N�� �&7U)�-*%�7�7(-*%36U7(��>D>@-*7?#�7 1 )=7(�&���?%[��������7��&6U�=�a���()�7?69���3��7�6�>��=����# 1 ��%�7���%��<;[��+.>+K��'*%�#�69)=BY������%�)Q\w-*�(+.�
B N�� � 1 )=�?����69)=-�% 1 �c�<;[��+.> 1 #�69�&�(+.)=%����"!����s� 1 �
BY�[��%36()�A[���R69)�-*% (Oz) N� )�-�% 1 #�7?)='*%��c>���� µi

�=�q��-*+.>X-*79��%36(� 1 � i  Q¡3¢ +.-*+.��%36
+K��'*%�#�69)=BY��� ^ 1 ≤ i ≤ N
_Z7(�D)�IR��%36

(Oz) � �&�����=��£¤��)l%��W>@�&�D6�>D�(��% 1 �(��BC�D���=�&7�IR���������?7 µ
��-*�?�(�&7(>X-*% 1 ��%36����s� 1 ���C�8#�6<�R6(7 1 �W7(>D)=%

±1/2 N � % 7?��>�>X-*7(�WBY��!$)=��%�!¥/¦�c>[��7 1 !$)=%36(���9�R�&69)�-*%§+��D6(�������=� 1 ��7V+K-�+K�&%Y6(7P+q�R'*%�#&6()=BY���&7 1 �69�&�=����7(-*��69�¨BY���W�"!$#�%��&�('*)��
��7(7?-s�&)=#&��Eb��%��¨�&-*%DA['*�D�9�R6()=-*%
{µi}

I��R�D6T©

E({µi}) = −
N

∑

i=1

µiB .
^�ª _

� �v���D6 1 �v�&�&6¦�M�D�&�(�&)=���v�&7?6 1 !$#&6(� 1 )����§�=�&7«>��?-*>��()�#&6(#�7 1 �v�&�v���?)=7?69��� 1 ��%�7§�"!$��%D7(��+¬���=����R%�-*%�)�BC�D� N ��%8>[���?6()=�&���=)���� � �&%�#&6(� 1 )=��%36��=�W��-�+K>X-*�?6(��+.��%36 1 �¬�=�K�<;[���������Z7(>X#��&)�A[BY������6 1 ��"!���)�+q��%369�R69)�-*%¨+K-0/*�&%�%��P>[�R��7()Q69�
�&%b\w-�%��&6()=-*% 1 �
���Z6(��+.>@#&�9�R6(���(�O�&6 1 �c�<;[�R+K>c+K��'*%�#�69)�BC�D� �%�-*�D7Z�R�=�=-�%�7
+.-*%369�(�&�PBY�������
���?)=7?69����>X-*7(7 ��1 �W��% ��-*+.>X-*�?6(��+.��%36P>[���(��+K��'*%�#�69)=BY��� N
ª N�­ y]o�{3iUo�o�y]}Xn®~�ilm[p�y`h0mDh0yw¯Xk��¨°������W��7�6H±5²X³M´"µ�³M´e���,>[�R�9��+ � 6(�(�579��%�7 1 )=+.��%D7()=-�%¶BY��)�&-*%369�(·��=�§�=�§�&-*+.>@-*��69�&+K�&%Y6 1 �¸�&�()=7�6<���&¹¦ºJ% 1 )=BY���&�b�=��7b�&-*+K>X-*��69��+.��%36(7b�R6(6(��% 1 �D7K�&%\w-*%D�&69)�-*% 1 �e���Z>[���(��+ � 69�?�e>X-*���a�����<;����=�&����7?>@#&��)QA[BY��� C =

(

∂E

∂T

)

N

�&6O>@-*�D�O�"!���)�+q��%C£
69�R69)�-*%§+K-0/���%�%��W>[���P7?)�6(�

M 1 #�A[%�)=�¨>[�R��©

M =
1

N

∑

i

µi .
^"» _

» N�­ y]o�{3iUo�o�y]}Xn¸~�i�m�n@h	y`h0mDh	y`¯Xk
^ �*_ �
�R�=���D�=���¨�=�§\w-�%��&6()=-*% 1 �.>[����69)�6()=-*%v����%�-*%D)=BY��� 1 ���&�()�7?6<�R��E �=�§6(��+.>@#&�9�R6(���(� T N��% 1 # 1 �D)=�(���"!$#�%D���('�)=�V�=)����(� F � �"!$#�%��&�('*)��V+K-0/*�&%�%�� E

�&6����
�<;[���������a7(>X#��&)�A[BY���
C N¼ )=7(�&�D69�&�Z�&��7V�(#&7(���Q6<�R6(7 N
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½]¾[¿ À
ÁRÂ=Ã�ÄDÂ=Å�Æ
M
Á�Ç=ÈDÉ(Ç�ÊYÄ�ÅWÂ�ÁcÉ(ÄDÉ(Ã�Å&ËDÌ9Ç�¾�Ç=Â�Ç�Ì(Í

χ =

(

∂M

∂B

)

T Î
Ï Ç=É(Ã&ÄDÌ9Å&ÆVÃ�Å�É�Æ(Í&É(Ä�ÂQÌ<ÁRÌ(É

ÎÐ ÈxË[Á�Æ?Ì(Ç=Ã&Ä�Â=Ç�Å�Æ�Ñ�Ò?Ä�É�Ì9Ç�Ó�Å�ÆPÂ=Å
Ã�Á�Æ9ÁRÃ&Ì9Ô&Æ(ÅWË[Á�Æ(Á�ÕqÁRÖ*È�Í&Ì(Ç=ÊYÄ�Å�×DÄxÃ&Æ(Ç=É�Ì<Á�Â
Î½]Ã�¿ À
ÁRÂ=Ã�ÄDÂ=Å�Æ�Â�ÁcØ[Ä�Ã�Ì9Ä[Á�Ì9Ç=Ù�È8×�Å�Â"Ú�Á�Ç=ÕKÁ�È3Ì<ÁRÌ(Ç=Ù*È

(∆M)2 = M2 − M
2 Å&Ì�Ã&Ù*Õ.Ë[Á�Æ(Å&ÆeÛÂ=ÁcÉ(Ä�É?Ã�Å�ËsÌ9Ç=¾DÇ=Â=ÇQÌ9Í

Î½]×[¿ À
ÁRÂ=Ã�ÄDÂ=Å�Æ�Ó�È[Á�Â=Å&ÕKÅ&È3Ì�Â=Á«É(Ä�É?Ã�Å&ËDÌ9Ç�¾�Ç=Â�Ç�Ì9ÍcÅ&È,Ã<Ü�Á�ÕKË5ÈYÄ�Â
χ0 = lim

B→0

χ
Å�ÈÞÝwÙ*È�Ã&Ì(Ç=Ù*È

×DÅ�Â=Á¬Ì9Å�Õ.ËXÍ�Æ9Á�Ì9Ä�Æ?Å
Î
ÀOÙ*Õ.Õ.Å�È3Ì9Å&Æ

Î
ÀOÙ*Õ.ÕKÅ&È3ÌVÉ�Ú�Á�Ë�ËXÅ�Â=Â�Å�Â�ÁcÂ�Ù*ÇßÙ*¾sÌ9Å�ÈYÄ�ÅDà

á
Î
â«ã�ã�ä]å]æ*çDè	åwé@êHë,ä]ç5ìlísî&ç[å�ï,ç[ê@è0çDè0å]éXê¸ç�ìUåwç�ð�çDè	å]ñ�ò�ó
½�Á*¿ À
ÁRÂ=Ã�ÄDÂ=Å�ÆPÂ�Ú�Å&È3Ì9Æ(Ù�Ë�Ç=Å

S(N,T,B) Î½]¾[¿¦ôTÅ�Ë�Æ(Ç�È�Ã�Ç�Ë@Å�×�Å�×�Í�É(Á�Ç=ÕKÁ�È3Ì<ÁRÌ(Ç=Ù*ÈWÁ�×DÇ�Á�¾[Á�Ì9Ç=ÊYÄ�Å�ËXÙ*Ä�Æ�Ä�È¬É�õCÉ?Ì9Ô&ÕKÅ�Ë[Á�Æ(Á�ÕqÁRÖ*È�Í&Ì(Ç=ÊYÄ�Å
Ç�É(Ù*Â�ÍeÌ9ÜDÅ�Æ(Õ.Ç=ÊYÄ�Å&ÕKÅ&È3ÌVÃ�Ù*È�É?Ç=É�Ì9ÅWÛc¾[Á�Ç=É?É(Å&ÆVÌ(Æ(Ô&É�Â�Å�È3Ì9Å&ÕKÅ&È3ÌVÂ=Å
Ã<Ü[Á�Õ.Ë¦ÕqÁRÖ*È�Í&Ì(Ç=ÊYÄ�Å
×DÅWÌ(Å�Â=Â�Å
É(Ù*Æ�Ì9ÅWÊYÄ�ÚöÛbÃ<Ü[Á�ÊYÄ�Å�Ç=È�É�Ì<Á�È3Ì�Â=Å¨É�õsÉ�Ì9Ô&ÕKÅWÉ(Å¨Ì9Æ?Ù*ÄD÷*ÅW×[Á�ÈDÉZÄ�È Í&Ì9ÁRÌZ×�Ú�Í&ÊYÄ�ÇQø
Â�Ç=¾�Æ?Å
Ë@Ù�Ä�ÆVÙ*¾DÌ9Å&È�Ç=ÆVÄ�ÈDÅWÌ(Æ9Á�È�É�ÝwÙ*Æ(ÕKÁRÌ(Ç=Ù*È¦Á�×DÇ�Á�¾[Á�Ì9Ç=ÊYÄ�Å
Æ?Í&÷�Å�Æ(É?Ç=¾�Â�Å«½wÅ&ÌZ×�Ù*È�ÃWÛbÅ�Èsø
Ì(Æ(Ù*ËDÇ=Å�Ã�Ù*È�É�Ì<Á�È3Ì(Å0¿

Î
ù Ù�ÄD÷*Å&úZ÷*Ù�Ä�É�Ò?Ä�É�Ì9Ç�Ó�Å�Æ�Ë@Ù�Ä�Æ(ÊYÄ�Ù*Ç�Ã&Å&Ì(Ì(ÅZÌ(Å�Ã<Ü�È�Ç�ÊYÄ�ÅeÅ&É?Ì
ÄsÌ9Ç=Â�Ç=É?Í�Å

ËXÙ*Ä�ÆVÙ*¾sÌ9Å�ÈDÇ=ÆP×�Å
Ì9Æ?Ô�ÉV¾[Á�É?É(Å&É�Ì(Å�Õ.Ë@Í&Æ9ÁRÌ(Ä�Æ(Å&É*à

á
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§
N

¬`¡�­�®��%¨�­�§%¢�¯±°V¡�¨�¦`¢�£�¬m²
­�£�³�§%¦�­�§%¢`�\´�­��%¨�­�¢%µ�¡�� £�¬`²x¡�¢�§
¤�§�¢p�%¡��
¤�£�«�£�¡���¢�´�¨$¶T­�£�¬`£�«�§�¢�²_®�¦�£�¡3¤�£�·3¨
§%¢%µ"� ¸l§�¢�«�¹�ºH¹�¤
£�¦�§m·5¨�§u­'´���»�´ ¼���§�¢�§u¦�§y½^§%¦�¬`§`¢�¨�¦p§�­�­�§y¹
¬`¾%¬`§�µ5­�§�¢�¬`¡�­�®��%¨�­�§%¢

1
§y«

N
®y«�´��J«�¿�¡�£�¢�£���§�¢%¯
À�§%­�´�¦�§y¿3£�§%�J«.º0¤�£�¢�²_¡�¢�§%¦�­�§�¢�¬`¡�­�®��%¨�­�§%¢O¢�¨�¦�¨��

�%§�¦���­�§�¯-�d�b¢�§)²�­�´��%§)¤�´��
¢0­Z¸l§���¢�§�¬pÁ�­�§g�\´���¡���£�·5¨�§ §�«0¡��b��¡�«�§
T

­'´u«�§%¬`²_®�¦�´ «�¨�¦�§ ¯"�d�T²x¡�¢�§
β = (kBT )−1

µ�¡�Â
kB

§�¢�«&­'´g��¡���¢�«�´��J«�§�¤�§0Ã�¡�­�«�Ä�¬�´��
�n¯

Å ¯��d��¢�¨�²
²_¡�¢�§�·5¨�§O­'´�­�£'´�£�¢�¡��C§%�J«�¦�§�­�§%¢E¬`¡�­�®��%¨�­�§%¢
1
§�«

2
§%¢r«-¤�§2«�ª$²x§CÆZ´JÇw¡�¨mÆ^Á�Çy¯HÀ�¡�¬�Á�£�§��

¤�§��%¡��
³�È�¨�¦�´ «�£�¡���¢)È�­�¡�Á�´�­�§%¢p¤�¨�¢�ª3¢�«�¥%¬`§*¢�¡��J«���¡�¬m²�´ «�£�Á�­�§�¢)´�¿�§%���%§y«�«�§�»Jª$²x¡�«�»�¥%¢�§nÉ
Êd¨�§�­�­�§C§%¢�«�­�§�¨�¦�®%�
§%¦�È�£�§
É

Ë ¯�Ì�¾�¬m§�¢.·3¨
§%¢�«�£�¡��
¢�­�¡�¦�¢�·3¨
§f­'´g­�£�´�£�¢�¡��u§%¢r«&¤�§f«�ª$²x§mÆK�\Ç�¡�¨�Æ^¤�Çy¯
Í ¯&Î2��¤�®%¤�¨
£�¦�§�·5¨�§�­'´p½^¡��
��«�£�¡��:¤�§�²�´�¦r«�£�«�£�¡��:�\´���¡���£�·5¨�§f¤�¨�¢�ª3¢r«�¥%¬`§0§%¢�«&¤�¡�����®%§0²�´�¦wÏ

Z(β,N) = 2
(

eβε1
)N

+
(

2eβε2
)N

.

Ð ¯&ÑC¡�����§%¦.­Z¸l§�¶
²
¦�§%¢�¢�£�¡���¤
§0­Z¸l®���§%¦�È�£�§f­�£�Á�¦�§d¤�¨�¢�ª3¢�«�¥%¬`§
F (β,N)

¯
Ò ¯��d�{¤�®�³���£�«&­k¸v®%�
§%¦�È�£�§f­�£�Á�¦�§C²�´�¦�¬`¡�­�®��%¨�­�§

f(β)
²�´�¦nÏ

f(β) = lim
N→∞

F (β,N)

N
.

Î2�q��»�§%¦���»�´��J«�º:´�²�²�¦�¡$��»
§%¦
Z(β,N)

²�´�¦d¢�¡��q²�­�¨�¢CÈ�¦�´��
¤�«�§%¦�¬m§ µn¬`¡��J«�¦�§�¦d·5¨�§
f(β)²�¦�§%��¤�¨���§±§y¶$²�¦�§%¢�¢�£�¡���¤�£�Ów®�¦�§%�J«�§�¤�§±²�´ ¦�«-§�«-¤n¸l´�¨
«�¦�§±¤n¸v¨���§±«�§%¬`²x®%¦�´H«�¨�¦�§

T0

º��%´�­���¨�­�§�¦%¯

Ô ¯&Î2�X¤�®�¤�¨�£�¦�§�­�§%¢C§�¶$²�¦�§�¢�¢�£�¡���¢f¤�§
e(β)
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z = z ��������� · z ������� · z ���� · z �"!�� �
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Iî�ì�í�ý�ðXî9ìiñ�ôS�eö�ógý!ð'ý!ðXî�ì
z
ï�þ�ø�í�ó�ð'ý�T

µ = −kT ln(z/N) .
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Kp(T ) =
(P X /P �"��Y )2

P X
2
/P ���ZY

ï�þ�ø�í�ó�ð�ý�T

Kp(T ) =

(

kT

V P �"��Y
)

[z ��������� ( ë )z ������� ( ë )]2

z ��������� ( ë 2)z ��!�� ( ë 2)z �[�� ( ë 2)z ������� ( ë 2)
exp(−∆e0/kT ) .
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�»ú?��ø�ó�ð�÷)ô�ì¨ý!ö�õXô�÷)ô�ì�ýV��î9ìi÷,ô�ï�ù�ó�ôiT

T
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log K0
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c � 1 Ô5Õ.Ö�× Ñ�Ò2Ó&ØwÙ Ö�Õ¨ÚÛÖ6Õ.Õ Ò
Ó%Ù�Ó&Ù<Ü2Ó&Ý<Þ%Ù�ßJà(Ý<ÙNÞ%Ò2Ó Õ>Özá5â Ò
Ó%Ù9ã�äså�Ò2Ù Õ
Õ Ù4Ù<Þ�à Õ.Ö Þ&æ â ß
æ á
ç

×�Ö à(æ.Ñ0ßAè2Ò�é × Ñ�Ò
è2Ù�ê*Ñ�Ø2Þ&Ù<Ó�ë�Ý�è Ö ß
Þ Õ>Ö9× Ñ�Ò2Ó&ØwÙ*ÜwÑ0Ò2Ó Õ Ù<Þ ì Ö æ.Ø Õ Ù<ÞEë Ö6Õ Ù<Ò
Ó%Þ\è
Ù P/P1 í@îgï Ü Õ æ.ðMÒ2Ù<ÓðMÒ Ö0Õ æ
à Ö à(æ
ë0Ù<ñ9Ù<ßJà × Ù × Ñ�ñ9ÜwÑ�Ó�à(Ù�ñ�Ù�ßMàEè Ö ß2Þ × Ù ×�Ö Þ<äò Ù�ñ Ö Ó%ðMÒ2Ù ó8ô^Ù<ÞGæ.Þ&Ñ0à(õ2Ù�Ó%ñ9Ù<ÞGè Ú�Ö è2Þ%Ñ0Ó%Ü
à%æ.Ñ�ßmö\ä î ä�÷�ä8Þ%Ñ�ßJà*Þ%Ñ�Ò;ë�Ù<ßJà�Ò;à(æ Õ æ.Þ&Ý<Ù<Þ�Ù�ßQÜ2õJøKÞ%æ × Ñ ç× õ2æ
ñ�æ
Ù�ÜwÑ�Ò
ÓGñ9Ù<Þ&Ò2Ó%Ù�Ó Õ.Ö Þ%Ò2Ó�ì Ö0× Ù9Ù�ùwÙ × à(æ
ë0Ù�è Ú Ò2ßmÞ%Ñ Õ æ.è2Ù@è2æ|ëKæ.Þ%Ý�úuÜ Ö Ó4Ù ï Ù<ñ9Ü Õ Ù9Ò
ß2Ù�ÜsÑ�Ò2è
Ó%Ù¼ÏÜ Ö Ó Õ¨ÚÛÖ è2Þ%Ñ�Ó&Ü
à(æ
Ñ�ß�è Ú Ò2ß âJÖ0û Þ%Ò2Ó × Ù�à%à%Ù4Þ%Ò2Ó�ì Ö0× Ù6ä

ü\ý^þMÿ�������þ����
	��2ÿ
�������������������mþ��8þ�	��� "!��
ô^Ù<ÞNÝ Õ Ù × à(Ó&Ñ�ß2Þ*ÜwÑ�Þ&Þ$#�è2Ù<ßJà�Ò2ßQñ�Ñ�ñ9Ù<ßJàGñ Ö0â ß2Ý�à(æ.ðMÒ2Ù ~µB Ô ðMÒ Ö ßJà(æ á Ý�è Ö ß2Þ Õ.Ö è
æ.Ó%Ù × à%æ.Ñ�ß ẑÞ%Ù Õ Ñ�ß ~µB = ±µB ẑ

Ñ&%
µB

Ù�Þ&à Õ Ù®ñ Ö0â ß
Ý�à(Ñ0ß�è2Ù=ö,Ñ�õ2Ó�ä î ß9Ü
Ó%Ý<Þ&Ù<ß × Ù è Ú Ò2ß × õ Ö ñ9Ü@ñ Ö6â ß2Ý�à%æ.ðMÒ2Ù
~B = Bẑ Ô¦Õ Ù<ÞSÝ Õ Ù × à(Ó&Ñ�ß2Þ Ö0× ðMÒ2æ'#<Ó%Ù�ßJà�Ò2ß2Ù�Ý�ß2Ù<Ó â æ.Ù�ñ Ö0â ß2Ý�à%æ.ðMÒ2Ù ∓µBB × Ñ�Ó&Ó%Ù�Þ%ÜsÑ�ß2è Ö ßJà Ö Òñ9Ñ�ñ�Ù�ßJà Ö0Õ æ â ß2ÝAÜ Ö Ó Ö0Õ
Õ # Õ Ù<ñ9Ù<ßJà�Ñ0Ò Ö ßMà%æ ç Ü Ö Ó Ö6Õ.Õ # Õ Ù�ñ�Ù�ßMà Ö Ò × õ Ö ñ9Ü�ä)( ß²Ý Õ Ù × à(Ó&Ñ�ß ÜsÑ�Þ&Þ$#<è
Ùè2Ñ�ß × Ò
ß2Ù4Ý<ß2Ù�Ó â æ
Ù4à%Ñ0à Ö6Õ ÙWó

E = ε ∓ µBB ,
ú+*�Ï

Ñ&%
ε
è2Ý<Þ&æ â ß2Ù4Þ&Ñ�ß�Ý�ß2Ù<Ó â æ.Ù × æ.ß2Ý�à(æ.ðMÒ2Ù6ä
, Ö ß2Þ Õ�Ú�Ö Ü2Ü2Ó&Ñ ï æ
ñ Ö à%æ.Ñ�ß�è
Ù<ÞgÝ Õ Ù × à(Ó&Ñ�ß2Þ Õ æ.Ø
Ó%Ù<Þ Ô Ù�àgÙ<ß Ö Ø
Þ%Ù<ß × Ù,è
Ù × õ Ö ñ9Ü ÔaÕ>Ö è2Ù<ß
Þ%æ
à%Ý,è Ú Ý�à Ö à(ÞÙ<ß�Ý�ß2Ù<Ó â æ.Ù Þ Ú Ý × Ó%æ
à g(ε) = α ε1/2

ä.-,õ Ö ðMÒ2Ù�Ý�à Ö à,è2Ù\à(Ó Ö ß2Þ Õ>Ö à%æ.Ñ�ß9Ù<Þ�à~è2Ñ�Ò2Ø Õ Ù<ñ9Ù<ßJà,è2Ý â Ý�ß2Ý<Ó&Ý�Ù�à
× Ñ0ßMà%æ.Ù�ßMà Õ Ù�Þ/**Ý�à Ö à%Þ,ðMÒ Ö ßJà(æ
ðMÒ2Ù<Þ4ú ±µB ẑ

Ï�ä;ô8Ù�Þ,Ý Õ Ù × à(Ó&Ñ�ß2Þ®Ñ�ØsÝ<æ
Þ%Þ&Ù<ßJà Ö Ò�Ü2Ó%æ
ß × æ
ÜwÙ=è Ú Ù ï ×<Õ Ò2Þ%æ
Ñ�ßè2ÙGÐ Ö Ò Õ æ�Ù�à=Þ%Ò2æ|ë�Ù<ßJà è2Ñ�ß ×4Õ.Ö Þ&à Ö à(æ.Þ�à(æ
ðKÒ
Ù�è2Ù10 Ù�Ó%ñ9æ ç , æ.Ó Ö0× ä
ã�Ï320Ò2Þ�à(æ á Ù<Ó�ðMÒ2Ù Õ�Ú Ý<ß2Ù�Ó â æ
Ù®à(Ñ0à Ö0Õ Ù®è Ú Ò2ß9Þ&øKÞ�à4#<ñ9Ù=è2Ù N

Ý Õ Ù × à%Ó%Ñ�ß2Þ65 T = 0
ß Ú Ù�Þ&àªÜ Ö Þ�ßMÒ Õ
Õ Ù0ä, Ý á ß2æ.Ó Õ¨Ú Ý�ß2Ù<Ó â æ.ÙEè2Ù705Ù<Ó&ñ�æ εF

Ù�à,Ù ï Ü
Ó%æ.ñ9Ù<Ó α(N,εF )
ä î Þ&à%æ.ñ9Ù<Ó × Ù�à%à(Ù=Ý<ß
Ù<Ó â æ.ÙEÜwÑ0Ò2Ó�Ò2ß�ñ9Ý�à Ö0ÕÖ0Õ
×�Ö0Õ æ.ß�ä

*�Ï î ß�Ü2Ó%Ý�Þ%Ù<ß × Ù�è2Ò × õ Ö ñ9Ü B Õ.Ö è2Ý â Ý<ß
Ý<Ó%Ù�Þ × Ù<ß × Ù�Ù<ßJà(Ó&Ù ±µB ẑ
Ù<Þ�à Õ Ù�ë�Ý�Ù0äK÷rÓ Ö0× Ù�Ó Ö0Õ Ñ�Ó%Þ Õ>Öè2Ù�ß2Þ%æ|à(Ý4è Ú Ý�à Ö à(Þ g±(E)

ÜwÑ0Ò2Ó Õ Ù�Þ=Ý Õ Ù × à(Ó&Ñ�ß2Þ Ö ë�Ù × Þ&Ü2æ.ß�Ü Ö Ó Ö0Õ.Õ # Õ Ù\Ù�à Ö ßJà%æ.Ü Ö Ó Ö0Õ.Õ # Õ Ù Ö Ò × õ Ö ñ9Ü�ä
ÎJÏ�8�à%Ù<ñ9ÜwÝ�Ó Ö à%Ò2Ó%Ù�ßMÒ Õ
Õ Ù Ô è
Ñ�ß2ß2Ù�Ó Õ Ù<Þ8Ù ï Ü2Ó&Ù<Þ%Þ&æ.Ñ�ß
Þgè2Ù�Þrß2Ñ0ñzØ2Ó%Ù�Þ N+

Ù�à
N−

è Ú Ý Õ Ù × à%Ó%Ñ�ß
Þrè2ÙÞ%Ü
æ.ßSÜ Ö Ó Ö0Õ
Õ # Õ Ù~Ù�à Ö ßJà(æ.Ü Ö Ó Ö0Õ
Õ # Õ ÙGúcÑ0ß�ìuÙ<Ó Ö Ò2ß2Ù Ö Ü2Ü2Ó&Ñ ï æ
ñ Ö à%æ.Ñ�ß@Ò
à%æ Õ æ.Þ Ö ßMà Õ.Ö ë Ö0Õ Ù�Ò2ÓªßKÒ
ñ�Ý�Ó%æ.ðMÒ2Ù
µBB/kB ∼ 1 9 Ï£ä

: Ï ÷DÓ%Ñ�Ò;ë�Ù<Ó�Ò
ß2Ù�Ù ï Ü2Ó&Ù<Þ%Þ&æ.Ñ�ß Ö Ü2Ü
Ó%Ñ ï æ.ñ Ö à(æ|ë�ÙNè
Ò±ñ�Ñ�ñ9Ù<ßJà\ñ Ö0â ß2Ý�à%æ.ðMÒ2Ù M
Ù�à�è2Ù Õ>Ö Þ&Ò2Þ ç

× Ù�Ü
à(æ
Ø2æ Õ æ
à%Ý χ
è2Ù<Þ@Ý Õ Ù × à(Ó%Ñ0ß2Þ;5 T = 0

ä3-,Ñ�ñ9Ü Ö Ó&Ù<Ó Ö Ò�Ó&Ý<Þ%Ò Õ à Ö à χ = Nµ2
B/kBT

Ñ�Ø
à%Ù<ßMÒ<5
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ðKÒ
Ù<ÞGæ.ß2è2Ý�ÜwÙ�ß2è Ö ßJà%Þ<ä îgï Ü Õ æ çðMÒ2Ù<ÓEðMÒ Ö0Õ æ
à Ö à(æ|ë�Ù<ñ9Ù<ßJà Õ.Ö è2æ
ùwÝ<Ó&Ù<ß × ÙGÙ�ßJà(Ó%Ù Õ Ù<ÞEè2Ù<Ò ï Ù ï Ü2Ó%Ù�Þ%Þ&æ.Ñ�ß2Þ�ä

=�Ï ò Ù<Ü
Ó%Ù<ß
è2Ó%Ù Õ Ù<Þ¦è2Ù<Ò ï ðMÒ2Ù<Þ�à(æ
Ñ�ß2Þ®Ü2Ó&Ý × Ý<è2Ù�ßMà%Ù<Þ Õ Ñ0Ó%Þ%ðMÒ2Ù Õ>Ö à(Ù�ñ�ÜsÝ<Ó Ö à(Ò2Ó&Ù\è2Ò�Þ&øKÞ&à$#<ñ9Ù�Ù<Þ&àß2Ñ�ß�ßMÒ Õ.Õ Ù Ô ñ Ö æ
Þ®ì Ö æ.Ø Õ Ù\Ü Ö ÓEÓ Ö Ü2ÜsÑ�Ó�à75 εF /kB
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å�æ7ç|æ,ènæ�é@ê�ërê7æ7çJì�í�ëfç�ínëïî2æ�ð�ñ�ç
ò�ð�ñ�ñ	ëïé@ó7ç�ô�æDñõæ,è�ñ�æ7ç�ô�ö÷æ,è\ø2ùbæ�ð<çJô�ö ø2ð�ðkó7æ7çJø2ð�ñ�ó�é�ëræ�í�é@æ7çKæ�ñnúoò�ð�ñ
ø�ûPû�æ�ü�ý1ü&ö÷æ�ð<ç
æ�ùWþ�ü3æKô2í�ê7ò�í�é@ç�ÿ��uð�ñ�í�ñ�ò�é&ø2ñ��Hò�ð�ñ	é&ø2ëïñ�æ�é,øOô�æ�í2èZæ,ènæ�é@ê�ërê7æ7çKø2í�ê���ò�ë èOôPø2ð<ç}ê7æ�ñ�ñ�æ
ü ë3ç�ñ�æ�ÿ�å�æ7ç|ø2ínñ	é@æ7ç>æ,ènæ�é7ê�ërê7æ7çwû�ò�ínévé@ò�ð�ñ�ç
æ�évî
ëïé|ýWç�ö÷æ�ð�ñ	é,ø��ïðkæ�é}æ�ð�î
íNæ}ô�æ|ü&ö÷æ,è\ø2ùbæ�ð�ÿ
�
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ε J ε > 0 KML 6 » »$¼N9$Á,¼�»$ÈO9�Æ2ÂW¼�» Ë�º�719<½&¼FÅ3Æ�Ñ�Ç$Æ2»P½@¿(½&ÃQÈ$¼
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Æ�½@º�7W¼�ÂI¼�Â,½[Z\@nÃ�¼?>
E = nε J n < N KIL

J Æ K^] Ç$¼�Åa¼�ÂR½5Å(¼B»$º�7Q=$Á,¼BÈ$¼ED	Æ�_�º2»$Â
Ω
È$¼KÁ&Ã�Æ2Å3¿(Â&¼�ÁcË�¼<7bÆ9Ë�Á&º�`�Ã�½@Æ9½�a

J = K µi»FÈ$Ã�È$Ç<¿3Á&¼KÅCB_¼�»\½&Á&º�9<¿3¼ S
È<ÇZÂR¹nÂR½@Í 71¼K¼�½DÂ&Æ-½&¼8719;Ã�Á@Æ9½&Ç$Á&¼

T L
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J È K µi» Ã�½@Ç<È$¿dÆ2»P½CÅ3¼�Â}Å3¿b71¿A½@¼�Â

T → 0
¼�½

T → ∞
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T L
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T
¼�½DÀ�Ã�Á,¿bZ�¼�ÁJÑ\Ç$¼CÅ3¼
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p �:qr3�st*�2��5�u&��v�F��w�,��"�-x��
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Æ9½&º�71¼�Â
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È$º�»P½DÅ3¼�À2º�Å3Ç\71¼BÈ$¼KÅ3ÆQ7bÆ2¿(Å3Å(¼JÃ�Å3Ã87W¼�»P½@Æ2¿3Á,¼B¼�Â,½

vm JC} ¿gG�Ç$Á,¼no KIL
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Ô8ÙHÑ

ÏhÔ
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ÓeÍ�ÕgÙYÚbÔ[Ø�Ò�ÚgÌ\ÓeÔ[ÏhÌÐÙ�ã/ÙHÑµä ÓeÔ
Í�ÌhÖ�Ó1Ô8Î�ÑdÔ¨Ï\Ô
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n

ÚgÍ�Ý8Ì\ÎhÔ8Ù à$ÚbÔ[Ø�Ò�ÚgÌ\ÓeÔ
Ô8Ù�Ñ¨ÏhÒ�ÎhÝmæ�Í�ÙHÙdß<ÏhÔ
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Í�ÌhÙHÙdÕEÚgÍVæh×dÔ ÙdÙdÕbÒ�Î
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(N + n)vm

Ô ÙHÑ¨ÚgÔEÎhÒ�ÓQìh×dÔmÏhÔEÜ�Í�ñ Ò�ÎhÙ[ÏhÔmæhÚgÍ�Ý8Ô ×
n

ÚÛÍ�Ý ÌhÎhÔ8Ù[ÙHÌh×
N + n
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(N + n)vm

Ý Ò�Ó1æ�Ò�×�Ñ�Í�Î�Ñ
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ÚÛÍ�Ý ÌhÎhÔ8Ù
Ô8ÎNÍ�ÏhÍ�æ\Ñ�Í¡Î�Ñ ç Ý ÔEÝ"Í�Ù[ÚgÔ Ù^ÔIö$æh×HÔ8ÙdÙHÕgÒ�Î\Ù¨Ï\ÔEÚcéëß8ÎhÔ ×dÖ�ÕbÔzÔ Ñ¨ÏhÔEÚCé�Ô Î�Ñd×dÒ�æ\ÕgÔzÒ�ì$ÑµÔ8Î�ÌhÔ ÙÞæhÍ�×�ÚgÔEÝ8Í�ÚgÝ ÌhÚ
Ó1ÕgÝ8×HÒ$Ý8Í�ÎhÒ�Î\Õgâ�ÌhÔzÏhÔmÚgÍQâ/Ì\Ô8ÙHÑdÕgÒ�Î ­ åò Ý"ó:÷zÎnÝ�ôhÔ8×HÝ�ôhÔ[ÚÛÍ¨Ø¡Í�ÚbÔ8Ìh×TÏhÔ

n ç Úcéëß8â�ÌhÕgÚbÕgìh×HÔ�ÑdôhÔ8×HÓeÒ/Ï\ã/Î�Í�Ó1Õgâ�ÌhÔ å ËzÌhÔ ÚgÚbÔ Ô ÙHÑYÚgÍ
Ý8Ò�Î\ÏhÕbÑdÕgÒ�Î
â�ÌhÔEÏhÒ�Õ+Ñ�Ø�ß ×dÕ+ø�Ô8×^ÚbÔzæ�Ò¡ÑµÔ8Î�ÑdÕgÔ8Ú.ÑµôhÔ ×dÓ1Ò$Ï$ã$ÎhÍ�ÓeÕbâ�ÌhÔ ç Úcéëß8â�ÌhÕbÚgÕbìh×dÔ\õzùYÎNÏ\ß8ÏhÌhÕb×dÔ
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Ô ÎrÜ�Ò�ÎhÝ ÑdÕgÒ�Î

ÏhÔ
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à
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Ô Ñ
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æ\ÌhÕgÙmÏhÕbÙdÝ8Ì$ÑµÔ8×<ÙdÒ�Î%Ý Ò�Óeæ.Ò�×�ÑµÔ8Ó1Ô8Î�Ñ<Ô8ÎvÜ�Ò�ÎhÝIÑµÕgÒ�ÎvÏ\ÔeÚgÍrÑdÔ8Ó1æ�ß ×µÍ¡ÑdÌh×dÔêÔIÑlÏhÔ1ÚÛÍ

æh×HÔ8ÙdÙHÕgÒ�ÎNÏ�Í�Î\Ù¨ÚbÔEÝ"Í�Ù
n � N

â/Ì\Õ�Ý Ò�×d×HÔ8ÙHæ�Ò�Î\ÏúÍ�Ì/öfÙdÕ+ÑµÌ�Í¡ÑdÕgÒ�Î\Ù�×dß Ô8ÚgÚbÔ8Ù å
û
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í Í�ÎhÙÞÝ8Ô ×HÑ�Í¡ÕgÎhÙ[Ý"Í¡Ù8àÂÚgÔ ÙÞß ÚgÔ8ÝIÑµ×HÒ�ÎhÙ[Ñµ×dä Ù¨Ü�Ò�×HÑµÔ ÓeÔ Î�ÑÞÝ Ò�Î\ø�Î\ß8Ù
æhÍ�×ÞÌ\Î¼Ý�ô�Í¡Óeæ¼ß8ÚgÔ Ý Ñd×dÕgâ�ÌhÔ<ÙdÔ
Ý8Ò�Óeæ.Ò�×HÑdÔ8Î�Ñ<Ý8Ò�Ó1Ó1ÔnÌhÎ%Ö�Í'&êæ�Í�×HÜ�Í¡ÕbÑmÏhÔêÜ�Ô8×HÓeÕbÒ�ÎhÙ ç)( Ï\ÕgÓ1Ô8ÎhÙHÕgÒ�ÎhÙ å è¦Ô Ñ?ÔIö$Ô8×HÝ8ÕbÝ8Ô1ÔIö\Í�Ó1ÕgÎhÔ
â�ÌhÔ8Úbâ�ÌhÔ8Ù¨æh×dÒ�æh×dÕbß Ñµß Ù[ÏFé�Ì\ÎNÑdÔ8Ú�Ö�Í'& å÷zÎOÝ Ò�ÎhÙHÕgÏhä ×dÔ
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ß8ÚbÔ8ÝIÑµ×dÒ�ÎhÙ ò æ�Í¡×HÑµÕbÝ8ÌhÚbÔ8ÙQÏ\ÔrÙdæhÕbÎ

1
2

Ô ÑêÏhÔrÓeÍ�ÙHÙdÔ
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ólâ�ÌhÕ�ÙHÔNÏ\ß8æhÚgÍ�Ý8Ô Î�Ñ
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Ü�Ô8×HÓeÕbÒ�ÎhÙ å
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Ï\Ò�ÎhÎhß Ô<æhÍ�×�0

ρ(ε) =
mL2

π~2
.

ò ­ ó
���21 Í�æhæ.Ô8ÚbÔ8× ÚcéëÔIö$æh×dÔ ÙdÙHÕgÒ�ÎrÏhÔ
ÚÛÍlæh×HÒ�ì�Í�ì\ÕgÚgÕ+Ñµß

f(ε)
â�ÌFéëÌhÎfß ÑµÍ¡Ñ^ÏFéëß8ÎhÔ ×dÖ�ÕbÔ

ε
ÏFéëÌhÎÐÜ�Ô ×dÓ1ÕgÒ�ÎeÙdÒ�Õ+Ñ

Ò/Ý8Ý8Ì\æ�ß ç ÚÛÍQÑµÔ Óeæ.ß8×dÍ¡ÑµÌ\×dÔ
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æ.Ò�Ìh×[ÌhÎfæ.Ò�ÑµÔ Î�ÑµÕgÔ Ú�Ý�ôhÕgÓ1Õgâ�ÌhÔ
µ

ÏhÒ�ÎhÎhß å
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