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Feuille 1 Algébre
Matrices

Exercice 1.
Lo (11
Soit A = (0 1) € M, ,(R)

Pour tout n € Z, calculer A™.

Correction exercice 1.

w3 G D=0 DwmaanG DG -G )

Montrons par récurrence que pour tout n € N, A™ = ((1) 111)
1 0

H _ 0 _
Sin=0,4 _1_(0 .

Montrons que 1’égalité au rang n entraine celle au rang n + 1.
An+1=A”A=(1 n)(l 1):(1 n+1)

), la relation est vraie.

0 1/\0 1 0 1
Ce qui acheve la récurrence.
Sim > 0, calculons (4A™)~1
v (%1 _ (N
Soit X = (xz) ety = (yz) deux vecteurs colonnes de M, ; (R)
_m Y1y _ (1 m\ (% Y1 = X1 +mx; X1 =Y —mx; X1 =YL —my; X1
=4 X(:)(Yz)_(o 1)(952)@{ Y2 = X3 (:){ X2 = V2 @{ X2 = Y2 (:)(xz)

=6 76

Par conséquent (4™)~1 = (é _1m) or(AM)~l=4"m

Donc A ™ = ((1) _1m)

Pour trouver A™ avec n < 0, on pose m = —n > 0, donc n = —m et on utilise ce que 1’on vient de trouver

0 1 0 1
Finalement, pour tout n € Z, A™ = ((1) 111)
Exercice 2.
Soit 4 = (i ‘3}) € M, ,(R) et soit X = (2) € M, (R) etsoit ‘X = (X1 X2) € M;,(R)

1. Calculer AX, XA et tXAX
2. Calculer A™1, I’inverse de la matrice A.

Correction exercice 2.
1.

[ Bl s

5 4
tXA = (xl xz) (4 3) = (le + 4x2 4x1 + 3x2)



5 4\ /X X
tXAX == (xl xZ) (4 3) (x;) = (le + 4x2 4-x1 + 3x2) (x;> = x1(5x1 + 4-x2) + x2(4x1 + 3x2)

= 5x% + 8x;x, + 3x%

2.
_ y1 _ le + 4x2) Ll {le + 4x2 == yl L1 { le + 4x2 = yl
Y - AX < ()’2) - <4x1 + 3x2 < L2 4-x1 + 3x2 = yZ < 5L2 —_ 4’l1 —xz = _4y1 + 5y2

o {5x1 == _4x2 + y]_ o {le = _4(4y1 - Syz) + yl PN {le = _15y1 + 20y2
X2 =4y1 — 5Y; Xy = 4y1 — 5y, X2 = 4y1 — 5y,
x1==3y1+4y, _ %1\ _ (=3 4\

ﬁ{xZ=4‘y1_5y2 c>(-}XIZ)_(LI- 5)(}’2)

Par conséquent
(=3 4
A= ( 4 5)
Exercice 3.

. . 1- .
Soit E I’ensemble des matrices de la forme T = (; 1— g) € M, ,(R), ot € [0,1] et B € [0,1]
Autrement dit la somme des coefficients de la premiere ligne vaut 1 et la somme des coefficients de la
seconde ligne vaut 1.
1. Montrer que pour tout T € E et pour toutn € N*, T" € E

2. SoitT = i(i ;) montrer que T € E, puis montrer, par récurrence, que pour toutn € N
1

=

21+2% 1—2ﬂ)

1-27" 142™
Et vérifierque T™ € E.

3. Les joueurs d’un club de football sont partagés en deux équipes : une équipe A de titulaires et une
équipe B de remplacants qui ont toutes les deux le méme nombres de joueurs. L’entraineur change la
composition de ces équipes aprées chacun des matchs, suivant les performances des joueurs. Une étude
statistique menée au cours des saisons précédentes permet d’estimer que :

e Siun joueur fait partie de 1’équipe A, la probabilité qu’il joue le match suivant est 4.

e Siun joueur fait partie de 1’équipe B, la probabilité qu’il joue le match suivant est donc de 7.
Enzo vient d’arriver dans le club et la probabilité a,, qu’il joue le match n et b,, = 1 — a,, la probabilité
qu’il ne joue pas le match. On suppose qu’il a une chance sur dix de jouer le premier match, donc a, =
0,1.

Montrer que B, = (a, by) Vérifie la relation de récurrence

Py, =PT, neN
{ P_(l 9>
°7\10’10
s 1(3 1
OuT—4(1 3).

4. Quelle est la probabilité qu’il joue le match 1, le match n ?

Correction exercice 3.
1. Montrons d’abord que le produit de 2 matrices de E est dans E



_(ap+ (A —a)df, a;(1—az)+ (1 —a)(d—p;)

1) (5 1) e s ra e Al e )

nt=(g 1) (g 125
_ (a1a2 +B,—afB; ay—aa+ 1= —a; + a1.32)
praz + By — 1Bz B1— Praz +1— By — By + B1f-
_ (“1“2 + B, —a1f, —aa,+1—p,+ “1ﬁ2>
Biaz + By — BBz —Braz+1— B+ BB
Il suffit de remarquer que la somme des coefficients de la premiére ligne vaut 1, ainsi que la somme des
coefficients de la seconde ligne pour en déduire que T, T, € E.
Pourn =1, T! € E, puis par récurrence T"*1 =T"T € EcarT" € E et T € E, ce qui montre bien que

pour toutn € N*,T" € E.
_1(3 1\ _(3/4 1/4) 3,1_ 13
-T—4(1 3)—(1/4 3/4,Comme4+4—1etque4+4—1,celamontrequeTeE
Pourn =10
1 -0 _ 20 1
70 (1+2 1-2 )_ (2 0):1

“2\1—20 142972\ 2

C’est bon
1142™m™ 1-2m1,3 1
n+l _ pnp — _ —
=TT 2(1—2—” 1+2—n)4(1 3)
B 1(3(1 +2) 41 -2 1427 4+3(1- z-n)>
“8\31-2"4+14+2" 3142 +1-2T"
1 1
— -n o -—nH)o—nm
Latzx2r 4-2xzmy 1 Thgxe? dogxe

“8U4—2x2" 442x2m

2 1—1><2‘" 1+1x2‘"
2 2
_ 1(1 +2-(+1) 1 _ 2—(n+1))
2\1 — 2—(n+1) 1+ 2—(n+1)
Ce qui acheve la récurrence
Si Enzo jouait au n-iémes match il a % chance de jouer le n + 1-iémes et s’il ne jouait pas il a ¥ de le

jouer donc

An+1 :Zan +an

Et
3 1 3 1 3 1 3 1 1 3
b1 =1=0nyy =7 +7- <Zan+zbn) =50 —an) +5A—by) =7by a0 =70+ 7 by
On obtient donc le systéme
3 1
Ap1 = 7 an + 5 by

4 4 3/4 1/4
F A e @ b =@ B (()s 3a) @ Pan =BT
bn+1:Zan+an

1 9

=G5 13- (o %)
°~\10 ~ 10/ \10’10

. P =P,T = (1io 1%)%(?; é) = i(g %) = (110 %0) . La probabilité a; qu’Enzo joue dans 1’équipe
A pour le match 1 est 3/10.
P; = PyT
P, = P,T = P,TT = P,T?
P; = P,T = P,T?T = P,T?
Montrons par récurrence que B, = P,T"



Pourn = 0, P,T® = Pyl = P,, c’est bon
P,.; = B,T = P,T"T = P,T"*!
Ce qui acheve la récurrence
Donc pourtoutn € N, B, = P,T"
Par conséquent

1 1 1 142™m 1-2m _ 1 142™ 1-27"
= — —TN — — —_ = — n
i 10 @ 9 2 T 10 @9 2 <1 -2 1+ 2‘”) 20 @ or (1 -2 1+ 2‘”)

1 1

= %(1 +27+9(1-2") 1-2"4+9(1+2™M) = %(10 —8x2™ 104+8x2™")
—(1 2><2‘n 1+2><2‘")
2 5 2 5
Ce qui montre que la probabilité qu’Enzo joue le match n est
1 2 2n = 1 2™t
2 5 2 5

Exercice 4.
A tout nombre réel t on associe la matrice
_(ch(t) sh(t))
O (sh(t) ch(t)
1. Soient t; et t, deux réels. Calculer le produit matriciel M (t;)M(t,).
2. Soit t un réel. Montrer que M (t) est inversible et fournir une expression trés simple de [M (t)] 1.

Correction exercice 4.
1.
_(ch(ty) sh(ty)\(ch(ty) sh(t,)
MEME) = (G i) (hied enie)
_ (Ch(tl)ch(tz) + sh(t;)sh(t,) ch(ty)sh(t,) + sh(tl)ch(tz))
~ \sh(¢t;)ch(t,) + ch(ty)sh(t,) sh(t;)sh(t,) + ch(t;)ch(ty)
eli+eliel2 etz eli—eTliglz — et

Ch(tl)Ch(tz) + Sh(tl)Sh(tz) = 2 2 + > 2
plitts 4 pti—ts 1 p—titty 4 p=ti=ty  plitly 4 pti—ty | p—ti+ty 4 o—t1-E
h 4 4
2etitts 4 9o—(t1+t2)
= = Ch(tl + tz)

4
ef1 —e tielz f etz elifetielz —e7t2

Sh(tl)Ch(tz) + Ch(tl)Sh(tz) = 2 2 + 2 2
et1+t2 + etl_tz _ e—t1+t2 _ e—tl—tz et1+t2 _ etl_tz + e_t1+t2 _ e—tl—tz
= +
4 4
Retittz _ 9o—(t1ttz)
== = Sh(tl + tz)

4
Donc M(t,)M(t,) = M(t; + t,)

2. Comme M(£)M(—t) = M(0) = I donc (M(t)) " = M(—t)

Exercice 5.

Soit U,, une suite de vecteurs de M ; (R) définie par U+, = AUy, 0U A = (é D etU, = (i)

1. Montrer par récurrence que Vn € N que U,, = A"U,.
2. Calculer U,, en fonction de n.



Correction exercice 5.
1. AU, =1U, = U,, c’est bon
U,rq = AU, = AA"U, = A™1U,
Ce qui acheve la récurrence.
2. |l faut calculer A™, ce que I’on a fait a I’exercice 1

= 1

Par conséquent U,, = (é Tll) G) = (2 -|1—n)

Exercice 6.

Soit U,, une suite de vecteurs de M ; (R) définie par Uy, +; = AU, + B, 00 A = (1/5 0), B = (1) et

0 2 0

b= )

1. Montrer qu’il existe une matrice colonne C de M, ; (R) qui vérifie C = AC + B
2. SoitV;, = U, — C, montrer par récurrence que Vn € N que V,, = A™V,.
3. Calculer U,, en fonction de n.

Correction exercice 6.

1. OnposeC = (;)

4
C=AC+B<:>C—AC=B<:>(I—A)C=B<:>(g 0>(x)=(1)@{§X= @[x=

0 -1
5
Donc € = <4>
0

2.
Vpy1=Upt1—C=AU, +B—-C =AU, +(I—-A)C—-C=AU,+C—AC—-C =AU, — AC
=AU, - C) =AV,
Et comme dans I’exercice 4. on en déduit que
V, = A"V,
3.
U1 —C=A"Uy—C) © Upy; =AUy - C) + C
Le calcul de A™ est du méme genre que celui de 1’exercice 4, puisque la matrice est diagonale
1
=F
0 2m
Et donc
A N A N T AN A VA W A W v S A W
= OG- 2)6)6-F) -3
0o 2 0 0 0 2"/ \1 0 2" 0 2n
Exercice 7.

1. SiA € M,3(R)etB € M;z4(R), alors peut-on effectuer les opérations C = A+ B, D = AB
Si ¢’est possible quelle est la dimension de C, de D ?

2. Pour effectuer le produit de deux matrices A et B il faut que
a. A et B aient le méme nombre de lignes ?

5

4

)



b. A et B aient le méme nombre de colonnes ?
c. A aautant de lignes que B de colonnes ?

d. A aautant de colonnes de B de lignes ?
Répondre par vrai ou faux a chaque fois.

2 3 1 3 0 2
3. SiA=|0 -1 3]JetB=(1 2 -1
-2 0 4 31 0

Calculer AB et BA

3 0 2
4 SiA=(2 3 1)eth 1 2 -1
0 -1 3 s 0

Expliquer pourquoi on peut calculer AB (et calculer cette matrice) et pourquoi on ne peut pas calculer
BA.

Correction exercice 7.
1. A et B ne peuvent pas étre additionnés car elles n’ont pas le méme nombre de lignes. On aurait pu
remarquer aussi qu’elles n’ont pas le méme nombre de colonnes. Donc C n’existe pas.
A atrois colonnes et B a trois lignes donc on peut les multiplier (avec A en premiére position et B en
seconde). D existe.
D a deux lignes et six colonnes, autrement dit D € M, ¢(R)

2.
a. Faux
b. Faux
c. Vrai
d. Faux
3.

2 3 1\/3 0 2 12 7 -1
AB=<0 -1 3)(1 2 —1>=<0 1 1)
-2 0 4/\3 1 0 6 4 —4
3 0 2 2 3 1 2 9 11
BA=<1 —1)(0 -1 3)=<4 1 3)
3 0 -2 0 4 6 8 6
Remarque AB # BA

1 -1 2 0
aa=( 2 ;)eth(O 1 3)
2 3 00
A atrois colonnes et B trois lignes, donc on peut calculer AB

1 -1 2 0
2 3 1 4 4 19 9
4B = ( )(0 1 5 3) = ( )
0 -1 3 2 3 0 0 -3 8 =5 -3
B a quatre lignes et A a deux colonnes, dont BA n’existe pas.

- N

vl

Exercice 8.
Calculer I’inverse, si elle existe, des matrices suivantes.

1 2 3 1 2 -3
Ai=(0 -1 4); 4,=|1 -1 4
0O 0 1 -2 -1 -1

Correction exercice 8.



o)1)

1 x1 + sz + SX3 = yl x1 = —2x2 - 3x3 +y1
Y A1XC>< > < —1 4)( )@{ _xZ+4X3:y2 @{ x2=4x3—y2

X3

X3 =Y3 X3 =Y3
—2( V2 +4y3) —3y; + ¥4 X, =Y+ 2y; —11ly; X1

< i Xy ==y, +4y3 @{ X ==y, +4y; & <x2>
X3 =Y3 X3 = Y3 X3

1 2 =11\ /N
=<0 -1 4 ><Y2)@X=AI1Y
0 0 1/ \y3
1 2 -11
Avec A7 =(0 -1 4 )

0 O 1

X1 V1
Onpose X =| X2 |JetY = <Yz>
X3 V3

Y1 1 2 =3\/%1 Ly(x1+2x;, —3x3 =y
Y=A,Xe (V2= 1 -1 4 |[X2]|elx—x+i4x =y,
Y3 -2 -1 -1/ \Xx3 L

—2X1 — X2 + X3 = Y3

L4 X1+ 2x, —3x3 =y, Ly X1+ 2x; —3x3 =y
(= L2 - Ll {_33(2 + 7x3 = yz - yl (—4 LZ {_33(2 + 7x3 = yz - yl
L3+2L1 3xl_7X3:)/3+2y1 L3+L2 O:y3+y2+y1

Siys +y, +y; # 0iln’y a pas de solution
Siy; +y, +y; = 0, le systeme devient

2
{x1+2x2_3x3:y1 < X1:—12x2+3x3+y1 o X1=§(7X3—y2+y1)+3x?,+y1
—3x; +7x3 =Y, —y1 X, =—=Tx3—y, + 1
2 3( 35— Y2+ 1) x2=—§(7x3—y2+y1)
Inutile d’aller plus loin, a partir du systéme ou y; + y, + y3 = 0, il était clair que I’on ne pouvait plus
trouver x,, x, et x5 en fonction de y,, y, et y;. Donc la matrice A, n’est pas inversible.

Exercice 9.

1 1 1
SoitA=|1 2 2
1 3 4

Déterminer pour quelles valeurs de 4 la matrice A est-elle inversible, et si elle est inversible déterminer A~

Correction exercice 9.

X1 V1
On pose X = <x2> ety = <y2>
X3 V3

Y1 1 1 1\ /*% Li( X1 +x3+x3 =y
Y=AXo (V2|=[1 2 2]|(x2]|eLy{xi+2x;,+2x3 =y,
V3 1 3 A/ \x3 L3 \xqy +3x, + x5 = y3

L, X1+ X+ X3 =Y
(:)Lz—Ll{ Xt X3 =Y, =1

22+ (A—1Dx3 =y3 —y;
Lq X1t X tX3 =y
{ X +tX3 =Y, — V1
A=3)x3=y3—y1 =202 — Y1) =y1 — 2y, + 3



Donc si A = 3 la matrice n’est pas inversible (A~1 n’existe pas). Si A # 3 alors

( X1 =Y1— X2~ X3
~ LD oAtz Al 1
Y=AX(:>4x2_y2_y1_/1—3 Y1 =2y, ty3) = 1_3}’1"‘1_3)’2_/1_3)’3
1

L X3 = m(% — 2y, +y3)

( —A+2 A—-1 1 1

X1=Y1—<WY1+A_3372—A_33’3)— m(y1—2y2+3’3)

o ) —A+2 A-1 1

x2=

1-3 Y1+)l_33’2—/1_33’3

1
X3 = m(% —2y; +y3)
A+4
xlzz}ﬁ—}’z—m}’s .
"y —A+2 A1 | %
= - 2
X2 /1_33’1 /1_33’2 /1_33’3 X5

L X3 =551 —2y2 +ys)

(2/1—6 —1+3 —A+4)
=——-14+2 21-1 -1
A=3 1 -2 1
Exercice 10.
13 -8 -—-12
SoitA=(12 -7 -—-12
6 —4 -5

1. Calculer A™ pour toutn € N.
2. Calculer A™ pour tout n € Z.

Correction exercice 10.
1. On commence par calculer A2

13 -8 —-12\ /13 -8 -12 1 0 0
A>=(12 -7 -=-12|l12 -7 —=-12])=(0 1 0O
6 —4 -5 6 —4 -5 0 0 1

A%? =T donc A%™ = (A2)™ =™ =] et A>™*1 = A?™M4 = A.
Cela donne A™ pour tout n € N.
2. Commed?=1],alorsA™1=4
Sim>0A4A"=A1Hm=4m
Sin<0,onposen=—-m(m=-n>0)
AT =A™ = (A—l)m =AM = A"
Ensuite cela dépend de la parité de n.

Exercice 11.

Soit A une matrice carrée. On suppose que A vérifie I’identité A3 — A2 — I = 0. Montrer que A est
inversible et donner une formule simple pour A~

Correction exercice 11.
B-A-=0A3-A2=]cAA2-A)=I
Donc A est inversibleet A"l = A2 - A



Exercice 12.

1 0 O
SoitA=(0 0 1
0 -1 0

1. Calculer A? et A3. Calculer A3 — A2 + A —1.

2. Exprimer A~ en fonction de A2, A et].

3. Exprimer A* en fonction de A%, A et I.
Correction exercice 12.

1 0 0\/1 0 0 1 0 0
1. A2=<0 0 1)(0 0 1) <0 -1 0)
0 -1 0/\0 -1 0 0 0 -1
1 0 0\/1L 0 O 1 0 0
A3=A2A=(O -1 0)(0 0 1>=<0 0 —1)
0 0 —-1/\0 -1 0 01 0

1 0 O 1 0 0 1 0 O 1 0 0 0 0 O
A*—A*+A-1=|0 0 -1])-{0 -1 o0 ])J+{(0 0 1])—(0 1 0]=(0 0 0]=
01 0 0 0 -1 0 -1 0 0 0 1 0 0 O

0
2. A3—A24+A—-1=0A(A2—-A+1)=1donc AestinversibleetA™1 =42 —-A+1
3. A®=A2—A+1doncA*=AA2—-A+D)=A3—-A2+A=(A’-A+])—-A’+A=1

Exercice 13.
On dit qu’une matrice carrée M est nilpotente lorsqu’il existe un k > 1 tel que M* = 0 et qu’elle est
unipotente lorsqu’il existe un entier k > 1 tel que M* = I,,. Soit n > 1 un entier et A et B deux matrices
carrées (n, n).
1. Montrer que si AB est nilpotente, BA 1’est aussi.
2. Montrer que si AB est unipotente, BA 1’est aussi.

Correction exercice 13.
1. Supposons qu’il existe k € N* tel que (AB)* = 0
Alors

(BA)*** = (BA)(BA) ...(BA) = B <(AB)(AB) (AB))A =B0kA=0
k+1 fois k fois

Donc BA est aussi nilpotentente

2. Supposons qu’il existe k € N* tel que (AB)* = I,
(AB)* =1, © (AB)(4B) ...(AB) = I, & (AB)(AB) ...(AB) (4B) =1,
k fois k-1 fois
Ce qui montre que AB est inversible et que I’inverse de AB, qui est B~1A~ est aussi (AB)(AB) ...(4B)
k-1 fois

Donc

(BA)* = (BA)(BA) ...(BA) = B <(AB)(AB) (AB))A =BB A HA=BBHA 1) =11,
k fois k-1 fois
= In

Donc BA est unipotente.

Exercice 14.



Soient A et B deux matrices dans M, (KK) satisfaisant AB = BA.

1. Montrer que pourtoutn € Nona:
n n

A+ =) (p) kst =" (1) Brrar

k=0 k=0
2. Calculer A™ pour tout n € N\ {0,1,2}, ou A est la matrice suivante :

2 1 0
A=10 2 1
0 0 2

Correction exercice 14.

1. Voir le cours
2.

2 1 0 1.0 0 010
A=(0 2 1]=2{0 1 o|+{(0 0 1|=2L+);
0 0 2 00 1 000

(213)]3 = 2J3 =]3(213)
01 0/0 1 O 0 0 1
]§=(0 0 1)(0 0 1>=<0 0 0)
0 0 0/\0 0 O 0 0 O

0 1 0\/0 0 1\/0 0 O
J3=J3,=(0 0o 1|{0o o o]lo 0 O
0 0 0o/\0o 0 0o/\0 0 O

Et donc pour tout k > 3, J¥ = 0

n

A=+ n = () @k (7) = (5) @mg + (1) @r g + (3) @273 + 0

k=0

On peut appliquer le 1.

nn—1)
2

(100 (OO0 gy (001
=20 1 0)+n2"*{0 0 1]+———2"7[0 0 0
00 1 0.0 0

0 0 O
(2” n2n-1 n(n—l)Z”‘3>

= 271.]3 + nZn_1]3 + 2n_2]§

= 0 zn nzn—l
0 0 2"
Exercice 15.
2 1 1
Soit A la matrice A = (1 2 1>.
1 1 2

Ecrire A = B + I, calculer B™ pour tout n € N, et en déduire A™. Vérifier que A% = 54 — 41.
En déduire que A est inversible et calculer A™1.

Correction exercice 15.

2 1 1 1 00 1 1 1
B=A—I=<1 2 1)—(0 1 0>=(1 1 1)
1 1 2 0 0 1 1 1 1
1 1 1\/1 1 1 3 3 3 1 1 1
132:(1 1 1) 1 1 1>=(3 3 3>=3(1 1 1>=BB
11 1/\1 1 1 3 3 3 1 1 1
B3 = B’B = 3BB = 3B? = 3?B



Montrons par récurrence que pour toutn > 1, B™ = 3""1B, ¢’est vrai pour n = 1 (et 2)
B"*! = B"B = 3""'BB = 3""1B* = 3"B
Ce qui acheve la récurrence.

I et B commutent (car IB = BI) donc on peut appliquer la formule du binéme de Newton.
n n

= = S ()= D ()= ()5 ) ()= ()7
k=1 k=1

SYAE LR PNREREIHERE

k=1 k=0

=1+ (i () 3+ an* —%)B =1+ (%zn: () 3*1m* —%)B

k=0 k=0

1 1 1
=1 (—3 1”——)B=I -(@4"-1)B
+(3B+D"-3)B=1+5@" - 1)
Il a fallu un peu « bricoler » la somme }7_, (Z) 3%=1 pour retomber sur la formule du binéme.

2 1 1N/2 1 1 6 5 5
A2=<121><121>=(565>
1 1 2/\1 1 2 5 5 6

2 1 1 1 0 O 6 5 5
5A—4I =51 2 1])—4{0 1 0]=|5 6 5
1 1 2 0 0 1 5 5 6

On a bien A% = 54 — 41, ce qui équivaut a —A% + 54 = 41 et encore a

Et

L isny=1ea 20
4 B 4
Cela montre que A est inversible et que
. —A+5I
4
Exercice 16.
Soit A = (Z :4). Calculer A%>°. On pourra calculer pour tout k > 2, B¥ ol B=A—1

Correction exercice 16.
= H=2=(0 “H(¢ =0 N=svk=28 =0

4 —4 4 —4/\4 -4 0 0
Comme B et I commutent, on peut appliquer la formule du binbme
250 250
250 250 250 k71250—-k Z 250 k _ 250 0 250 1 —
A0 = (B + ) —;(k)BI _k—O(k)B —(O)B +(1)B +0 =1+250B
_(1 0 4 —4\ _ (1001 -1000
=(o D+250(; Z3)=Clooo —g99)

Exercice 17.
Soit m un réel non nul ; on pose :



1. Calculer (A + (A —2I).
Soit deux matrices B et C telles que BC = O et C # 0, peut-on en déduire que B = 0.

Soit B = %(A +etC = %(A — 21). Calculer B? et C2. En déduire une expression simple de B™ et C™",
n € N*,
4. En déduire que pour toutn > 1:
A" =2"B + (—1D)"*1C

Correction exercice 17.

1.
//0 m mz\ \//O m mz\ \
|10m 100”10m 1 0 0|
A+DA-2D=||m [+10o 1 o] ||| m |-2{0 1 o
\1 1 / 0 0 1 \1 1 / 0 0 1
— = 0 — = 0
m?2 m m?Z m
/1 m mz\/—Z m mz\
1 1
— 1 m — =2 m
=| m || m I
522 )
m? m m? m
—2+1+1 ,
/—2+1+1 == m(—2+1+1)\
—24+14+1
:iT —-2+1+1 (=24+1+1)m |:0
—2+1+1
———— (2+1+Dm -2+1+1
m
2. Non bien sdr il suffit de regarder la question 1., (A + I)(A — 2I) = 0 et A — 2I # O, pourtant A +
I #0.
3.

m2 m
1+1+1 m+m+m m?*(Q1+1+1) 3 3m 3m?
1 1 1 3
1 mim+m 14141 —4—4— 1l3m 3 =
=9 m m m [Ty m
1 1 1 1 1 1 3 3
— ——4— 1+1+1 — — 3
m2 m2 m2 m m m m m
/1 m m\
i
3\1
m2 m

12



/—2 m m\/—Z m mz\
1 1
17 — -2 — =2
C2=§| m Al m o
\1 1 2/\1 1 2/
m? m m? m
44+1+1 —2m—-2m+m —2m?+m? —2m?
-2 =2 1
Y —+—+= 1+4+1 —2m—2m+m
==l m m m
-2 1 -2 1 -2 =2
—t—t— —t—t— 1+1+4
m2 m2 m2 m m m
6 —3m —3m? /—2 m mz\
_1 -3 1 1
9

— 6 -3m | _ — =2 m |_
m =3l m =—C
m?2 m m?2 m
Par des récurrences élémentaires pour tout n > 1
B"=B et C"=(-1D"1C
On fera quand méme attention au fait que n > 1 et au (—1)™** devant C.

4. Premiére méthode
On remarque que A = 2B + C, que BC = %(A +1)(A—2I) = 0 etque

CB =%(A+I)(A—2]) =%(A—21)(A+I) =0

Car Al = IA. Ce qui montre que B et C commutent, autrement dit BC = CB, on peut alors appliquer la

formule du binbme de Newton.
n

n-1
A" = (2B + C)" = Z (Z) (2B)kCn* = (3) (2B)°C™ + Z (Z) (2B)kCnk + (Z) (2B)"CO
k=1

k=0
n-1
_ n n knk n—k n
= IC +Z(k)2 BkC™k 4+ (2B)"]
k=1

Puis pour k € [1,n — 1], B¥c™* = BcBk=1¢c"*=1 = gB*~1¢"*-1 = 0, car BC = CB.
Donc
A" = C™ + 2"B™ = 2"B + (—1)"*1C
Deuxiéme méthode, par récurrence
Pour n = 1, on vérifie bien que A = 2B + C et montrons que 1’égalité au rang n entraine celle au rang
n+ 1.
AV = A"A = (2"B + (—1)™*1C)(2B + €) = 2"*1B?% + 2"BC + 2(—1)"*1CB + (—1)"*1¢?
Comme on I’a vu dans la premieére méthode BC = CB = 0
An+1 = A"A = 2n+1B2 + (_1)n+1Cz — 2n+1B —_ (_1)n+1C — 2n+1B + (_1)n+ZC
Ce qui acheve la récurrence.

Exercice 18.
Soitn = 1, un entier, et soient A et B deux matrices carrées (n,n). On suppose que la somme de chaque
ligne de A et la somme de chaque ligne de B vaut 1. Montrer qu’il en ait de méme pour le produit AB.

Correction exercice 18.
On pose A= (ai‘j)lgign etB = (bi,j)lsisn
1<js<n

1<js<n

Ona:
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n n
Vi € [[1,n]],z a;;=1 et Vi€ Hl,n]],z bij=1
j=1 j=1

Comme
n
AB = (Z ai'kbk ]>
k=1 1<isn
1<j<
n n n n n n n n
VlE[[l,n]],z<zalkbk]>=z Zai,kbk] =Z alkzbk] _Z(alkX1)_za’lk_1
j=1 \k=1 k=1 \j=1 k=1 j=1 k=1 k=1
Exercice 19.
Montrer que la matrices carrée A définie par :
0O 0 2 1
(0 1 -1 0
A=11 0 3 1
o -1 -2 -1
Est inversible en calculant explicitement son inverse.
Correction exercice 19.
Soient X et Y deux vecteurs colonnes tels que AX =Y
0 0 2 1 X1 Vi L, 2x3 + X4 = Y1
0 1 -1 0 X2\ _[Y2 (:Lz X2 = X3 = Y3
-1 0 3 1 X3 Y3 Ly )—x1 +3x3+x4 =3
o -1 -2 -1 X4 Va Ly \—=xy —2x3 — X4 =y,

Impossible d’appliquer la méthode du pivot de Gauss, puisque le coefficient devant x, dans la premiere
équation est nul.

L3 _XI+BX3+X4=}/3 L1 —X1+3x3+x4=y3
L, X2 —X3 =Y L, X2 — X3 = )2
AX =Y & S
Ly | =% —=2x3— X4 =Ys Ly+Ly)—3x3—x4 =Y+,
Ly 2x3+ x4 =1 Ly 2x3+ x4 =Y,
L, x1 = —y3 +3x3 + x4 L1|( x1=—3_13+3x3+x4
Xy = Y2 T X3
o L, Xy =Yz + X3 @L24 1
Ly 3X3 = =Y — Y4 — X4 Ls x3=§(—yz—y4—(3y1+2y2+2y4))
3L, + 203 \x4 = 3y, + 2y, + 2 Ll
4 3 \Xg 41 Y2 Va 4 X4 =3y, + 2y, + 2y,
( X1 = —Y3+3x3+ x4
X2 =Yzt X3
=X 1
x3:§(—3}’1—3}’2_3ﬂ)
\ Xy =3y + 2y, + 2y,
x; = —=y3+3(=y1 —¥2 —ya) + By1 + 2y, + 2y,) X1="Y27YV3 " Wa
o ) xe:_yz;}ﬁ;h;ﬂ o xx—zfy_{ly_)fy
3= "Y1 Y2" s 3= 1 2 4
Xy =3y1+ 2y, + 2y, X4 = 3y1 + 2y, + 2y,
X1 o -1 -1 -1 Y1
X1 _[—-1 0 0o -1 Y2
Flas Tl =1 0 -1l
X4 3 2 0 2 Vs
Donc
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0 -1 -1 -1
-1 0 0 -1
-1 -1 0 -1

3 2 0 2

ATl =

Exercice 20.

1.

Soit G ’ensemble des matrices carrées (de M, (R)) ayant les deux propriétés suivantes :
I. Tout élément de G est inversible.
ii. Pour tous 4, B € G, (AB)? = A%B?.

Montrer que G est un groupe multiplicatif, C’est-a-dire que :

I1EQG.

Pourtous A,B € G, AB € G.

Pour tous 4,B,C € G, (AB)C = A(BC).

Pourtout A € G, A"t € G.

Soit G ’ensemble des matrices carrées (de M, (R)) ayant les deux propriétés suivantes :
I. Tout élément de G est inversible.
ii. Pour tous 4, B € G, (AB)3 = A3B3 et (AB)* = A*B*.

Montrer que G est un groupe multiplicatif, C’est-a-dire que :

I E€QG.

Pourtous A,B € G, AB € G.

Pour tous 4,B,C € G, (AB)C = A(BC).

Pourtout A € G, A"t € G.

On pourra commencer par montrer que AB3 = B3A et AB* = B*A

Correction exercice 20.
(AB)? = A%B? et A, B inversibles équivaut a ABAB = A%B? et A, B inversibles, puis en multipliant par A™2
agauche et B~! adroiteona:

{A, B inversibles {A, B inversibles
(AB)? = A%B? BA = AB

1. [ estinversible et I commutent avec toutes les matrices, donc I € G.
(AB)™! = B~tA ! est inversible si A et B sont inversibles. Il reste a montrer que AB commute avec
toutes matrices C de G
(AB)C = A(BC) = A(CB) = (AC)B = (CA)B = C(AB)
Donc AB € G.
L’associativité est vraie pour toutes les matrices.
Si A € G, A estinversible et A~ est inversible. 1l reste a montrer que A~ commute avec toutes les
matrices B de G.
Montrons d’abord que si B € G alors B™1 € G.
BB~ '=1=B"1B
Doncb™' € G
ATl B=B 1A 1=UB ) 1=(B"1H141=pA""
CarBleGetdoncAteG
2.
Exercice 21.

Soit A une matrice réelle a n lignes et p colonnes et f 1’application qui a un vecteurs colonnes X a p lignes
associe le vecteur colonne a n lignes f(X) = AX.

1.

On suppose qu’il existe une matrice B telle que BA = ,, montrer que f est injective.
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2. On suppose qu’il existe une matrice B telle que AB = I,,, montrer que f est surjective.
3. Etudier la réciproque de chacune de ces assertions.

Exercice 22. Résoudre I’équation x3 = 1 dans chacun des corps : R, C et Z/77Z.
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