Université Claude Bernard Lyon 1 UE Fondamentaux des Mathématiques II
Semestre de printemps 2017-2018

Feuille 8 : Intégrales de Riemann

1 Calcul d’aires

Exercice 1. Considérons
f:[-1,1]-R
x— /1 —22
1. Dessiner le graphe de f.
2. Soit z € [—1,1]. Montrer que si l'on pose § = arccos(z), alors (x, f(z)) = (cos8,sin ).
3. En déduire fil f(z)da.

Correction. 1.

y=+1— a2

T

2. z € [-1,1], et donc = = cos(arccos(x)) = cosf. Mais alors f(z) = V1 —cos?26 = |sinf| =
sin 0, puisque 6 € [0, 7].

3. D’aprés la question précédente, le graphe de f décrit exactement un demi-cercle de centre 0
et de rayon 1. On en déduit que f_ll f(z)dz = 7/2.

Exercice 2. Déterminer 'aire des domaine hachurés représentés ci-dessous.

1.\ 2. Y Y=z
Ny =z

r=2

T

Correction. 1. Les courbes d’équation y = 1 et y = 22 se croisent en les points (—1,1) et (1,1).

Ainsi, I'aire du domaine, que 1’on note A, est donnée par

1 1
2 4
Az/ 1d$7/ ?dr=2--=-
1 1 3 3



2. Cette fois-ci, on intégre entre 0 et 2, mais il faut faire attention, car les courbes se croisent,
et il faut donc séparer I'intégrale en deux morceaux. Ainsi, I'aire est

' ? 2 1,1t 1 9 2
A=/ (ﬁ—x)dx—l—/ (x — va)de = | Za%2 — Z2?| + |22 — 2232
0 1 3 2 0 2 3 1
2 1 2 2 1
=S 42293242 2
3 2 te 37 T3 3

= é(7—4\/§)

Exercice 3. Déterminer sans aucun calcul la valeur de 'intégrale
s
/ sin(x)v/'3 + z2dz.
-
On pourra s’aider d’un dessin.

Correction. La fonction x — sin(x)v/3 + 22 est impaire, et donc son graphe présente une symétrie
centrale par rapport a Porigine. Ainsi, l'aire algébrique sous son graphe sur le segment [—7, 0]
est exactement 1'opposé de l'aire sous son graphe sur le segment [0, 7], ce qui montre bien que
son intégrale sur la réunion de ses segments est nulle.

Y

y = sin(z)v3 + a2

Exercice 4. On considére la fonction
f:0,1] - R

Tr+— X.

1. Sans faire de calcul, et grace a des considérations géométriques, montrer que

/01 fx)dz =1/2.

2. On se propose de retrouver ce résultat en faisant appel a la définition de l'intégrale de

Riemann.
(a) Soit n € N*. On définit les fonctions en escalier w,, et v, sur [0, 1] par
k k+1 k E+1
Vke{O,...,n—l},Vwe[,—i_{, un(w)=f(> etvn(m)=f( + ),
n’ n n n

et u,(1) = v,(1) = 1. Faire un dessin des fonctions f, u, et v,. Montrer que, par
définition de l'intégrale de Riemann,

1k ! 1e~k+1
—) —< < - .
< s 3

k=1




(b) En faisant tendre n vers 400, en conclure que fol flz)de =1/2

3. Finalement, retrouver le résultat encore une fois en faisant appel au théoréme fondamental
de ’analyse.

4. Répéter les questions 2. et 3. avec, & la place de la fonction f, la fonction

g:x— 2

Correction. 1. Le graphe de z — x sur [0, 1] définit un triangle de base 1 et de hauteur 1, dont
Paire est l'intégrale de cette fonction, qui est donc égale a 1/2.

2. (a) On remarque que u,, et v, vérifient u,(z) < f(z) < v,(x) pour tout z € [0,1]. Alors,
par définition de I'intégrale de Riemann,

/Oun /f /vn(x)dx,

et donc, par définition de l'intégrale pour les fonctions en escalier,

n 1 n
S (5) < [ rmar<> 1 (M),
—n n 0 —n n

d’ott I'inégalité voulue.

y y = f(x)
y = vn(z)
y = un(x)
x
(b) En utilisant le fait que Y ;_, k = @7 on trouve que
n + 1 / fa n + 1 N i
n

Ce résultat étant vrai pour tout n € N*, on retrouve que fol f(z)dz = 1/2 en faisant
tendre n vers +00.
3. f est continue, et F' : z > 2%/2 est une primitive de f. Ainsi, d’aprés le théoréme fondamental

de ’analyse,

1 1
l/ﬂ@M=meF@=5
0

4. On procéde a la méme étude avec g(z) = 22. Cette fois,

Yo () = forre 2o (5).

k=1




donne .

1 1 &

E2k2</ g(x)dx<$Z(k+l)2
0 k=1

d’oll

1
n(n+21(32n+1) </0 o) de < (n+1)(n(:;3)(2n+3) 7%

d’oui, par passage a la limite, f01 g(z)dr = 1/3. La fonction G(x) = x3/3 est une primitive
de g, et utiliser le théoréme fondamental de I'’analyse améne au méme résultat.
2 Sommes de Riemann

On rappelle le résultat suivant (dont on verra une preuve pour les fonctions de classe C* dans
Pexercice 12) : si f : [a,b] — R est une fonction intégrable au sens de Riemann, alors

b—a
- Zf(cH—k) n%w/f

k=1

Exercice 5. En utilisant ce résultat, calculer la limite des suites suivantes :
1 1 "k N n
Loty =—Y —— . 2wy =Y 4, U=y .
" n;1+k/n " ; n3 " ’;k2+n2

Correction. 1. f:x+> —— est continue sur [0, 1], donc intégrable au sens de Riemann, et donc

1tz
I, (k !
=— Zf <> / dz = In(2).
n—= n) n—>+o Jo 1+x

2. A nouveau, x — /x est continue, donc

Z\fnﬁm / ﬁm:%

3. Méme argument pour montrer que

n

1 1 bl ™
n=— dz = arctanl = —.
“ n kz::l 1+ (k/n)? no+o /0 1+ q2 00 " Mcan 4

Exercice 6. Déterminer la limite de la suite suivante :

n/(2n)!

nlnn’

Up =

Indication : on pourra étudier la suite (In(uy)).



Correction. On s’intéresse 4 la suite v,, = Inu,.

!
zm_m%_1m<QM)_1m<m+Um+m”(%U
n nlnm n nr
1< (n + k)
=— In
n n
k=1
2
—— [ In(x)dx

n— -+ 1

2
= [zIn(z) — of?
=2In2 -1,

donc lim,,—, y o u, = 4/e.

Exercice 7. On cherche a déterminer la limite de la suite (uy,)nen+ définie par

o= 3o (5) o (£).

1. Commengons par étudier la suite
n
E . [k
b= sin (n) |
k=1

Montrer que la suite (v,,) converge vers une limite a préciser. On pourra utiliser le fait que

x > sin(x) — z cos(z) est une primitive de z — z sin(z).
2. Montrer que l'inégalité  — 23/6 < sin(z) < x est vérifiée pour tout z > 0.
3. En déduire que pour tout n > 1,

L

1
n?’

)

6
4. Conclure : établir que lim,,_, o u, = sin(1) — cos(1

Correction. 1. x — xsin(x) est continue, et donc

1~k k !
Up = — — sin () —_ xsin(x)dz
n n

n P n—+0o0 0
= [sin(z) — :ccos(:r)]é
= sin(1) — cos(1).

2. Considérons f : z +— sin(z) —  + 2°/6. En remarquant que f®)(z) = —cos(z) +1 = 0, on
montre que f” est croissante. Alors, pour tout z = 0, f”(x) = —sin(z) + = = f”(0) = 0. On
en déduit que pour tout = = 0, f'(z) = f'(0) = 0, et finalement que Va > 0, f(z) = 0. On a
bien montré les deux inégalités demandées.

3. L’inégalité de la question précédente implique que pour tout z > 0, on a |sin(x) — z| < 23/6

Soit alors n € N*, et k € {1,...,n}. On trouve que

s k k k3 - 1
n|l—=|——=|<—< —.
n2 n2 6n = 6n3
Il vient alors, en sommant sur k,
1

[ty — v | < NG5



4. On a montré que lim,_, o v, = sin(1) — cos(1), et aussi que lim,_, 1o |u, — vy| = 0, ce qui
prouve bien que lim,_, o 4, = sin(1) — cos(1).

3 Applications

Exercice 8 (Comparaison série-intégrale). On se propose d’étudier la suite (uy, )nen=, définie par
Up =y p_q 1/k.
1. Soit k € N*. Montrer que

par exemple avec un dessin, en graphant la fonction z — 1/x.

2. En déduire que pour tout n € N*,

n+11 nl
/ 7d$<un§1+/ —dzx.
1 € 1 X

3. Que peut-on en conclure sur lim, g Uy, 7
Correction. 1. La fonction = — 1/x est décroissante sur R*, et donc, si k € N* et z € [k, k + 1],

1 1 1
—— < — < 7.
k+1 "z "k
11 suffit d’intégrer cette inégalité sur U'intervalle [k, k +
peut aussi le voir graphiquement :

1] pour obtenir I'inégalité désirée. On

Yy
1
k [ —
1 4--—-
k+1
2. Soit n € N*. En sommant 'inégalité précédente pour k € {1,...,n}, on obtient
n+1 n+1 n
1 1 1
1=y s [ qarsY fou.
k=2 k=1
d’ot1, d’une part, u, = flnH %dx, et d’autre part, up,1 <1+ flnH %dx, ce qui répond & la

question.

3. On a en particulier u,, > flnH %dx = In(n + 1), d’ou lim,,, ;o u, = +00. On peut méme
aller un peu plus loin, et utiliser les deux inégalités pour montrer que w, ~ In(n) lorsque
n — +0o0.

Exercice 9. Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que fab f(z)dz = 0. Montrer que
pour tout x € [a,b], f(x) = 0.



Correction. Notons déja, comme f > 0, que f; f(z)dz = 0. Prouvons alors la contraposée.
Soit f : [a,b] — Ry une fonction continue non identiquement nulle. Il existe z¢ € [a,b] tel
que f(xg) > 0. Alors, par continuité, il existe un réel ¢ tel que b —a > £ > 0, et, pour tout
x € [xg—€,x0 + €] N a,b], f(x) = f(xp)/2. Il vient donc, par croissance de 'intégrale, que

b
/ f(x)dx}/ f(x)dx>5M>O.
a [xo—e,z0+€]N[a,b] 2

En prenant la contreposée, on en déduit donc que f; f(z)de =0 = (Vz[a,b], f(z)=0).
Exercice 10. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Montrer que
1

lim 2" f(z)dz = 0.

n—+w [q

Correction. f est continue sur un intervalle fermé, elle est donc bornée (et atteint ses bornes). Il
existe donc M > 0 tel que pour tout z € [0,1], on a |f(z)| < M, et donc

anrl 17 M
n+1 ’

1 1 1
" f(x)dx </x”fa: da:gM/ a:"da:—M[ =
| ams@as) < [ i) 0 =

d’oul le résultat.

4 Un peu de théorie

Exercice 11 (Une fonction non intégrable). Soit f : [0,1] — R la fonction définie par

)1 sizeqQ,
f(x)_{o si z € R\Q.

1. Soit g une fonction en escalier telle que g > f. Montrer que pour tout z € [0,1], g(z) > 1
(sauf éventuellement en ses points de discontinuité).

2. De la méme maniére, montrer que si h est une fonction en escalier < f, alors h < 0 (sauf
éventuellement en ses points de discontinuité).

3. En déduire que
1
inf {/ g(x)dz, g en escalier et g > f} =1,
0
1
sup {/ h(z)dz, h en escalier et h < f} = 0.
0

4. Conclure.

Correction. 1. g étant en escalier, il existe une subdivision a9 = 0 < a; < -+ < a, = 1
de [0,1] telle que g soit constante sur les intervalles de la forme Jag_1,ax[, k € {1,...,n}.
Alors, comme Q est dense dans R, il existe des rationnels 74 € Jag_1, ax[, et, par définition
de f, g(rg) = f(rr) = 1. Ainsi, g est supérieure ou égale & 1 sur les intervalles Jag_1, ax|,
ke{l,...,n}, ce qui répond a la question.



2. Le raisonnement est le méme que dans la question 1., mais on utilise cette fois le fait que
R\Q est dense dans R.

3. Si g est une fonction en escalier > f, alors la question 1 implique que fol g(x)dx = 1. On
peut donc prendre la borne inférieure dans cette inégalité pour obtenir que

1
inf {/ g(z)dz, g en escalier et g > f} > 1.
0

Comme de plus la fonction constante égale a 1 est en escalier et est supérieure & f, on en
déduit que inf { fo x)dx, g en escalier et g = f } = 1. On montre 'autre inégalité de la
méme maniére.
4. Comme ces deux quantités sont différentes, on en conclut que f n’est pas intégrable au sens
de Riemann.
Exercice 12 (Calcul d’erreur). Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C'. Elle est continue,
donc intégrable au sens de Riemann. On pose S = fol f(z)dz, et pour n = 1,

s (5)

1. Montrer que

IS — S, < / —f () dx.
Z ol ;
2. Sike{l,...,ntetze [k%, %], montrer & I'aide de I'inégalité des accroissements finis que
k M
@ -7 (2)] <2,
n n

ot M est une constante indépendante de k et de x.
3. En déduire que |S — S| < &+

Correction. 1. La relation de Chasles permet d’écrire

k/n
IS —8,| = Z/ ’ fxdx—Zf( )|
—1)/n
k/n k/n
x)dx — / ( ) dx
1)/n Z —1)/n n
i/k/n
< fl@)y—f () dz
i1 (k—1)/n n
2. Soitke{1,...,n}etx € [;1 %] Comme f est de classe C', le théoréme des accroissements

n
finis implique qu’il existe zg € ]x [ tel que

1@ -1 (5) = (o= 2)

Or, f’ est continue sur un intervalle fermé, et y est donc bornée. Il existe M > 0 tel que
Vy e [0,1], | f'(y)] < M. Ainsi, il vient

-1 (%)

r — —
n

k
T — n"f/($0)| < M




3. On déduit de I'inégalité précédente que

/( ::/n f@) - f (fl)

En sommant sur k € {1,...,n}, on en déduit que |S — S| < % En particulier, cela montre
que lim,_, ;o S, = 5, résultat dont on se sert dans les exercices précédents.

k/n M M
(

k=1)/n T n




