TD Transformée de Fourier

Exercice 1.
2

Pour t > 0, on pose q;(x) = e 4t

\/4_7
Calculer la transformée de Fourier de g;. En déduire que gq; * qs = Gt 4.

Correction exercicel

(») f " peipx 1 xzd f ~ipx- 2d ! f - +4Wal
; = e WX ——p atdx = atdx = X
1P —00 47Tt V V4‘T[t —00

f (x+2pt)2—4-p tzd 1 4p2t? .]'+°° _(x+2pt)2d

— e 4t X = e 4t e 4t X
Vant J_ VAt —oo
N <x+2pt)2
1 *© V2t

e4p’t e” 2 dx

Puis on fait le changement de variable y = x;_pt donc x = v2ty — 2pt et dx = /2tdy et les bornes ne

changent pas.

) = —— et [ ey = et f Y ey = et
q:(p) = e e y=—e e y=e
Vvant — \ 2T —

—~ —~ 2 2 2 o~ — o~
T:(p)Gs(p) = e*P te®?’s = e (4) = g (p) & ¢+ qs(P) = Gr3s(P)
Et avec la formule de la transformée inverse on a

qt * ds = Qt+s
Exercice 2.
. L . 1 _(x—m)2
Pour (m, o) € R x R**, on considére la fonction g,, ,(x) = e 202
1. Calculer la transformée de Fourier de g ;.
2. Calculer la transformée de Fourier de g, ;-
Correction exercice2
1.
Jo1(x) = j L ey dy = J o7 dy
' RV2 V2
yz . 1 2 . 1 . 2 . 2 1 . 2 2
—S -y = —5 02+ 2ixy) = =5 (02 = (20D = =5 (0 + 02 +x2)
1 x?
= —E(y + ix)z —7
1 1, . ., x? 1 (y+ix)?  x? 1 x? (y+ix)?
o1 (x) = —j e 20N gy = —J e 2 e zdy= —e_TJ e 2z d
Go1(x) ) V=) Y= . y
On fait le changement de variable z = y + ix donc dy = dz, pour les bornes il y a une difficulté que
’on passera sous silence pour 1’instant. Bref elles ne changent paS
1 1
Jo1(x) =—e" T e 2dz——e 2\/2n—e T
gO,l \/— m
2.
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On fait le changement de variable

t =

- Sy=dt+m=>dy=oadt



Les bornes ne changent pas

( ) 1 _ﬁ ix(at+m) 1 —ﬁ ixot ,—ixm ixm —ﬁ ixat
Imo(x) = fe 2e” odt =—— | e 27 W07t = ——e~ fe 2e ot
me V2o Jr V2m JR V2m R
) ) o?x? o’x? .
— e—lxmg/o\’l(xo.) — e—Lxme 2 =e 2 mx
Exercice 3.

Soit a > 0,, on pose f(x) = e~
1. Calculer la transformée de Fourier de f.

2. ATl’aide de la formule de réciprocité, en déduire la transformée de Fourier de x — el

3. Calculer f = f, calculer ainsi la transformée de Fourier de x — ST

4. Déterminer la transformée de Fourier de x —

(1+x2)?%
Correction exercice3
1.
0 400
fl) = fe—alyle—ixydy=f e‘“|3’|e‘ixydy+f e~alVlg=ixy gy
]R — 00 0
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Car
lim e@ @Y =0 et lim e @ty =

y——00 y—+oo

2. Soit f définie par
fx) =e M
Alors d’aprés la question 1. avec a = 1

fe) = —= !

=2X
1+ x2 1+ x2

La formule d’inversion donne
1 A 1 2
— iyx = — f(—
fe) = fR e f()dy = o f(=x)

On I’applique a f et on pose g: x —

1+x2

1 1
g\(.X') = Ef(x) = E X Zﬂf(—x) = ne_|x|

f*xflx)= je—aIYIe—aIx—yldy — fe—a(|y|+|x—y|)dy
R R
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+o0

X 0
Fxflx) = je"“(b"”x"y')dy =f e‘“(|3’|+|x‘3’|)dy+j e‘“(|J’|+|x_dey+J e-alyl+ix-yDgy,
R -0 x 0

Dans la premiere intégrale y < x < 0donc |y| = —yet|x—y|=x—y

Dans la seconde intégrale x <y < 0donc |y| = —yet|x —y|=—-x+y
Dans la troisieme intégrale x < 0 <y donc |y| =yet|lx —y| =—x+y
Donc



X 0
f*flx) = J e~ (y+x-¥) gy _|_] e~ *(y=x+¥) gy +J
—o0 X 0

+ oo

e_a(y_x"'y) dy

X 0 +co
f e—ax+2aydy+f eaxdy_l_f e—2ay+axdy
—0o0 X 0

x 0 +00
— e—a'xj eZaydy+eaxf dy_l_eax] e—Zaydy
—0oo x 0
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2 |_ —2a 2a
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Six>0

0 X
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f*f(x) e dy e dy+ | e dy +
R —o0 0 0

Dans la premiere intégrale y < 0 < x donc |y| = —y et |[x — y|
Dans la seconde intégrale 0 <y < x donc |y| = yet|x —y| =

Dans la troisieme intégrale 0 < x < y donc |y| = yet|x —y| =

Donc

=x—y
xX=y
—x+y

0 x +00
f* f(x) = f e—a(—y+x—y)dy + j e—a(y+x—y)dy + j e—a(y—x+y)dy
— 0 .

0 x +00
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—o0 0 x
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ax 4 pax __
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400
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e2ay 0 e—2ay T e—2ax
=e ¥ l a l +xe % + e l . l = ﬂe‘“" +xe % + e a
e—ax - e—ax —ax
=24 + xe % + a + xe %
Donc
eax
— —xe** si x<0
f*fx) = e(}ax
+xe ™ si x>0
Poura =1
_ (e* —xe* si x<0
frf) = {e‘x +xe™ si x=0
D’autre part pour a = 1
S A A 4
frfl)=f)f(x) = a2
Eton pose h(x) = ax)?
A TI’aide du théoréeme d’inversion appliqué a f x f avec
— 1 ——— 1 — 4‘ ~
= — = = — — = — — = — —
FF () = 2f * f(=2) = f » fG) = 5 F > F(=x) = 5 #h(=x) = —h(=2)

Par conséquent

E(e‘x+xe‘
~ T 2
h(x) =sf*f(—x) =
* 2 * E(e"—xe")

2

)

si x<0

si x>0



4. On rappelle que :
g' () = ixg(x)

On appelle g la fonction définie par g(x) = !

1+x2
, 2x
Donc
700 = ixG(x) © 2 () = ix—— () = ixme ™ > ()
gx—lxgx [ — (1+x2)2x—1x1+x2x—1xne :>(1+x2)2x
1 1 XTT
= —— X — = —]— —|x|
T =iy
Exercice 4.

Soit I’équation intégrale, pour 0 < a < b et f absolument intégrable.
+o00 (t) 1
_]- ! 2 2t =57 O
e X—t)%+a x2+b
Exprimer cette équation sous forme d’une équation de convolution, déterminer la transformation de Fourier
de f et en déduire f. On utilisera le résultat de 1’exercice 3.1. et on pose pour & > 0 :

1 _
ga(x) = Xz-l-—()lz et fa(x) = ekl

1. Déterminer la transformée de Fourier de f,, puis celle de g,.
2. Résoudre (1).

Correction exerciced

1.
D’aprés I’exercice 3.1. si on pose f, (x) = e~@l¥l
—~ 2a 1
D & fox) = R R v wrae 2agq(x)
D’apres la formule de réciprocité
1 = 11 11 11
7= - - () =——__ p-al-pl = —__— ,-alp|
9.(») zafzx(p) 20{27Tfa( ) 20{27_[3 20(27'[6
2.
+00 +o
f(@®
f_oo mdt = f_w f©)ga(x —O)dt = f * ga(x)
(D& fxg.(0)=g,(0) & f*g.0) = Gp(p) & f0)Fa®) = 55 ®)
Donc
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fo) = R @ 3o f(x) = p =g o f () =

b (a—b)?+ x?

Exercice 5.

On pose f(x) = e ™H(x) ou H est la fonction de Heavyside.
1. Calculer la transformée de Fourier f de f.

2. Est-ce que f est absolument intégrable ? Vérifier que f est de carré intégrable.



p

Correction exercice5

1.
+00
fp) = fe‘ipr(x)dx = fe‘ipxe‘x)([o,ﬂo[(x)dx =f e(CiP—Dx gy =l
R R 0
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Donc |£(p)| diverge en +oo.
N 2 1
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