
TD Transformée de Fourier 

 

Exercice 1.   

Pour 𝑡 > 0, on pose 𝑞𝑡(𝑥) =
1

√4𝜋𝑡
𝑒− 

𝑥2

4𝑡  

Calculer la transformée de Fourier de 𝑞𝑡. En déduire que 𝑞𝑡 ∗ 𝑞𝑠 = 𝑞𝑡+𝑠. 

 

Correction exercice1   

𝑞𝑡̂(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑖𝑝𝑥
1

√4𝜋𝑡
𝑒− 

𝑥2

4𝑡 𝑑𝑥
+∞

−∞

=
1

√4𝜋𝑡
∫ 𝑒−𝑖𝑝𝑥− 

𝑥2

4𝑡𝑑𝑥
+∞

−∞

=
1

√4𝜋𝑡
∫ 𝑒−

𝑥2+4𝑝𝑡𝑥
4𝑡 𝑑𝑥

+∞

−∞

=
1

√4𝜋𝑡
∫ 𝑒−

(𝑥+2𝑝𝑡)2−4𝑝2𝑡2

4𝑡 𝑑𝑥
+∞

−∞

=
1

√4𝜋𝑡
𝑒

4𝑝2𝑡2

4𝑡 ∫ 𝑒−
(𝑥+2𝑝𝑡)2

4𝑡 𝑑𝑥
+∞

−∞

=
1

√4𝜋𝑡
𝑒4𝑝2𝑡 ∫ 𝑒−

(
𝑥+2𝑝𝑡

√2𝑡
)

2

2 𝑑𝑥
+∞

−∞

 

Puis on fait le changement de variable 𝑦 =
𝑥+2𝑝𝑡

√2𝑡
 donc 𝑥 = √2𝑡𝑦 − 2𝑝𝑡 et  𝑑𝑥 = √2𝑡𝑑𝑦 et les bornes ne 

changent pas. 

𝑞𝑡̂(𝑝) =
1

√4𝜋𝑡
𝑒4𝑝2𝑡 ∫ 𝑒−

𝑦2

2 √2𝑡𝑑𝑦
+∞

−∞

=
1

√2𝜋
𝑒4𝑝2𝑡 ∫ 𝑒−

𝑦2

2 𝑑𝑦
+∞

−∞

= 𝑒4𝑝2𝑡 

𝑞𝑡̂(𝑝)𝑞𝑠̂(𝑝) = 𝑒4𝑝2𝑡𝑒4𝑝2𝑠 = 𝑒4𝑝2(𝑡+𝑠) = 𝑞𝑡+𝑠̂ (𝑝) ⇔ 𝑞𝑡 ∗ 𝑞𝑠̂ (𝑝) = 𝑞𝑡+𝑠̂ (𝑝) 

Et avec la formule de la transformée inverse on a  

𝑞𝑡 ∗ 𝑞𝑠 = 𝑞𝑡+𝑠 

Exercice 2.   

Pour (𝑚, 𝜎) ∈ ℝ × ℝ+∗, on considère la fonction 𝑔𝑚,𝜎(𝑥) =
1

𝜎√2𝜋
𝑒

−
(𝑥−𝑚)2

2𝜎2 . 

1. Calculer la transformée de Fourier de 𝑔0,1. 

2. Calculer la transformée de Fourier de 𝑔𝑚,𝜎. 

 

Correction exercice2  

1.   

𝑔0,1̂(𝑥) = ∫
1

√2𝜋
𝑒−

𝑦2

2
 𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦

ℝ

=
1

√2𝜋
∫ 𝑒−

𝑦2

2
−𝑖𝑥𝑦 𝑑𝑦

ℝ

 

−
𝑦2

2
− 𝑖𝑥𝑦 = −

1

2
(𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦) = −

1

2
((𝑦 + 𝑖𝑥)2 − (𝑖𝑥)2) = −

1

2
((𝑦 + 𝑖𝑥)2 + 𝑥2)

= −
1

2
(𝑦 + 𝑖𝑥)2 −

𝑥2

2
 

𝑔0,1̂(𝑥) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒−

1
2

(𝑦+𝑖𝑥)2−
𝑥2

2 𝑑𝑦
ℝ

=
1

√2𝜋
∫ 𝑒−

(𝑦+𝑖𝑥)2

2 𝑒−
𝑥2

2 𝑑𝑦
ℝ

=
1

√2𝜋
𝑒−

𝑥2

2 ∫ 𝑒−
(𝑦+𝑖𝑥)2

2 𝑑𝑦
ℝ

 

On fait le changement de variable 𝑧 = 𝑦 + 𝑖𝑥 donc 𝑑𝑦 = 𝑑𝑧, pour les bornes il y a une difficulté que 

l’on passera sous silence pour l’instant. Bref, elles ne changent pas 

𝑔0,1̂(𝑥) =
1

√2𝜋
𝑒−

𝑥2

2 ∫ 𝑒−
𝑧2

2 𝑑𝑧
ℝ

=
1

√2𝜋
𝑒−

𝑥2

2 √2𝜋 = 𝑒−
𝑥2

2  

2.   

𝑔𝑚,𝜎̂(𝑥) = ∫
1

√2𝜋
𝑒

−
(𝑦−𝑚)2

2𝜎2  
𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦

ℝ

=
1

√2𝜋
∫ 𝑒−

(
𝑦−𝑚

𝜎
)

2

2 𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦
ℝ

 

On fait le changement de variable  

𝑡 =
𝑦 − 𝑚

𝜎
⇔ 𝑦 = 𝜎𝑡 + 𝑚 ⇒ 𝑑𝑦 = 𝜎𝑑𝑡 



Les bornes ne changent pas 

𝑔𝑚,𝜎̂(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎
∫ 𝑒−

𝑡2

2 𝑒−𝑖𝑥(𝜎𝑡+𝑚)𝜎𝑑𝑡
ℝ

=
1

√2𝜋
∫ 𝑒−

𝑡2

2 𝑒−𝑖𝑥𝜎𝑡𝑒−𝑖𝑥𝑚𝑑𝑡
ℝ

=
1

√2𝜋
𝑒−𝑖𝑥𝑚 ∫ 𝑒−

𝑡2

2 𝑒−𝑖𝑥𝜎𝑡𝑑𝑡
ℝ

= 𝑒−𝑖𝑥𝑚𝑔0,1̂(𝑥𝜎) = 𝑒−𝑖𝑥𝑚𝑒−
𝜎2𝑥2

2 = 𝑒−
𝜎2𝑥2

2
−𝑖𝑚𝑥

 

Exercice 3.    

Soit 𝛼 > 0,, on pose 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝛼|𝑥|. 

1. Calculer la transformée de Fourier de 𝑓. 

2. A l’aide de la formule de réciprocité, en déduire la transformée de Fourier de 𝑥 →
1

1+𝑥2. 

3. Calculer 𝑓 ∗ 𝑓, calculer ainsi la transformée de Fourier de 𝑥 →
1

(1+𝑥2)2. 

4. Déterminer la transformée de Fourier de 𝑥 →
𝑥

(1+𝑥2)2. 

Correction exercice3  

1.   

𝑓(𝑥) =  ∫ 𝑒−𝛼|𝑦|𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦
ℝ

= ∫ 𝑒−𝛼|𝑦|𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦
0

−∞

+ ∫ 𝑒−𝛼|𝑦|𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦
+∞

0

= ∫ 𝑒𝛼𝑦𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦
0

−∞

+ ∫ 𝑒−𝛼𝑦𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑑𝑦
+∞

0

= ∫ 𝑒(𝛼−𝑖𝑥)𝑦𝑑𝑦
0

−∞

+ ∫ 𝑒−(𝛼+𝑖𝑥)𝑦𝑑𝑦
+∞

0

= [
𝑒(𝛼−𝑖𝑥)𝑦

𝛼 − 𝑖𝑥
]

−∞

0

+ [
𝑒−(𝛼+𝑖𝑥)𝑦

−(𝛼 + 𝑖𝑥)
]

0

+∞

=
1

𝛼 − 𝑖𝑥
+

1

𝛼 + 𝑖𝑥
=

𝛼 + 𝑖𝑥 + 𝛼 − 𝑖𝑥

𝛼2 + 𝑥2
=

2𝛼

𝛼2 + 𝑥2
 

Car 

lim
𝑦→−∞

𝑒(𝛼−𝑖𝑥)𝑦 = 0     et     lim
𝑦→+∞

𝑒−(𝛼+𝑖𝑥)𝑦 = 0 

2.  Soit 𝑓 définie par  

𝑓(𝑥) = 𝑒−|𝑥| 

Alors d’après la question 1. avec 𝛼 = 1 

𝑓(𝑥) =
2

1 + 𝑥2
= 2 ×

1

1 + 𝑥2
 

La formule d’inversion donne 

𝑓(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝑦𝑥𝑓(𝑦)𝑑𝑦

ℝ

=
1

2𝜋
𝑓(−𝑥) 

On l’applique à 𝑓 et on pose 𝑔: 𝑥 →
1

1+𝑥2 
 

𝑔̂(𝑥) =
1

2
𝑓(𝑥) =

1

2
× 2𝜋𝑓(−𝑥) = 𝜋𝑒−|𝑥| 

 

3.   

𝑓 ⋆ 𝑓(𝑥) = ∫ 𝑒−𝛼|𝑦|𝑒−𝛼|𝑥−𝑦|𝑑𝑦
ℝ

= ∫ 𝑒−𝛼(|𝑦|+|𝑥−𝑦|)𝑑𝑦
ℝ

 

Si 𝑥 ≤ 0 

𝑓 ⋆ 𝑓(𝑥) = ∫ 𝑒−𝛼(|𝑦|+|𝑥−𝑦|)𝑑𝑦
ℝ

= ∫ 𝑒−𝛼(|𝑦|+|𝑥−𝑦|)𝑑𝑦
𝑥

−∞

+ ∫ 𝑒−𝛼(|𝑦|+|𝑥−𝑦|)𝑑𝑦
0

𝑥

+ ∫ 𝑒−𝛼(|𝑦|+|𝑥−𝑦|)𝑑𝑦
+∞

0

 

Dans la première intégrale 𝑦 ≤ 𝑥 ≤ 0 donc |𝑦| = −𝑦 et |𝑥 − 𝑦| = 𝑥 − 𝑦 

Dans la seconde intégrale 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 0 donc |𝑦| = −𝑦 et |𝑥 − 𝑦| = −𝑥 + 𝑦 

Dans la troisième intégrale 𝑥 ≤ 0 ≤ 𝑦 donc |𝑦| = 𝑦 et |𝑥 − 𝑦| = −𝑥 + 𝑦 

Donc 



𝑓 ⋆ 𝑓(𝑥) = ∫ 𝑒−𝛼(−𝑦+𝑥−𝑦)𝑑𝑦
𝑥

−∞

+ ∫ 𝑒−𝛼(−𝑦−𝑥+𝑦)𝑑𝑦
0

𝑥

+ ∫ 𝑒−𝛼(𝑦−𝑥+𝑦)𝑑𝑦
+∞

0

= ∫ 𝑒−𝛼𝑥+2𝛼𝑦𝑑𝑦
𝑥

−∞

+ ∫ 𝑒𝛼𝑥𝑑𝑦
0

𝑥

+ ∫ 𝑒−2𝛼𝑦+𝛼𝑥𝑑𝑦
+∞

0

= 𝑒−𝛼𝑥 ∫ 𝑒2𝛼𝑦𝑑𝑦
𝑥

−∞

+ 𝑒𝛼𝑥 ∫ 𝑑𝑦
0

𝑥

+ 𝑒𝛼𝑥 ∫ 𝑒−2𝛼𝑦𝑑𝑦
+∞

0

= 𝑒−𝛼𝑥 [
𝑒2𝛼𝑦

2𝛼
]

−∞

𝑥

+ 𝑒𝛼𝑥(−𝑥) + 𝑒𝛼𝑥 [
𝑒−2𝛼𝑦

−2𝛼
]

0

+∞

= 𝑒−𝛼𝑥
𝑒2𝛼𝑥

2𝛼
− 𝑥𝑒𝛼𝑥 + 𝑒𝛼𝑥

1

2𝛼

=
𝑒𝛼𝑥

2𝛼
− 𝑥𝑒𝛼𝑥 +

𝑒𝛼𝑥

2𝛼
=

𝑒𝛼𝑥

𝛼
− 𝑥𝑒𝛼𝑥 

Si 𝑥 ≥ 0 

𝑓 ⋆ 𝑓(𝑥) = ∫ 𝑒−𝛼(|𝑦|+|𝑥−𝑦|)𝑑𝑦
ℝ

= ∫ 𝑒−𝛼(|𝑦|+|𝑥−𝑦|)𝑑𝑦
0

−∞

+ ∫ 𝑒−𝛼(|𝑦|+|𝑥−𝑦|)𝑑𝑦
𝑥

0

+ ∫ 𝑒−𝛼(|𝑦|+|𝑥−𝑦|)𝑑𝑦
+∞

0

 

Dans la première intégrale 𝑦 ≤ 0 ≤ 𝑥 donc |𝑦| = −𝑦 et |𝑥 − 𝑦| = 𝑥 − 𝑦 

Dans la seconde intégrale 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 donc |𝑦| = 𝑦 et |𝑥 − 𝑦| = 𝑥 − 𝑦 

Dans la troisième intégrale 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 donc |𝑦| = 𝑦 et |𝑥 − 𝑦| = −𝑥 + 𝑦 

Donc 

𝑓 ⋆ 𝑓(𝑥) = ∫ 𝑒−𝛼(−𝑦+𝑥−𝑦)𝑑𝑦
0

−∞

+ ∫ 𝑒−𝛼(𝑦+𝑥−𝑦)𝑑𝑦
𝑥

0

+ ∫ 𝑒−𝛼(𝑦−𝑥+𝑦)𝑑𝑦
+∞

𝑥

= ∫ 𝑒−𝛼𝑥+2𝛼𝑦𝑑𝑦
0

−∞

+ ∫ 𝑒−𝛼𝑥𝑑𝑦
𝑥

0

+ ∫ 𝑒−2𝛼𝑦+𝛼𝑥𝑑𝑦
+∞

𝑥

= 𝑒−𝛼𝑥 ∫ 𝑒2𝛼𝑦𝑑𝑦
0

−∞

+ 𝑒−𝛼𝑥 ∫ 𝑑𝑦
𝑥

0

+ 𝑒𝛼𝑥 ∫ 𝑒−2𝛼𝑦𝑑𝑦
+∞

𝑥

= 𝑒−𝛼𝑥 [
𝑒2𝛼𝑦

2𝛼
]

−∞

0

+ 𝑥𝑒−𝛼𝑥 + 𝑒𝛼𝑥 [
𝑒−2𝛼𝑦

−2𝛼
]

𝑥

+∞

=
1

2𝛼
𝑒−𝛼𝑥 + 𝑥𝑒−𝛼𝑥 + 𝑒𝛼𝑥

𝑒−2𝛼𝑥

2𝛼

=
𝑒−𝛼𝑥

2𝛼
+ 𝑥𝑒−𝛼𝑥 +

𝑒−𝛼𝑥

2𝛼
=

𝑒−𝛼𝑥

𝛼
+ 𝑥𝑒−𝛼𝑥 

Donc 

𝑓 ⋆ 𝑓(𝑥) = {

𝑒𝛼𝑥

𝛼
− 𝑥𝑒𝛼𝑥         si   𝑥 ≤ 0

𝑒−𝛼𝑥

𝛼
+ 𝑥𝑒−𝛼𝑥     si   𝑥 ≥ 0

 

Pour 𝛼 = 1 

𝑓 ⋆ 𝑓(𝑥) = {
𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥         si   𝑥 ≤ 0
𝑒−𝑥 + 𝑥𝑒−𝑥     si   𝑥 ≥ 0

 

 

D’autre part pour 𝛼 = 1 

𝑓 ⋆ 𝑓̂(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑥) =
4

(1 + 𝑥2)2
 

Et on pose ℎ(𝑥) =
1

(1+𝑥2)2 

A l’aide du théorème d’inversion appliqué à 𝑓 ⋆ 𝑓̂ avec 

𝑓 ⋆ 𝑓̂̂(𝑥) = 2𝜋𝑓 ⋆ 𝑓(−𝑥) ⇒ 𝑓 ⋆ 𝑓(𝑥) =
1

2𝜋
𝑓 ⋆ 𝑓̂̂(−𝑥) =

1

2𝜋
4ℎ̂(−𝑥) =

4

2𝜋
ℎ̂(−𝑥) 

Par conséquent 

ℎ̂(𝑥) =
𝜋

2
𝑓 ⋆ 𝑓(−𝑥) = {

𝜋

2
(𝑒−𝑥 + 𝑥𝑒−𝑥)         si   𝑥 ≤ 0

𝜋

2
(𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥)              si   𝑥 ≥ 0

 



4. On rappelle que : 

𝑔′̂(𝑥) = 𝑖𝑥𝑔̂(𝑥) 

On appelle 𝑔 la fonction définie par 𝑔(𝑥) =
1

1+𝑥2 

𝑔′(𝑥) = −
2𝑥

(1 + 𝑥2)2
 

Donc 

𝑔′̂(𝑥) = 𝑖𝑥𝑔̂(𝑥) ⇔ −2
𝑥

(1 + 𝑥2)2

̂
(𝑥) = 𝑖𝑥

1

1 + 𝑥2

̂
(𝑥) = 𝑖𝑥𝜋𝑒−|𝑥| ⇒

𝑥

(1 + 𝑥2)2

̂
(𝑥)

= −
1

2
𝑖𝑥

1

1 + 𝑥2

̂
(𝑥) = −𝑖

𝑥𝜋

2
𝑒−|𝑥| 

Exercice 4.   

Soit l’équation intégrale, pour 0 < 𝑎 < 𝑏 et 𝑓 absolument intégrable. 

∫
𝑓(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)2 + 𝑎2
𝑑𝑡

+∞

−∞

=
1

𝑥2 + 𝑏2
   (1) 

Exprimer cette équation sous forme d’une équation de convolution, déterminer la transformation de Fourier 

de 𝑓 et en déduire 𝑓. On utilisera le résultat de l’exercice 3.1. et on pose pour 𝛼 > 0 : 

𝑔𝛼(𝑥) =
1

𝑥2 + 𝛼2
  et  𝑓𝛼(𝑥) = 𝑒−𝛼|𝑥| 

1. Déterminer la transformée de Fourier de 𝑓𝛼, puis celle de 𝑔𝛼. 

2. Résoudre (1). 

 

 

Correction exercice4    

1.   

D’après l’exercice 3.1. si on pose 𝑓𝛼(𝑥) = 𝑒−𝛼|𝑥| 

(1) ⇔ 𝑓𝛼̂(𝑥) =
2𝑎

𝑥2 + 𝑎2
= 2𝛼

1

𝑥2 + 𝛼2
= 2𝛼𝑔𝛼(𝑥) 

D’après la formule de réciprocité 

𝑔𝛼̂(𝑝) =
1

2𝛼
𝑓𝛼̂
̂ (𝑝) =

1

2𝛼

1

2𝜋
𝑓𝛼(−𝑝) =

1

2𝛼

1

2𝜋
𝑒−𝛼|−𝑝| =

1

2𝛼

1

2𝜋
𝑒−𝛼|𝑝| 

2.  

∫
𝑓(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)2 + 𝑎2
𝑑𝑡

+∞

−∞

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑔𝑎(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡
+∞

−∞

= 𝑓 ∗ 𝑔𝑎(𝑥) 

(1) ⇔ 𝑓 ∗ 𝑔𝑎(𝑥) = 𝑔𝑏(𝑥) ⇔ 𝑓 ∗ 𝑔𝑎̂(𝑝) = 𝑔𝑏̂(𝑝) ⇔ 𝑓(𝑝)𝑔𝑎̂(𝑝) = 𝑔𝑏̂(𝑝) 

Donc  

𝑓(𝑝)𝑔𝑎̂(𝑝) = 𝑔𝑏̂(𝑝) ⇔ 𝑓(𝑝)
1

2𝑎

1

2𝜋
𝑒−𝑎|𝑝| =

1

2𝑏

1

2𝜋
𝑒−𝑏|𝑝| ⇔ 𝑓(𝑝) =

𝑎

𝑏
𝑒(𝑎−𝑏)|𝑝| =

𝑎

𝑏
𝑓𝑎−𝑏(𝑝) 

On a bien 𝑎 − 𝑏 < 0. 

𝑓(𝑥) =
𝑎

𝑏
𝑓𝑎−𝑏̂(𝑥) ⇔

1

2𝜋
𝑓(−𝑥) =

𝑎

𝑏

2(𝑎 − 𝑏)

(𝑎 − 𝑏)2 + 𝑥2
⇔ 𝑓(𝑥) =

4𝜋𝑎

𝑏

𝑎 − 𝑏

(𝑎 − 𝑏)2 + 𝑥2
 

 

 

 

 

Exercice 5.    

On pose 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥𝐻(𝑥) où 𝐻 est la fonction de Heavyside. 

1. Calculer la transformée de Fourier 𝑓 de 𝑓. 

2. Est-ce que 𝑓 est absolument intégrable ? Vérifier que 𝑓 est de carré intégrable. 



3. A l’aide de la formule de Plancherel calculez : 

∫
1

1 + 𝑝2
𝑑𝑝

+∞

−∞

 

 

Correction exercice5  

1.   

𝑓(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑖𝑝𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
ℝ

= ∫ 𝑒−𝑖𝑝𝑥𝑒−𝑥𝜒[0,+∞[(𝑥)𝑑𝑥
ℝ

= ∫ 𝑒(−𝑖𝑝−1)𝑥𝑑𝑥
+∞

0

= [
𝑒(−𝑖𝑝−1)𝑥

−𝑖𝑝 − 1
]

0

+∞

=
1

𝑖𝑝 − 1

=
−1 − 𝑖𝑝

1 + 𝑝2
 

2.  

|
−1 − 𝑖𝑝

1 + 𝑝2
| =

√1 + 𝑝2

1 + 𝑝2
∼

+∞

1

|𝑝|
  

Donc |𝑓(𝑝)| diverge en +∞. 

|𝑓(𝑝)|
2

∼
+∞

1

𝑝2
  

Donc |𝑓(𝑝)|
2
 converge en +∞. 

3.   

∫ |𝑓2(𝑥)|𝑑𝑥
+∞

−∞

=
1

2𝜋
∫ |𝑓(𝑝)|

2
𝑑𝑝

+∞

−∞

 

|𝑓(𝑝)|
2

=
1

1 + 𝑝2
 

Donc 

∫ |𝑓(𝑝)|
2

𝑑𝑝
+∞

−∞

= 2𝜋 ∫ |𝑓2(𝑥)|𝑑𝑥
+∞

−∞

= 2𝜋 ∫ 𝑒−2𝑥𝑑𝑥
+∞

0

= 2𝜋 [
𝑒−2𝑥

−2
]

0

+∞

= 𝜋 

 


