Département S.T.I.D. — IUT de Paris
Option Mathématiques Avancées — S4

TD 3 — Développements limités

Quelques développements limités usuels :
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Exercice 1
Soit f et g deux fonctions admettant les développements limités f(x) = = + 22 + 2% + o(2?) et
g(x) = 1+ 22 + 422 + 52 + o(x?) au voisinage de 0.

1.
2.
3.
4.

Donner le développement limité de f + g & Uordre 3.
Donner le développement limité de f x g a lordre 3.
Donner le développement limité de g o f(z) = g(f(z)) a Pordre 3.

Donner le développement limité de 5 a Pordre 3.

Exercice 2
Donner les limites des fonctions suivantes lorsque x — 0 :

cos(z) — 1 e —1—2— a2 Vitr—1—1z/2+ 22
/(@) 22 9(x) In(l+z)—z (z) e* —1—x — 3a?

Exercice 3
Calculer les développements limités en 0 et & I'ordre indiqué :

fi(x) =€* — (cosx +sinz) a lordre 4 fo(x) =In(1 —x) alordreb
f3(z) = cos? & a lordre 4 fa(z) = T a lordre 4
f5(x) = tan z a lordre 3 fo(@) = 755 a lordre 4
fr(x) = em® a l'ordre 5 fs(x) =In(cosz) alordre 4

Exercice 4
Calculer les développements limités au point et a ’ordre indiqué :

filx) == a lordre 2 en 2 fa(z) = 2 a l'ordre 4 en 3
f3(z) = 2™®) & lordre 2 en 1 fa(z) = wg_;g}rl a lordre 3 en +o0o

Exercice 5
Soit f la fonction définie pour tout = € R par f(z) =z + 2°.

1.

Montrer que f : R — R est une bijection.

2. Prouver que f~! est une fonction impaire : Vo € R, f~}(—xz) = —f1(2).

3. On admet que f~! a des dérivées de tout ordre. Prouver qu'il existe a, b, c € R tels que f~!(z) =

4.

azr + bz + cx® + o(x%) quand = — 0.

Calculer a, b, c en utilisant le fait que f~!o f(z) = z.

Exercice 6

Déterminer lim

x_

x
et lim (sinz)Y/(*=m),
z—1 T — x—7/2

Exercice 7
Soit f la fonction définie sur R par f(0) =1 et f(x) = (In(l+2)~z)cosz pour x # 0.

1.
2.
3.

2

Déterminer le DL a lordre 3 de f en 0.
On note C la courbe représentative de f. Déterminer une équation de la tangente 7' a4 C en 0.

Préciser la position relative de T et C.

Exercice 8

Montrer que la courbe C d’équation y =

2242
x+1

exp(—%) admet quand z tend vers +oco ou —oo une

asymptote D dont on donnera une équation. Préciser la position relative de C et D.



