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TD 10 : Equation des ondes

Exercice 1. (Energie discréte). Pour 6 € [0, 1/2], on considére le f-schéma centré avec conditions aux
bord périodiques, donné par

(At)®

(A%)zA(Hu”+1 + (1 —20)u™ + 6u™ 1) =0,

un+1 — 2™+ unfl +

avec la convention ug = ul, ; pour tout n > 0, et ot A est la matrice du Laplacien discret (périodique),

2 -1 0 -1
-1 2 -1 0
A=

0 - -1 2 -1
-1 0 -1 2

On définit ’énergie discréte

n+1 n |2
b1 (v - 1 41 0 i1 2
E" = A7 + e (Gu™*t, Gu™) + Ba)? |G —u™)|
ot (., .) désigne le produit scalaire canonique sur RN¥+1 ||| la norme associée, et G est la matrice du

gradient scalaire, (Gu); = u;4+1 — u; (ot on rappelle la convention uy41 = up).

1. En supposant que u est de classe C*, vérifier que 'énergie discréte (multipliée par le pas d’espace)
est une approximation & ’ordre 1 en temps et en espace de 1’énergie au temps t"*1,

1

B(t"t) = J uf +ul.
0

2. Montrer que pour tout u,v € RV*t1,

(Gu, Gv) = (u, Av).

3. En déduire que E"*! — E™ = 0, c’est-a-dire que 1’énergie discréte est conservée.
4. Peut-on en déduire la stabilité L? du schéma numeérique ?

5. Dans un premier temps, montrer que I'inégalité de Poincaré discréte suivante est vérifiée : pour
tout uw e RN+,
|Gul| = 4sin*(rAx)||u — |,

ou Az = 1/(N + 1) et u désigne la valeur moyenne de u,

1 - 1
1

N +1

=
1

6. Dans un second temps, montrer que pour tout v,w € RV*+1,
(1,0) + 81w —ol? > (1= 25 )l
46

7. En déduire la stabilité inconditionnelle du schéma lorsque 6 € ]1/4,1/2], et en supposant que les

conditions initiales vérifient u° = @?.
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Exercice 2. (Le cas le plus simple) On considére I’équation des ondes homogéne
é’ttu - é’mu =0

sur t > 0 et € [0, 1], avec conditions de Dirichlet homogenes.

1. Résoudre I’équation des ondes avec conditions initiales :
w(0,2) =0, Ju(0,2) = 2kwsin(2knx).

2. Implémenter le #-schéma centré, et mettre en évidence 'ordre de consistance du schéma.

3. Vérifier que I’énergie discréte est constante.

Exercice 3. Dans cet exercice, on considére ’équation des ondes non homogeéne sur ¢t > 0 et z € [0, 1],
attu - azzu = f(u)

1. Adapter le schéma centré pour cette équation avec f(u) = sin(u) et avec conditions de Dirichlet
homogénes.

2. Adapter le schéma centré pour I’équation des ondes avec f(u) = 0 et avec conditions de Dirichlet
données par
u(0,t) = sin(27t), w(t, 1) =0.

On prendra comme conditions initiales :

u(0,2) =0, Jwu(0,z) =2n(1l — ).
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