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Méthode de Newton n-dimensionnelle

La méthode de Newton en dimension 1 se généralise naturellement en dimension n. Soit U � Rn un
ouvert, et F P C2pU,Rnq. L’algorithme de Newton s’écrit alors

Entrée : F, dF, x0, ε
1: k Ð 0, ε0 � 1
2: tant que εk ¡ ε faire
3: xk�1 � xk � pdF pxkqq

�1F pxkq
4: εk�1 � |xk�1 � xk|
5: k Ð k � 1
6: fin tant que
7: renvoyer xk

Sa convergence (et sa bonne définition) est assurée par le théorème suivant :

Théorème. Si F est de classe C2, s’annule en x P U , et dF pxq est inversible, alors il existe δ ¡ 0 tel
que la méthode de Newton est bien définie pour tout x0 P Bpx, δq, converge localement vers x, et est
d’ordre au moins 2.

Démonstration. D’une part, notons que y ÞÑ detpdF pyqq est continue, et donc dF pyq est inversible pour
tout y dans un voisinage de x. De plus, y ÞÑ ‖pdF pyqq�1‖ est continue sur son ensemble de définition,
car

pdF pyqq�1 �
CompdF pyqqT

detpdF pyqq
,

et donc il existe δ ¡ 0 tel que @y P Bpx, δq,
(i) dF pyq est inversible,
(ii) ‖pdF pyqq�1‖ ¤ 2‖pdF pxqq�1‖.
D’autre part, en utilisant la formule de Taylor appliquée à fptq � F ptx� p1� tqy, on obtient

0 � F pxq � fp1q � fp0q � f 1p0q �

» 1

0

p1� tqf2ptqdt

� F pyq � dF pyqpx� yq �

» 1

0

p1� tqd2F ptx� p1� tqyqpx� y, x� yqdt,

et donc

‖F pyq � dF pyqpx� yq‖ ¤ ‖d2F‖8
2

‖x� y‖2,

où ‖d2F‖8 � supξPBpx,δq‖d2F pξq‖.
Finalement, il vient, en posant ỹ � y � pdF pyqq�1F pyq, qui est bien défini si y P Bpx, δq,

‖x� ỹ‖ � ‖x� y � pdF pyqq�1F pyq‖
� ‖pdF pyqq�1pdF pyqpx� yq � F pyq‖
¤ ‖pdF pyqq�1‖‖dF pyqpx� yq � F pyq‖
¤ C‖x� y‖2,

avec C � ‖pdF pxqq�1‖‖d2F‖8.
Quitte à remplacer δ par minpδ, 1{Cq, on peut supposer que δ ¤ 1{C. Dans ce cas, si y P Bpx, δq,

alors ‖x � ỹ‖   Cδ2 ¤ δ, ce qui prouve la bonne définition de la méthode, et que son ordre est au
moins 2. Par ailleurs, la convergence est immédiate en remarquant que

‖xk � x‖ ¤ C‖xk�1 � x‖2 ¤ C1�2‖xk�2 � x‖4 ¤ . . .

¤
1

C
pC‖x0 � x‖q2

k

.
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