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Corrigé du devoir en temps libre n°1

Exercice 1.
1. Pour tout z € R, on a 22 + 3z + 1 < 2z + 7 si et seulement si 22 +  — 6 < 0. On cherche les racines de ce
polynome du second degré : le discriminant est égal & 12 +6 x 4 = 25, donc puisqu’il est strictement positif
—1++v25

2
devant le terme dominant est positif, le polynome est strictement positif en dehors de U'intervalle [—3, 2]

le polynéme a deux racines. Ces racines sont égales a , C’est-a-dire —3 et 2. Comme le coefficient

et ’ensemble des solutions est donc | [—3,2] |
2. Notons (F1) : |3z 4+ 2| — 1 < |z + 4| 'inéquation a résoudre pour z € R.
On distingue les cas en fonction des signes des expressions a U'intérieur des valeurs absolues (& 1’aide d’un
tableau de signe si besoin).
— Siz< —4,ona:
1
(B]) <= -3-2-1l<-z2-4 < z> 3
Il n’y a donc pas de solution dans ce premier cas.
— Size]—-4,-2],ona
(B1)) — -3r—2-l<z+4 <= —-T7<4x
Dans cet intervalle, les solutions sont donc | — I, —2].
— Enfin, si z > —%, on al

(B1)) <= 3z+2-1l<zx+4 << 2r<3.

Sur cet intervalle, les solutions sont donc | —

L’ensemble des solutions de (E7) est donc

3. Notons (E2) l'inéquation % < 2 4 1. On cherche les solutions en distinguant trois cas :

— Siz < -1, (E») est équivalente & —2z — 1 > (z + 1)(z — 1) (en multipliant par z — 1 < 0). Or on a
2r—122°-1 <= 022°4+2r «—= 0= (r+1)* -1 = (2+1)?<1 &= —-1<z+1<1.

Ainsi, dans ce cas les solutions sont [—2, —1[.

— Size[-3,1[,ona
(By) «= 2241222 -1 «—= 0> (z-1)?-3 — (z-12<3 «— —V/3<z—-1<V3.

Ainsi, dans ce cas les solutions sont [—3%,1[ (car —v/3 + 1 < —3).
— Siz>1,

(By) = 22+1<2?~1 «— 0> (z-1)2-3 < (z—1)?>3 < z-1<—3ouz—1> 3.

Ainsi, dans ce cas les solutions sont [1 + /3, +oo].

En conclusion, 'ensemble des solutions de (Es) est ] -2, 1[ v [1 +/3, +oo[ .

Exercice 2.
1. En développant, on obtient : (a — b)(a? + ab + b?) = a® — b°.

2.
281 7 . 2X - 1 2X7 7
_ = = e — = — - = -,
241 9 3 2x%3 376 9

2-1 33-1 7 26 7x13x2 13 2 1 2 13 13

— XY ==X — = = — et =x {1+ ==X ==

2241 3341 9 28 9x4x7 18 3 3x4 3712 18

Les deux égalités demandées sont vérifiées.
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3. Pour n > 2, on considére la proposition P(n) suivante :

nd—1

nd+1

2 -1 33-1
—_ X —— X X
2241 3341

e Cp——
-3 n(n +1)

— On a vérifié a la question précédente que P(2) est vraie.

— Soit un entier n > 2, et supposons que P(n) est vraie. On a alors

(1 * n(n1+ 1)) 8

nn+1)+1 n((n+1)2%*+m+1)+1)

33 —1 "
3 +1

251
23 +1

-1 (n+13-1

(n+1)% -1
X X
nd+1 (n+1)3+1

(n+1)3+1

X

nnt 1)t (ntl2—(nt1)+1)
n+1)(n+2)+1
(n+1)(n+2)

1
(H CERCES)

WM WIN W Wl
X X

Ainsi, P(n + 1) est vraie
Par récurrence, on a montré que P(n) est vraie pour tout entier n > 2.

Exercice 3.
1. On a

Los 1
Uy = - xXhbH—— =
173 2

3
2~ %

et wuy= —§ + § —
8 2
La suite n’est pas croissante (car par exemple, us < up) et elle n’est pas décroissante (car par exemple
Ug > U3).
Considérons la propriété P(n) :
n = 3.
— D’aprés les calculs de la question 1, on a uy4

Unt1 > Upn €t démontrons par récurrence qu’elle est vraie pour tout entier

= _3
8

— Soit un entier n > 3 et supposons P(n) vraie. Or on a

> —3 = 3 donc P(3) est vraie.

n 1( 1) 3 1 1 n 3 1( )+ 1
Unto — Uptl = —Up —(n — = ——Up— =N+ == —(Ups1 — Upn) + =
+2 +1= 5Uni1 + 5 575 5 5 = \Un+1 2
et d’aprés ’hypothése de récurrence, w11 — u, > 0. Ainsi, upio — Upr1 > % > 0, et donc
P(n + 1) est vraie.
Par récurrence, on a montré que pour tout entier n = 3, upy1 > Up.
4. Soit ne N, on a
1 1 (n+1) + 1 1 n 1 3 1 1 1 1/1 1 . 1 1
Upyl = —Upi1 — — (N —=—Upt+—nN————n——+-—=—|—u,— —n+=||= v,
710 10 220 200 20 100 10 2 2\10 100 2 2
Ainsi, la suite (v, ) est géométrique de raison %, et donc pour tout n € N,
1\" 1 <5 1 1\" 1\"
vpm=v|=) == -]z == .
’\2 10 2)\2 2
5. D’aprés la relation entre (uy) et (vy,), on a
=10 L + L L) _ 10 1" + 5
=P\ T e T e T
. 1\ N 1 . R ‘ o . _
(*) 6. Onsait que (2) R 0car 5 €]—1,1[ et que n — 400, donc par somme de limites, on a nglfw Up = +00.
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