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Exercice 1. 1. Pour p P N, la négation de Pppq est « @k P N, 2p ´ 2 ‰ kp », autrement dit « 2p ´ 2 n’est

pas un multiple de p ».
2. Pour p “ 2, 2p ´ 2 “ 2 “ kp avec k “ 1 donc il existe k P N tel que 2p ´ 2 “ kp et Pp2q est vraie.

Pour p “ 3, 2p ´ 2 “ 6 “ kp avec k “ 2 donc il existe k P N tel que 2p ´ 2 “ kp et Pp3q est vraie.
Pour p “ 5, 2p ´ 2 “ 30 “ kp avec k “ 6 donc il existe k P N tel que 2p ´ 2 “ kp et Pp5q est vraie.
Pour p “ 4, 2p ´ 2 “ 14 n’est pas un multiple de 4, donc Pp4q est fausse.

3. Si p “ 7, 2p ´ 2 “ 126 “ kp avec k “ 18, donc Pp7q est vraie.
4. Pour p P N, on considère l’implication : « p est un nombre premier ùñ Pppq ».

‚ La négation de cette implication est « p est un nombre premier et Pppq est fausse. ».
‚ La contraposée de cette implication est « non(Pppq) ùñ p n’est pas un nombre premier ».
‚ La réciproque de cette implication est « Pppq ùñ p est un nombre premier ».

5. L’implication est supposée vraie, donc sa contraposée est également vraie.
‚ En écrivant la contraposée pour p “ 143, de «Pp143q est fausse » on déduit que 143 n’est pas premier.
‚ De « 137 est un nombre premier », on déduit Pp137q en appliquant l’implication à p “ 137.
‚ De « Pp163q est vraie », on ne peut rien déduire.

6. Soit p P N. L’implication peut se lire :
‚ « Si p est un nombre premier, alors Pppq est vérifiée ».
‚ « Il est nécessaire que Pppq soit vérifiée pour que p soit un nombre premier ».
‚ « Il suffit que p soit un nombre premier pour que Pppq soit vérifiée ».

Exercice 2. 1. ‚ Le couple d’entiers naturels p1, 2q appartient à A car p1, 2q s’écrit pk, 2kq pour l’entier
k “ 1 P N.

‚ Le couple d’entiers naturels p3, 5q appartient à B car ses coordonnées vérifient l’inéquation 3`5 ď 10.
‚ Le couple d’entiers naturels p3, 9q appartient à C car 10ˆ 3` 9 “ 39 “ 3n avec n “ 13 P N.

2. Le couple d’entiers naturels p3, 6q appartient aux trois ensembles : en effet p3, 6q “ pk, 2kq pour k “ 3,
3` 6 ď 10 et 10ˆ 3` 6 “ 3n avec n “ 12. Donc p3, 6q P AXB X C .
Le couple d’entiers naturels p10, 20q appartient à A (avec k “ 10) mais pas à B (car 10` 20 ą 10), donc

p10, 20q P AXB .
3. Soit k P N. Un élément pk, 2kq de A est dans B si et seulement si k` 2k ď 10, c’est-à-dire si et seulement

si k ď 10{3. On a donc

AXB “
{
pk, 2kq ; k P rr0, 3ss

}
“ {p0, 0q, p1, 2q, p2, 4q, p3, 6q} Ă N2

4. Montrons que A Ă C. Soit a P A. Il existe k P N tel que a “ pk, 2kq. Alors comme 10ˆk`2k “ 12k “ 3n,
avec n “ 4k P N, a appartient aussi à C. On a donc montré que A Ă C.
On a vu que le couple p3, 9q est dans C, et il n’est pas dans A puisque 9 ‰ 2ˆ 3 ;
l’inclusion réciproque C Ă A est donc fausse.

Exercice 3 (Suite de Sylvester). On définit la suite psnqnPN par s0 “ 2 et pour tout n P N, sn`1 “ 1`

n∏
k“0

sk.

1. a. On calcule

s1 “ 1`

0∏
k“0

sk “ 1` s0 “ 3 , s2 “ 1`

1∏
k“0

sk “ 1` s0s1 “ 7 , s3 “ 1`

2∏
k“0

sk “ 1` s0s1s2 “ 43 .

b. Montrons que pour n P N, sn`1 “ 1 ` psn ´ 1qsn. Pour n “ 0, on a s1 “ 3 “ 1 ` p2 ´ 1q ˆ 2. Soit
n ě 1, on peut écrire

sn`1 “ 1`

n∏
k“0

sk “ 1` sn

n´1∏
k“0

sk,

or comme n ě 1, sn “ 1`

n´1∏
k“0

sk donc
n´1∏
k“0

sk “ sn´ 1, et en injectant dans ce qui précède on obtient

le résultat voulu : sn`1 “ 1` snpsn ´ 1q .
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c. Pour tout n P N, on note Ppnq la proposition « sn ě n!` 1 ».
Initialisation : pour n “ 0, on a bien s0 “ 2 ě 0!` 1 “ 2, donc Pp0q est vérifiée.
Hérédité : on suppose que Ppnq est vraie pour un certain n P N et on va montrer que Ppn ` 1q
est alors aussi vraie. Comme Ppnq est vraie, en particulier on a sn ´ 1 ě n!, et par ailleurs sn est
strictement positif. On en déduit donc les inégalités suivantes, en appliquant l’hypothèse de récurrence
successivement à chacun des deux termes sn, avec des facteurs strictement positifs :

sn`1 “
1.b.

1` psn ´ 1qsn ě
pHRq

1` n!sn ě
pHRq

1` n!pn!` 1q ě 1` n!pn` 1q “ 1` pn` 1q!

La dernière inégalité vient du fait que n! ě n pour tout n P N. On a donc démontré Ppn` 1q.
Conclusion : On a montré que Pp0q est vraie et que (Ppnq ùñ Ppn` 1q) pour tout n P N. Par
récurrence, la proposition Ppnq est donc vraie pour tout n P N.

d. Montrons d’abord que pour tout n ě 4, on a 2n ď n!. On procède par une récurrence express :
‚ c’est vrai en n “ 4.
‚ si 2n ď n! pour un certain n ě 2, alors 2n`1 “ 2 ˆ 2n ď 2n! ď pn ` 1qn! ď pn ` 1q! puisque
n` 1 ě 5 ě 2.

On a donc prouvé par récurrence que 2n ď n! pour tout n ě 4.
La question précédente nous donne que pour tout n P N, sn ě n! ` 1, et comme ces quantités sont
strictement positives on a l’inégalité renversée pour les inverses : 1

sn
ď 1

n!`1 . Par conséquent, étant
donné que 2n ą 0 pour tout n P N, on obtient grâce à ce qui précède (et au fait que n!` 1 ą 0) que

@n ě 4, a
2n

sn
ď

2n

n!` 1
ď

n!

n!` 1
ď 1.

La suite
(

2n

sn

)
nPN

est strictement positive donc minorée par 0, et majorée à partir du cinquième
terme, donc elle est bornée. On pourrait remarquer que la suite est majorée par 1 en calculant ses
premiers termes mais ça n’est pas nécessaire, car les suites bornées à partir d’un certain rang sont
bornées.

2. Pour n P N, on note Tn “

n∑
k“0

1

sk
.

a. Comme
(

2n

sn

)
est bornée, en particulier il existe un majorant réel M , forcément positif, tel que pour

tout n P N,
2n

sn
ď M , autrement dit

1

sn
ď

M

2n
. On peut majorer la somme Tn terme à terme : pour

tout n P N,

Tn “

n∑
k“0

1

sk
ď

n∑
k“0

M

2k
“M

n∑
k“0

(
1

2

)k

“M
1´

(
1
2

)n`1

1´ 1
2

“
M

2
´

M

2

(
1

2

)n`1

ď
M

2
.

Comme M
2 est indépendant de n, on a montré que pTnqnPN est une suite majorée.

b. D’après la question 1.b., pour k P N, on a sk`1´1 “ skpsk´1q. Donc en divisant par psk`1´1qpsk´1q
(c’est non nul !), on obtient

1

sk ´ 1
“

sk
sk`1 ´ 1

“
1

sk`1 ´ 1
`

sk ´ 1

sk`1 ´ 1
,

et par conséquent, on trouve en appliquant à nouveau la question 1.b. :

1

sk ´ 1
´

1

sk`1 ´ 1
“

sk ´ 1

sk`1 ´ 1
“

1

sk
.

c. On fait donc apparaître une somme télescopique : si n P N,

Tn “

n∑
k“0

1

sk
“

n∑
k“0

1

sk ´ 1
´

1

sk`1 ´ 1
“

1

s0 ´ 1
´

1

sn`1 ´ 1
“ 1´

1

sn`1 ´ 1
.

p‹q 3. Comme pour tout n P N, sn ě n! ` 1, par croissance comparée psnq tend vers `8 et par consé-

quent
1

sn`1 ´ 1
Ñ

nÑ`8
0. On montre donc, en sommant les limites dans l’expression précédente, que

pTnq converge vers 1.
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