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Corrigé du devoir en temps libre 4

Exercice 1. — L’équation caractéristique associée a la suite (u,)nen est r? — (1—'2”)7“ — % = 0. Le discri-
minant de ce polynéme de degré 2 est

1+d)\> (1—4) 2 (1—4i) 4-3i
I =)

Déterminons les racines carrés de A sous forme algébrique : si (x,y) € R?, alors

22 442 = |A| = \/4224-32 :g
(.’£+iy)2=A(:) gj2—y2=2
2zy = —

[SI[9N)

Comme A est un complexe non nul, il admet exactement deux racines carrées complexes, opposées 'une
de l'autre. Si = + iy est une telle racine, en sommant les deux premiéres lignes, on obtient 222 = %,
c’est-a-dire 22 = %, et la deuxiéme ligne nous donne y? = 22 — 2 = i. La troisiéme ligne indique que z et
y sont nécessairement de signes opposés. Les deux racines carrées de A sont donc i%. Par conséquence,

les racines de I’équation caractéristiques sont

S G S A St A WV I 6 S Bt A W S
792 2 )= 279\ 2 2 ) 2

Il existe alors deux constantes complexes A et B telles que le terme général de la suite s’écrit & I'aide de
ces racines :

n n
Vn e N,u, = Arl + Bry.
Déterminons ces constantes a ’aide des données initiales : si

{ §+7;=7,L0=A+B

51 =wu; = Ary + Bro,

alors en o6tant la deuxiéme ligne a la premiére, comme r; = 1, on obtient

3 . 3. -1+ 3 4

donc en divisant & gauche et & droite par % — é qui est un complexe non nul, il vient B = 1. Ensuite la

premiére ligne donne A = % +i1—DB = % + 4. Ainsi si A et B sont les constantes associées a (u,), on a

nécessairement (A4, B) = (3 +14,1). On peut donc conclure :

1 _1 . n
Vn e N, unzAr?+Br§=2+z'+< 2“).

i—1
2

sous forme exponentielle : 51 = % <772 + %) = % exp(3im/4). On a alors

que les points d’affixes u,, = (% +i)+ ﬁ exp(i3nm/4) forment une spirale s’enroulant asymptotiquement

On met comme conseillé

sur le point L d’affixe % + 4, voir Figure 1.

— L’équation caractéristique associée a la suite (v, )nen est 72 —3v/3r+9 = 0. Le discriminant de ce polynome
de degré 2 est
A=(3V3)?—4x9=-9

Le discriminant est réel et strictement négatif, ses racines carrées sont donc +3i et les racines de ’équation
caractéristiques sont complexes conjuguées :

3v3 + 3i . 3v3-3i
r=72 et r=72
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FIGURE 1 — Les 8 premiers termes de la suite u,,, dessinés avec GeoGebra

2/4



ENS de Lyon 2022-2023
CPES Sciences Mathématiques

On met 7 sous forme exponentielle par identification d’une e* bien connue :

r:m:?,(\/g Z>:3ei7f/6

2 o T3

1l existe alors des constantes réelles A et B telles que le terme général de la suite s’écrit :
Vn € N, v, = A3" cos(nn/6) + B3" sin(nn/6).

Déterminons ces constantes & 'aide des données initiales :

1:’1)0:A PN A=1 — A=1
0 =v; = 3Acos(m/6) + 3B sin(mw/6) 0= 3A§ +3B1 0=+vV3+B

Ainsi si A et B sont les constantes associées & (v,), on a nécessairement (A, B) = (1, —v/3). On peut donc
conclure :

VneN, w, =3"cos(nm/6) — V3 x 3"sin(nr/6).

Exercice 2.

1.

a. (Eg) : 22 4+ 2+ 1 = 0 est une équation polynomiale de degré 2, dont le discriminant est A = —3 =
(iv/3)2. Ainsi, ses solutions sont

. —1+iV3

—1-4iv3

et j=
2 J 2
Ce sont aussi les deux racines 3-iémes de 'unité différentes de 1.
b. Comme j et j sont racines de 1'unité, en particulier |j| = |j] = 1 < v/2, donc les solutions de (E3)

sont toutes de module strictement inférieur a /2.
a. La fonction f est polynomiale donc dérivable sur R avec Vo € R, f/(x) = 322 + 1 > 0.

Ainsi, f est strictement croissante et continue sur R, elle réalise donc une bijection de R vers f(R) = R
(car lim f = —0 et lJirmf = +00).
— 00 0

On en déduit que 0 admet un unique antécédent par f que 'on note a. Cela signifie que pour = € R,

f(z)=0 <= 2*+2+1=0 <= x=a

ou autrement dit, ‘a est I'unique solution réelle de (Ej3). ‘
b. Ona f(—3) =2 >0et f(—1) = =1 < 0, donc f(—1) < f(a) < f(—3), et par croissance de f, on en

déduit que | —1 < a < —%.

c. Supposons que b € C est solution de (F3), c’est & dire b> + b+ 1 = 0.

On a alors, d’aprés les régles de calcul du conjugué, 0 = 0=0+b+1= b’ + b + 1, ce qui montre
que b est solution de (E3).

d. D’aprés la factorisation admise, et en évaluant pour z = 0, on obtient 1 = (—a)(—b)(—b) = —abb.
e. D’aprés la question précédente, |b|?> = bb = }a, et d’apres (b), 1 < }a < 2 car la fonction inverse est
décroissante sur R* ou vivent —1, a et —%.

Ainsi, |b] = |b] < v/2, et comme |a| < 1 < /2, on a bien vérifié que toutes les solutions de (E3) sont
de module strictement inférieur a /2.

a. Supposons que z € C est une solution de (E,). On a donc z™ = —z — 1 et donc
|z|" =|2"| =] —2z—1=|2+ 1| <|2| +1 d’aprés 'inégalité triangulaire.

b. La fonction g, est dérivable (car polynomiale) et Vo € R,, g/, (z) = nz"~! — 1. Ainsi

n—1
g(z)=20 — nz"l>1 — z> <)
n

1
On note a,, = (%) "~ et le tableau de variation de g, sur R, est :
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—1 +00
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¢. On rappel que n > 4, donc \/?nZ\/iAl =922 =4 et ainsign(\/?) >4—+/2—-1>0car 3> 2.
D’aprés le tableau de variation de la question précédente, g, est négative sur [0,a,] et comme
gn(v/2) > 0, on a nécessairement /2 > a,,. Ainsi, g, est croissante sur [v/2, +oo[ (car < [a,,, +0[) et
donc strictement positive sur cet intervalle (toujours car g, (v/2) > 0).

d. Si|z| = 2, on a d’aprés la question précédente g, (|z]) > 0, c’est a dire |2|"* —|z|—1 > 0. La contraposée
du résultat obtenu en 3.(a) permet alors de déduire que |z| n’est pas solution de (E,).

Autrement dit, on a montré que

|2l > V2 = =z nlest pas solution de (E,) ,
ce qui est bien équivalent (par contraposée) a

2 est pas solution de (E,) = |z| <V?2.

Question bonus : on applique ’algorithme d’Euclide & 98 et 57. Il y a beaucoup d’étapes!

98 = 1 x 57 + 41 (1)
57 =1x41+16 (2)
41=2x16+9 (3)
16=1x9+7 (4)
9=1xT7+2 (5)
7=3x2+|[1] (6)
3=3x1+0. (7)

Le pged de 98 et 57 est donc 1, ces nombres sont donc premiers entre eux. On remonte 1’algorithme depuis le 1
encadré pour obtenir une combinaison linéaire de 98 et de 57 a coefficients entiers :

1=7-3%x2=7-309-7)=4x7-3x9=4(16-9)—3x9=4x16—7%x9="--
(6) (5) (4)
On respire un coup et on y retourne :

s 4%x16—7(41—2x16) = 18 x 16— 7 x 41 5 18(57—41)—7 x 41 = 18 x 57— 25 x 41 h 18 x 57 —25(98 — 57)
1

Ce qui nous donne pour finir

[1=—25x98+43 x 57.
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