ENS de Lyon 2022-2023
CPES Sciences Mathématiques

Corrigé du devoir en temps libre 5

Exercice 1. 1. On commence par résoudre I’équation homogéne associée,
(H): Vo eR,y"(z) + w?y(z) = 0.

L’équation caractéristique associée est 72 +w? = 0, dont les racines sont iw et —iw. Le théoréme du cours
s’applique, et les solutions (réelles) de H sont les éléments de ensemble

S(H) = {x — acos(wz) + Bsin(wz), (o, B) € R?}.

2. On cherche une solution particuliére de la forme ¢, : & — Acos(woz) + Bsin(woz), ott A et B sont des
réels a déterminer. La fonction ¢, est solution de (E) : Vt € R, 3" (z) + w?y(z) = cos(wpz) si, et seulement
si

Vr e R, —Awj cos(wox) — Bwi sin(wox) + w?(A cos(wor) + Bsin(wor)) = cos(woz)

ce qui est équivalent, en regroupant les termes, a

Ainsi,

est une solution particuliére de (E).
3. On en déduit que ’ensemble des solutions de (E) est

S(E)=S(H)+¢p = {x — ﬁ cos(woz) + acos(wzx) + Bsin(wz), (o, B) € RQ} )
— Wy

4. Soient «, 8 € R. La fonction

brx—> —

e cos(woz) + acos(wx) + B sin(wz)
0

est solution du probléme de Cauchy si, et seulement si, ¢(0) = 1 et ¢'(0) = 0,
szt =1
— 0
Bw = 0.

On en conclut que 'unique solution du probléme de Cauchy est la fonction

1 1
¢z pr— cos(wox) + (1 — M) cos(wz).

Exercice 2. 1. Soient a, b, c € R. On cherche une solution particuliére de (E) de la forme ¢ : 2 — ax?+bx+c.
¢ est solution de (E) <= VzeR, z(z —1)(2ax +b) — (3z — 1)(az® + br +¢) + 2*(x + 1) = 0
«— VzeR, 2az® + bz? — 2az? — bz — 3az® — 3ba® — 3cx + ax® +br+c+ 23 +22 =0

— VzeR, (2a—3a+ 1)z + (b—2a—3b+a+1)2° + (=b—3c+b)x+c=0,

donc ¢ est solution de (F) si, et seulement si,

—a+1=0
—2b—a+1=0
— b=
—3c=0
C:
c=0

La fonction ¢ : 2 +— 2% est donc une solution particuliére de (E).
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2. Soient a,b € R, et soit x € R\{0,1}.

a b alx—1)+bxr (a+bx—a
~ + _ _ ,
x -1 x(x—1) x(x—1)

donc
3z —1 a b

—_— = ——
zx—1) =z =x-1
pour tout & € R\{0, 1} si, et seulement si, a + b = 3 et —a = —1, c’est-a-dire que a = 1 et b = 2. On a

donc montré que
3z —1 1 2

Vre R\{0,1} ——Mm=—-—+——70.
Mo, 1} zx—1) x x-1
3. Comme la fonction  — x(z — 1) s’annule en 0 et en 1, on ne peut pas écrire (E) sous forme normalisée
sur R tout entier. Par contre, si on se restreint & des intervalles qui ne contiennent ni 0 ni 1, il n’y a pas de
probléme : on définit donc I; = ]—00,0[, Iz = ]0,1[, et Is = ]1, +o0[. Considérons 1'un de ces intervalles,
par exemple I;. L’équation différentielle peut se réécrit :

3z —1 Pz + 1)

(Ey):Vxely, o(x)-— )y(x) = m

x(x—1
On commence par résoudre 1’équation homogéne associée. 11 suffit donc de trouver une primitive de la

fonction définie sur I1, a : x — — ;Eij) . Or, la question précédente permet d’affirmer que sur cet intervalle,

la fonction A : z — —1In(|z|) — 2In(|z — 1|) = — In(|z|(x — 1)?) est une primitive de a. Comme on connait
par ailleurs une solution particuliére grace a la question 1, on en déduit que les solutions de (E7) sont les
éléments de I’ensemble

_f Yai]-0, 0> R
S(El)—{ A o $2+)\x|(x—1)2’>\eR}'

Le raisonnement est le méme pour les deux autres intervalles. On définit alors, pour i € {1,2,3} et A€ R,

¢ix: L — R
e 22+ Az(z—1)2°

et on peut remarquer que si z < 0, alors ¥y (z) = 2% — Az(z — 1)? = 2% + (= N)z(z — 1)? = ¢1 (), et
donc pour tout i € {1,2,3},
S(El) = {(7251‘7)\, A E R} .

4. On suppose que f est une solution de (F). En particulier, la fonction f restreinte a I, notée f|;,, est
solution de (E7). Par conséquent, d’aprés le résultat de la question précédente, il existe une constante
A1 € R telle que f|r, = ¢1,5,- Il en va de méme pour les restrictions de f a I1 et & I : on a donc montré
Iexistence de A1, Aa, A3 € R telles que, pour tout = € R,

six <0, f(z) =22 + Ma(z — 1)
si0<x<1, f(x)=2%+z(z—1)3
sil<uam, f(z) = 2% + \sz(z — 1)2

5. Par hypothése, f est de classe C! sur R. En particulier, f et f’ sont continues en 0 (respectivement, en
1), ce qui implique que la restriction de f a I; admet la méme limite en 0 que la restriction de f a I
(respectivement, en sur I et I3, en 1). Calculons ces limites

lim 22+ Nz(z—1)2=0=lim 22+ hx(z — 1)
x—0,xel; x—0,x€ls

et donc la fonction f est continue en 0 indépendamment des valeurs de A; et A\2. De la méme maniére,

lim 2%+ Mx(z—1)2=1= lim 2?+ \z(x —1)%

x—1,x€ls x—1,x€l3
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Calculons maintenant la dérivée de f : pour tout i € {1,2,3} et x € I, f'(x) = 22 + N\j(z — 1)(3z — 1).
L’argument de continuité en 0 et en 1 vaut pour f’ comme pour f, calculons donc la limite de f en 0 en

se restreignant a I; et I :
lim  f'(z) = A, lim  f'(z) = As.

rz—0,xely rz—0,z€l>

Ainsi, f’/ étant continue, on a nécessairement ’égalité \; = A\o. Par contre,

li "#)=2= i !
iy, S =2= i T
donc on ne trouve pas de condition reliant s et As.
6. On a montré que si f est solution de (E) et de classe C! sur R, alors il existe deux constantes réelles \;
et A3 telles que pour tout = € R,

six <0, f(z) =22 + Ma(x — 1)
si0<x<1, f(x)=2%+\z(z—1)2
sil<ua, f(z) = 2% + \sz(z — 1)2

On a déterminé f sur Iy, I et I3 : il suffit maintenant de “recoller” les morceaux par continuité. On peut
affirmer que

22+ Maw(z—1)? siz<1
2?2 + Ngw(z—1)? six>1.

f:fo(év)—{ (1)

La démonstration n’est pas terminée : on a montré que si f est solution, alors elle a la forme (1). Il faut
s’assurer de la réciproque pour conclure : soient A1, A3 des constantes réelles. Alors, la fonction définie par
la formule (1) est bien de classe C' sur R (d’apreés les considérations de la question 5), et ¢’est une solution
de I’équation différentielle (E) sur Iy, sur I, et sur I3. En particulier, pour tout = € R\{0, 1},

z(z—1)f'(x) — Bz — 1) f(2x) + 2*(x +1) = 0.

Par continuité de f et f’, cette relation est encore vérifiée pour © = 0 et & = 1, et donc f est bien une
solution de (E) sur R.
On peut conlure : les solutions de (E) de classe C! sont les éléments de I’ensemble

{f:x'_){xz—k)\lx(x—l)z siz <1 ’)\1,/\3€R}.

2?2+ Ngw(z—1)? six>1.

Exercice 3. 1. La fonction constante égale a 0 est une solution du probléme.
2. Soit f une fonction qui vérifie I’équation fonctionnelle. En particulier, en choisissant x = 0 et y = 0, on
trouve que f(0) = 2f(0), et donc f(0) = 0.
3. Fixons x € R. Les fonctions y — f(z + y) et y — e f(y) + e¥ f(x) sont dérivables sur R, et on en déduit
donc que pour tout y € R,

fllx+y) =e"fy) +e fx).

En particulier, pour y = 0, on obtient que
f'(@) = e"f1(0) + f(a).
Cette relation étant vraie pour tout x € R, on en conclut que f est solution de I’équation différentielle
(E):VzeR, f(z)=f(z)+Ce",
ou C = f(0).

4. On commence par résoudre I’équation homogeéne associée, (H) : Vx € R,y'(x) = y(x). L’ensemble des
solutions de cette équation est
S(H)={z — ae”,a e R}.
Pour trouver une solution particuliére, on procéde par variation de la constante : on cherche une solution
de la forme ¢, : * — a(z)e”, ol v est une fonction dérivable sur R. Alors ¢, est solution de (E) si, et
seulement si, pour tout x € R,

Op(x) = dp(x) + Ce® = o' (x)e” = Ce”.

3/4



ENS de Lyon 2022-2023
CPES Sciences Mathématiques

Ainsi, la fonction « : x — Cx convient. On en déduit que
S(E) ={z — ae® + Cze®, a € R},
et la solution de (F) qui vérifie la condition initiale y(0) = 0 est nécessairement la fonction
¢:x— Cxe®.

5. On a montré que si f est dérivable et vérifie ’équation fonctionnelle, alors f est solution du probléme de
Cauchy de la question 4, et donc il existe C' € R tel que f : x — Cxe®.

Réciproquement, soit C' € R. On considére f : x — Cxe®. Alors, si z,y € R, on a

flz+y) =Cla+y)e™
= Cze®tY + Cye™ Y
= eYCuxe® + e*CyeY
= eV f(z) +e"f(y),

et f est bien une solution de I’équation fonctionnelle.

Finalement, I’ensemble des solutions f : R — R vérifiant, pour tout z,y € R, f(z +y) = eV f(z) + e* f(y)
est 'ensemble
{z — Cze®,C e R}.
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