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Exercice 1. 1. On commence par résoudre l’équation homogène associée,

pHq : @x P R, y2pxq ` ω2ypxq “ 0.

L’équation caractéristique associée est r2`ω2 “ 0, dont les racines sont iω et ´iω. Le théorème du cours
s’applique, et les solutions (réelles) de H sont les éléments de l’ensemble

SpHq “ {x ÞÑ α cospωxq ` β sinpωxq, pα, βq P R2}.

2. On cherche une solution particulière de la forme φp : x ÞÑ A cospω0xq ` B sinpω0xq, où A et B sont des
réels à déterminer. La fonction φp est solution de pEq : @t P R, y2pxq ` ω2ypxq “ cospω0xq si, et seulement
si

@x P R,´Aω2
0 cospω0xq ´Bω

2
0 sinpω0xq ` ω

2pA cospω0xq `B sinpω0xqq “ cospω0xq

ce qui est équivalent, en regroupant les termes, à{
p´ω2

0 ` ω
2qA “ 1

p´ω2
0 ` ω

2qB “ 0.

Ainsi,

φp : x ÞÑ
1

ω2 ´ ω2
0

cospω0xq

est une solution particulière de pEq.
3. On en déduit que l’ensemble des solutions de pEq est

SpEq “ SpHq ` φp “

{
x ÞÑ

1

ω2 ´ ω2
0

cospω0xq ` α cospωxq ` β sinpωxq, pα, βq P R2

}
.

4. Soient α, β P R. La fonction

φ : x ÞÑ
1

ω2 ´ ω2
0

cospω0xq ` α cospωxq ` β sinpωxq

est solution du problème de Cauchy si, et seulement si, φp0q “ 1 et φ1p0q “ 0,

ðñ

{
1

ω2´ω2
0
` α “ 1

βω “ 0.

On en conclut que l’unique solution du problème de Cauchy est la fonction

φ : x ÞÑ
1

ω2 ´ ω2
0

cospω0xq `

(
1´

1

ω2 ´ ω2
0

)
cospωxq.

Exercice 2. 1. Soient a, b, c P R. On cherche une solution particulière de pEq de la forme φ : x ÞÑ ax2`bx`c.

φ est solution de pEq ðñ @x P R, xpx´ 1qp2ax` bq ´ p3x´ 1qpax2 ` bx` cq ` x2px` 1q “ 0

ðñ @x P R, 2ax3 ` bx2 ´ 2ax2 ´ bx´ 3ax3 ´ 3bx3 ´ 3cx` ax2 ` bx` c` x3 ` x2 “ 0

ðñ @x P R, p2a´ 3a` 1qx3 ` pb´ 2a´ 3b` a` 1qx2 ` p´b´ 3c` bqx` c “ 0,

donc φ est solution de pEq si, et seulement si,
´a` 1 “ 0

´2b´ a` 1 “ 0

´3c “ 0

c “ 0

ðñ


a “ 1

b “ 0

c “ 0.

La fonction φ : x ÞÑ x2 est donc une solution particulière de pEq.
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2. Soient a, b P R, et soit x P Rz{0, 1}.

a

x
`

b

x´ 1
“
apx´ 1q ` bx

xpx´ 1q
“
pa` bqx´ a

xpx´ 1q
,

donc
3x´ 1

xpx´ 1q
“
a

x
`

b

x´ 1

pour tout x P Rz{0, 1} si, et seulement si, a ` b “ 3 et ´a “ ´1, c’est-à-dire que a “ 1 et b “ 2. On a
donc montré que

@x P Rz{0, 1} 3x´ 1

xpx´ 1q
“

1

x
`

2

x´ 1
.

3. Comme la fonction x ÞÑ xpx ´ 1q s’annule en 0 et en 1, on ne peut pas écrire pEq sous forme normalisée
sur R tout entier. Par contre, si on se restreint à des intervalles qui ne contiennent ni 0 ni 1, il n’y a pas de
problème : on définit donc I1 “ s´8, 0r, I2 “ s0, 1r, et I3 “ s1,`8r. Considérons l’un de ces intervalles,
par exemple I1. L’équation différentielle peut se réécrit :

pE1q : @x P I1, y1pxq ´
3x´ 1

xpx´ 1q
ypxq “ ´

x2px` 1q

xpx´ 1q
.

On commence par résoudre l’équation homogène associée. Il suffit donc de trouver une primitive de la
fonction définie sur I1, a : x ÞÑ ´ 3x´1

xpx´1q . Or, la question précédente permet d’affirmer que sur cet intervalle,
la fonction A : x ÞÑ ´ lnp|x|q ´ 2 lnp|x´ 1|q “ ´ lnp|x|px´ 1q2q est une primitive de a. Comme on connaît
par ailleurs une solution particulière grâce à la question 1, on en déduit que les solutions de pE1q sont les
éléments de l’ensemble

SpE1q “

{
ψλ : s´8, 0r Ñ R

x ÞÑ x2 ` λ|x|px´ 1q2
, λ P R

}
.

Le raisonnement est le même pour les deux autres intervalles. On définit alors, pour i P {1, 2, 3} et λ P R,

φi,λ : Ii Ñ R
x ÞÑ x2 ` λxpx´ 1q2

,

et on peut remarquer que si x ă 0, alors ψλpxq “ x2 ´ λxpx ´ 1q2 “ x2 ` p´λqxpx ´ 1q2 “ φ1,´λpxq, et
donc pour tout i P {1, 2, 3},

SpEiq “ {φi,λ, λ P R} .

4. On suppose que f est une solution de pEq. En particulier, la fonction f restreinte à I1, notée f |I1 , est
solution de pE1q. Par conséquent, d’après le résultat de la question précédente, il existe une constante
λ1 P R telle que f |I1 “ φ1,λ1

. Il en va de même pour les restrictions de f à I1 et à I2 : on a donc montré
l’existence de λ1, λ2, λ3 P R telles que, pour tout x P R,

si x ă 0, fpxq “ x2 ` λ1xpx´ 1q2,

si 0 ă x ă 1, fpxq “ x2 ` λ2xpx´ 1q2,

si 1 ă x, fpxq “ x2 ` λ3xpx´ 1q2.

5. Par hypothèse, f est de classe C1 sur R. En particulier, f et f 1 sont continues en 0 (respectivement, en
1), ce qui implique que la restriction de f à I1 admet la même limite en 0 que la restriction de f à I2
(respectivement, en sur I2 et I3, en 1). Calculons ces limites

lim
xÑ0,xPI1

x2 ` λ1xpx´ 1q2 “ 0 “ lim
xÑ0,xPI2

x2 ` λ2xpx´ 1q2,

et donc la fonction f est continue en 0 indépendamment des valeurs de λ1 et λ2. De la même manière,

lim
xÑ1,xPI2

x2 ` λ2xpx´ 1q2 “ 1 “ lim
xÑ1,xPI3

x2 ` λ3xpx´ 1q2.
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Calculons maintenant la dérivée de f : pour tout i P {1, 2, 3} et x P Ii, f 1pxq “ 2x ` λipx ´ 1qp3x ´ 1q.
L’argument de continuité en 0 et en 1 vaut pour f 1 comme pour f , calculons donc la limite de f en 0 en
se restreignant à I1 et I2 :

lim
xÑ0,xPI1

f 1pxq “ λ1, lim
xÑ0,xPI2

f 1pxq “ λ2.

Ainsi, f 1 étant continue, on a nécessairement l’égalité λ1 “ λ2. Par contre,

lim
xÑ1,xPI2

f 1pxq “ 2 “ lim
xÑ1,xPI3

f 1pxq,

donc on ne trouve pas de condition reliant λ2 et λ3.
6. On a montré que si f est solution de pEq et de classe C1 sur R, alors il existe deux constantes réelles λ1

et λ3 telles que pour tout x P R,
si x ă 0, fpxq “ x2 ` λ1xpx´ 1q2,

si 0 ă x ă 1, fpxq “ x2 ` λ1xpx´ 1q2,

si 1 ă x, fpxq “ x2 ` λ3xpx´ 1q2.

On a déterminé f sur I1, I2 et I3 : il suffit maintenant de “recoller” les morceaux par continuité. On peut
affirmer que

f : x ÞÑ fpxq “

{
x2 ` λ1xpx´ 1q2 si x ă 1

x2 ` λ3xpx´ 1q2 si x ě 1.
(1)

La démonstration n’est pas terminée : on a montré que si f est solution, alors elle a la forme (1). Il faut
s’assurer de la réciproque pour conclure : soient λ1, λ3 des constantes réelles. Alors, la fonction définie par
la formule (1) est bien de classe C1 sur R (d’après les considérations de la question 5), et c’est une solution
de l’équation différentielle pEq sur I1, sur I2, et sur I3. En particulier, pour tout x P Rz{0, 1},

xpx´ 1qf 1pxq ´ p3x´ 1qfpxq ` x2px` 1q “ 0.

Par continuité de f et f 1, cette relation est encore vérifiée pour x “ 0 et x “ 1, et donc f est bien une
solution de pEq sur R.
On peut conlure : les solutions de pEq de classe C1 sont les éléments de l’ensemble{

f : x ÞÑ

{
x2 ` λ1xpx´ 1q2 si x ă 1

x2 ` λ3xpx´ 1q2 si x ě 1.
, λ1, λ3 P R

}
.

Exercice 3. 1. La fonction constante égale à 0 est une solution du problème.
2. Soit f une fonction qui vérifie l’équation fonctionnelle. En particulier, en choisissant x “ 0 et y “ 0, on

trouve que fp0q “ 2fp0q, et donc fp0q “ 0.
3. Fixons x P R. Les fonctions y ÞÑ fpx ` yq et y ÞÑ exfpyq ` eyfpxq sont dérivables sur R, et on en déduit

donc que pour tout y P R,
f 1px` yq “ exf 1pyq ` eyfpxq.

En particulier, pour y “ 0, on obtient que

f 1pxq “ exf 1p0q ` fpxq.

Cette relation étant vraie pour tout x P R, on en conclut que f est solution de l’équation différentielle

pEq : @x P R, f 1pxq “ fpxq ` Cex,

où C “ f 1p0q.
4. On commence par résoudre l’équation homogène associée, pHq : @x P R, y1pxq “ ypxq. L’ensemble des

solutions de cette équation est
SpHq “ {x ÞÑ αex, α P R}.

Pour trouver une solution particulière, on procède par variation de la constante : on cherche une solution
de la forme φp : x ÞÑ αpxqex, où α est une fonction dérivable sur R. Alors φp est solution de pEq si, et
seulement si, pour tout x P R,

φ1ppxq “ φppxq ` Ce
x ðñ α1pxqex “ Cex.
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Ainsi, la fonction α : x ÞÑ Cx convient. On en déduit que

SpEq “ {x ÞÑ αex ` Cxex, α P R},

et la solution de pEq qui vérifie la condition initiale yp0q “ 0 est nécessairement la fonction

φ : x ÞÑ Cxex.

5. On a montré que si f est dérivable et vérifie l’équation fonctionnelle, alors f est solution du problème de
Cauchy de la question 4, et donc il existe C P R tel que f : x ÞÑ Cxex.
Réciproquement, soit C P R. On considère f : x ÞÑ Cxex. Alors, si x, y P R, on a

fpx` yq “ Cpx` yqex`y

“ Cxex`y ` Cyex`y

“ eyCxex ` exCyey

“ eyfpxq ` exfpyq,

et f est bien une solution de l’équation fonctionnelle.
Finalement, l’ensemble des solutions f : RÑ R vérifiant, pour tout x, y P R, fpx` yq “ eyfpxq ` exfpyq
est l’ensemble

{x ÞÑ Cxex, C P R}.
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