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Exercice 1. 1. L’univers de l'expérience aléatoire est I’ensemble des n-uplets de {pile, face}. Autrement dit,
l'univers est ) = {pile, face}". Comme la piéce est équilibrée, et les lancers sont indépendants, la probabilité
de chaque événement élémentaire est égale a (1/2)", et on munit donc I'univers Q2 de la probabilité uniforme
P. L’espace probabilisé est (Q2, P(2),P).

2. Pour i € [1,n], on note F; 'événement : « le i° lancer donne “face” ». L’événement B : « “face” n’est jamais
suivi de “pile” » est donc la réunion des événements

AoZFlﬁFgﬁFgﬁ...Fn
A1=E(\F2(\F3(\...Fn
Ay=FinFynF3n...F,

A, =FinFynF3n ... F,

Les événements A; pour i € [0, n] sont deux a deux incompatibles, donc la probabilité de B est égale a la
somme des probabilités des A;. Ainsi, come les A; sont des événements élémentaires,

n+1 n+1

P(B) = ;)Ai T Card(Q) 27

3. Par croissances comparées, on a : lim,,_, 1 o "Ttl = 0 : I’événement B devient moins probable plus le nombre

de lancers augmente, ce qui semble naturel.
Exercice 2. 1. a. Siwv=ae; + bey + cez, alors
f(v) =af(er) +bf(e2) + cf(es)
= b(e2 + e3) + c(e1) = cey + bea + bes,

donc dans la base B, les coordonnées de f(v) sont (c,b,b).

b. On raisonne dans la base B : d’aprés la question précédente, v = (a,b,¢) € Ker(f) < b =
¢ = 0, donc Ker(f) = {(a,0,0),a € R} = Vect(ey). De plus, Im(f) = Vect(f(e1), f(ez2), f(e3)) =
Vect(eq, ez + €3), et la famille (e1, ez + e3) est clairement libre, c’est donc une base de Im(f).

c. On calcule I'image par f2 des vecteurs de la base B :

fAer) =0, fez) = flea+es) =er+eates,  [fAes) = fler) = 0.
Ainsi, dans la base B, f2(a,b,¢) = (b,b,b). On en déduit que
Ker(f?) = Vect(ey,e3), Im(f?) = Vect(e; + es + e3).
d. On recommence avec f3 :

f2e1) =0, f3(ea) = fler +ea+e3)=el +extes, f3e3) =0,

et on s’apercoit que f2 et f2 coincident sur la base B. Cela implique que f3(v) = f2(v) pour tout
v € R3. On montre alors par une récurrence que pour tout k > 2, f¥ = f2 : c’est vrai pour k = 2 et
pour k = 3. Supposons que f¥ = f2 pour un certain k > 3. Alors

P =foft=fof ==
Cela implique en particulier que pour tout k > 2, Nj, = Ker(f*) = Ker(f?) = No.
2. a. NO = Ker(idE) = {OE}

b. Soit k € N, et soit z € N.. Par définition, f*(z) = 0, et donc f**1(x) = f(f*(x)) = 0, donc x € Nyy1.
On a donc montré que N © Ngi1.
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c. On suppose que N, = Npy1. Soit © € N,yo. Alors, par définition, 0 = fPT2(z) = fPTI(f(x)), et
donc f(z) € Npy1. Or, Ny = Npy1, done f(z) € Ny, et donc fP(f(z)) = fPH(xz) = 0. On a ainsi
montré que si Npyo © Npi1. Mais d’aprés la question b., la suite (Ny) est croissante : en particulier,
Npi1 © Npto, d’ou I'égalité entre Npy1 et Npio.

d. Le résultat se démontre maintenant par récurrence : on a démontré dans la question précédente que
si N = Npy1, alors Npy1 = Npyo. Cette propriété se propage donc a tous les entiers plus grands que
p, c’est-a-dire que pour tout k = p, N1 = Nj, donc Ny = N,,.

3. a. Puisque F est de dimension finie, les N sont eux aussi de dimension finie. Comme de plus, pour
tout k € N, on a Ny € Ni1, on en déduit que dim(Ny) < dim(Ng41), et que donc ng < ng41. La
suite (ng)ken est croissante.

b. La suite (ng) est une suite croissante d’entiers, et elle est majorée par n, la dimension de E. Elle ne
peut pas étre strictement croissante : il existe donc forcément k € N tel que ny = ng4 1. On note p le
plus petit tel entier k, c’est-a-dire que c’est 'unique entier qui vérifie

{k<p = ng < Ng41

np = anrl.

Si k < p, alors ng # ngy1 implique que Ny # Nii1. En outre, on a N, © Npy1, et dim(N,) =
dim(N,11), et donc N, = N, 41. D’aprés la question 2.d, on en déduit que pour tout k > p, N = N,.
En résummé, Uentier p vérifie :

k<p = Nj # Ngi1

k>=p = N =N,

c. On a montré que (ny) est une suite strictement croissante pour k € [0, p]. Comme ng > 0, et comme
pour tout k € [0,p — 1], ng4+1 = ng, on peut montrer que ny, = k pour tout k € [0, p]. En particulier,
n, = p. Or, on sait aussi que la suite (ny) est majorée par n, et donc p < n, < n, donc p < n.
4. Soit f € L(F) une application nilpotente, et soit p sont indice de nilpotence. En reprenant les notations
des questions précédentes, on a N, = E, et Np_; # E. Cela implique notamment que pour tout k£ > p,
Nj; = Ny, donc l'entier p est le méme que celui défini dans la question 3.b, et en particulier, p < n.

5. Soit k € N. I’application ¢* est donnée par

gk((UO,Ul, Uz, . .- )) = (ukvuk-i-l?uk-‘r?a cee )a

donc son noyau est
N = {(un)neN | nzk = u,= 0}7

c’est lespace des polynomes de degré inférieur ou égal a k — 1, R;_1[X]. En particulier, on a toujours que
Ni < Nii1, mais pour tout k € N, cette inclusion est stricte : N # Npy1.
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