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CPES Sciences Mathématiques

Corrigé du devoir surveillé n°4

Exercice 1. 1. On réécrit les systémes sous forme matricielle. Le systéme (S7) devient
1 -1 2 |1 LLQHLLZiQLLl 1 -1 2 Lol 1 -1 2|1
-3 1|4 | =" 10 -1 -3 TESTT L0 -1 -3 2
1 -3 415 0 -2 —61|4 0 0 0|0
Lol 1 -1 2|1 el 0 5|-1
=Tl o 1 3|2 | =" 1 3| -2
0 0 0] 0 0 0 0] O

donc 'ensemble des solutions de (S7) est
S(S1) ={(-1-5z,-2—-3z2,2),ze R}

Le systéme (S2) devient

2 -1 3 |1 Lol 1 1 —-1]2 LL23iLLQ312LLll 1 1 -1 2
1 1 —-1]2 — 2 -1 3 |1 — 0 -3 5 |-3
1 -2 4 |1 1 -2 4 |1 0 -3 5 | -1
Lo LaLy 1 1 -1] 2

— 0 -3 5 |-3

0 0 0 2

et donc le systéme est incompatible, S(S2) = &.

0 -1 0 0 0 1
2. Soit B=10 0 —1|.On trouve facilement que B> = [0 0 0], et B3 = 0. On en déduit que pour
0O 0 0 0 00

tout n = 3, B" = 0.

Maintenant, comme A = B + I3, et comme B et I3 commutent, on peut utiliser le bindéme de Newton
pour calculer les puissances de A. Soit n > 2.

n

n __ n __ n k _ n(n - 1) 2
A" = (B + I3) Z(OB =Is+nB+———B
k=0
et donc
1 —n n(n2—1)
A"=1{0 1 -n
0 0 1
3. Soit n € N.

2 n
u, = 3" —n?2" —3"(1—712(3) ),

or, par d’aprés le théoréme des croissances comparées, lim,, o n?(2/3)" = 0 car 0 < 2/3 < 1, et on en
déduit que lim,,_, ;o U, = +00.

Intéressons-nous maintenant & la suite v,,. Comme on a affaire & une fraction, on factorise le numérateur
et le dénominateur par le terme dominant : soit n € N*,

_VnP+n—yn _ n(y/1+ 1/n% —/1/n)

n

2n+3 n(2 +3/n)
_ \/1+1/n2—ﬁ
242

Or, 1/n? ——— 0, idem pour 1/y/n ——— 0, et 3/n ——— 0, donc la limite n’est pas indéterminée, et
n—+ao n—-+aw n—-+00

on en conclut que lim,,_, 1o v, = %
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4. Soient 6,6’ € R. On calcule

n _ [cos(f) —sin(F)\ [cos —sin(6)
R(ORW) = (sin(@) cos(0) ) (sm 0")  cos(®) )
_ (cos(@) cos(0') — sin(f) sin(@’) — cos(8) sin(f') — sin(0) cos(9’)>
sin(f) cos(6") + cos(0) sin(0’)  cos(6) cos(0’) — sin(P) sin(6’)
cos(f +6¢) —sin(d+96) /
- <sin(9 +60) cos(+6) > = R(O+0).
Par ailleurs, R(0) = I, et donc R(0)R(—0) = R(0—0) = R(0) = I, ce qui montre que R(6) est inversible,
et R(0)~! = R(-0).

5. Comme les termes des suites (uy,) et (vy,) sont positifs, on a : pour tout n € N,
0<uy, < up + vn.

Or, la suite (u, +v,,) converge vers 0, et donc le théoréme des gendarmes s’applique : la suite (u,,) converge
elle aussi vers 0. Le méme argument, appliqué a l'autre suite, permet de montrer que (v,,) converge elle
aussi vers 0 (ou encore, en écrivant v, = (u, + vy) — Uy, ).

Exercice 2. On écrit (S,,) sous forme matricielle :

m m m|a Lol 1 1 m|c LL2<—LL2—LL1 1 1 m c
1 m 1|6 | ™= 1 m 1|b E L0 o m—1 1-m | b—c
1 1 m|ec m m m|a 0 0 m—m?2 | a—mc

Pour continuer, il faut séparer les cas ot le coefficient m —m? est nul, et les cas ot il ne ’est pas. Or m—m? = 0
ssim=0oum=1.
e Cas m = 1. Le systéme devient

1 1 1 c
0 0 O0|b—c
0 0 Ojla—c

et donc le systéme est compatible si, et seulement si b — ¢ = a — ¢ = 0, c’est-d-dire a = b = ¢. Dans ce cas,
I’ensemble des solutions est donc :

S(Sl) = {(x,y,a —T—= y),%y € R}

Si la condition a = b = ¢ n’est pas vérifiée, alors S(51) = .
e Cas m = 0. Le systéme devient

1 1 0 c P 1 0 1 b . . 1 0 1 b
0 -1 1|b—c v L g 1 1 b—e | =S 001 <1 —b+e
0 0 0| a 0 0 0| a 00 0 a

et donc le systéme est compatible si, et seulement si, a = 0. Si a # 0, S(Sp) = &, et si a =0,
S(So) ={(b—2z,-b+c+2z2z),zeR}.

e Cas m € R\{0, 1}. Dans ce cas, on poursuit les calculs :

1 1 m c La«1/(m—1)x Ly 1 1 m c
Ly —m?)xL
0 m—1 1-m | boe |2Vt g 1 g b=
2 —
0 0 m—m~ | a—mc 00 1 | ="
L111<—Llll—n£L3 1 1 0 c— “1’_7;’”0
2«—Lo+Lg b— i
= 0 1 0| =5+ =05
0 0 1 P
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donc le systéme a une unique solution (z,y, z), avec
a—mc
z2=—7,
m—m
_b—c N a—mec  a—mb
L S —— A ——
a —me —(m+ 1)a + mb + mc
z=c— —y = .
1—-m m — m?
Exercice 3. 1. Ffp =0, Fy, =1, Fp, =1, F5 = 2, Fy = 3. On peut aller plus loin : la suite s’écrit

0,1,1,2,3,5,8,13,....
On calcule les puissances de A :

1 1 9 2 1 3 3 2
(o) e-(00) #-(0)
2. La suite (F),) est une suite récurrente d’ordre 2 a coefficients constants. Pour déterminer son terme général,
on commence par résoudre son équation caractéristique 22 — 2 — 1 = 0. Les racines de ce polynéme sont

1+v5 , 1-+5
Y= 2 ) Y = 9 ’

et donc il existe deux constantes A, B € R telles que pour tout n € N,
F, = Ap™ + B'™.

On détermine A et B grace aux premiers termes :

Fy=0 A+B=0 A=-B
{Fl—l (:){A(”f)+3(1f)=1 (:’{A\f—1 !

(5 - (5)

3. On a l'inégalité 1 + /5 = |1 + /5| > |1 — /5|, donc || > |¢'|. Alors, si n > 0,

et donc pour tout n € N,

Fn+1 _ (anrl o (p/nJrl
Fn @n _ (p/n
"1 — (¢ fp) Tt
e 1= (/)"
1— (¢ [fo)"*!
L— (¢ /o)’

et comme |¢'/p| < 1, limy, 100 (¢ /@)™ = 0, et on peut en conclure que lim,, F;“ = .

4. Pour n € N*, on considére la propriété :

CoAn Fn+1 Fn
P(n): A" = ( P Fnl) :

On montre que la propriété est vraie par récurrence. On a déja calculé A, A? et A3, et donc P(1), P(2)
et P(3) sont vraies. Supposons que P(n) est vraie pour un certain n € N*. Alors

An+1:AAn: 11 Fn+1 Fn _ Fn+1+Fn Fn+Fn—1 _ Fn+2 Fn+1
10 Fn anl Fn+1 Fn Fn+1 Fn

donc P(n + 1) est vraie. Par principe de récurrence, on en conclut que P(n) est vraie pour tout n € N*.
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5. Soient n,p des entiers naturels tels plus grands que 1. D’aprés la question précédente, on a :

Fn+p+1 Fn+p = AP — AT AP = Fos1 Fy Fp+1 Fp
Fn+p Fn+p—1 Fn Fn—l Fp Fp—l

Par identification des coefficients, on en déduit que

Fn+p+1 = Fn+1Fp+1 + Fan7
Fn+p = n+1Fp + Fanfla
Foip = FuFyi1 + Fy 1 Fy,
Foip 1 = FuFy+ Fy 1 F, g,

la relation demandée est la seconde.
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