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1 Convergence et calcul de limites

Exercice 1. Soient u et v deux suites telles que u + v et
u — v convergent. Montrer que u et v convergent.

Exercice 2. Soit u une suite d’entiers relatifs. Montrer
que w converge si, et seulement si, elle est constante a
partir d’un certain rang.

Exercice 3. Déterminer par comparaison la limite des
suites suivantes :

. e (—1)"
L sin@) 3wy = 2"
n+ (—1)n+! o
4. U, = —
n! n®
2. Uy = o 5. Up = V/2+ (*l)n

Exercice 4. Soient u et v deux suites d’éléments de
[0,1] telles que uv converge vers 1. Montrer que u et v
convergent, et déterminer leur limite.

Exercice 5. Déterminer les limites des suites suivantes :

1. =— < -
k=1
2. up =vn?+n+1l-n 1\n
7. Uy = (1 + 7)
3n — 2n3 n
3. un:7n2+1 8. u, = Vn2
1
4. UHZM. 9. un:sin(mrJr)
(2n2 + 1)n! n
1/n
n—vn?+1 1
5. Up = ———F—— 10. u, = sin| —
n+vn2—1 (Tl>

Exercice 6. Soit (u,)nen une suite de réels strictement
positifs. On suppose que

. Un+1
lim —— =1.
n—+0 Uy,

1. Montrer que si ! < 1, alors u,, —— 0.

n— —+0o0

2. Montrer que si [ > 1, alors u,, ——— +00.
n— -+

3. Avec des exemples de suites explicites, montrer que
sil =1, on ne peut a priori rien dire sur le compor-
tement de la suite (uy,).

Exercice 7. On considére deux suites (u,) et (v,) défi-
nies par ug = 0, vg = 1 et pour tout entier naturel n,

Uy, + Up

fu2 + v2
_rr et v — _n_n
9 n+1 9

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier na-
turel n, u, = 0 et v, > 0.

Un+1 =

convergence de suites

2. Soit n un entier naturel. Montrer que

2 (un — Un)2
B

2
Un+1
3. En déduire que pour tout entier naturel n, v, < v,.

4. Montrer, a 'aide des résultats précédents, que la
suite (u,,) est croissante.

5. Comparer v2_; et v2 et en déduire le sens de varia-
tion de (vy,).

6. Démontrer que les suites (uy) et (vy,) sont conver-
gentes. On note ¢ la limite de (u,) et £ celle de

(Un)~

7. Montrer, a I’aide d’un passage a la limite, que £ = ¢'.

Exercice 8. Soit (u,) une suite d’entiers naturels dis-
tincts deux a deux. Montrer que (u,,) tend vers +oo.

2 Suites monotones et adjacentes

Exercice 9. Soit (u,) une suite croissante telle que la
suite (ugy,) converge. Montrer que (u,,) converge.

Exercice 10. On considére les suites (u,,) et (v,) définies
pour tout n € N* par

| 1
u":Zﬁ> vn:un—kﬁ.
k=1

Montrer que les suites (u,) et (v,,) sont adjacentes.
Exercice 11. Pour n > 1, on pose

" CIx3x---x(2n—1)
" 2x4x---x(2n)

1. Ecrire u,, a 'aide de factorielles.

2. En étudiant sa monotonie, montrer que (u,) est
convergente.

Exercice 12 (Irrationnalité de e). On pose, pour n > 1,

"1 1
Un:zﬁ, UTL:Un+E.
k=0

1. Montrer que u, et v, sont strictement monotones,
et qu’elles sont adjacentes.

2. On admet que wu, et v, convergent vers e, la
constante d’Euler. On va montrer que e est irra-
tionnel : supposons que e = %, ol p et ¢ sont des
entiers. Obtenir une absurdité en considérant qlug,

qe, et qlv,.
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3 Suites définies par récurrence

Exercice 13. Etudier la suite (u,,)nen définie par ug € R
et

VneN, upi1 =1 +ui.

Exercice 14. En fonction de ug € R, étudier le compor-
tement de la suite définie pour tout n € N par

Upr1 = €' — 1.
Exercice 15. Soit ug € ]0, 1[. On définit, pour tout n € N,
Upy1 = Up — U,

Montrer que u,, décroit vers 0. En déduire les limites des
suites de termes généraux

Zn:ui, et ﬁ(l — Up)-
k=0

k=0
Exercice 16. On considére la suite (u,)neny définie par
récurrence :

1
24 Uy

ug >0, VneNu,4 =

1. Montrer que (u,,) est bien définie, et justifier qu’elle
admet une unique limite possible notée I.

2. On considére la suite v définie, pour n € N, par
vp = |u, —I|. Montrer que pour tout n € N,

1
Un+1 < ivn.

3. En déduire la convergence de wu.

Exercice 17. Soit (u,) la suite réelle définie par

Vne N U1 = V2 — uy,.

Up € [—2, 2],

1. Montrer que (u,) est bien définie.

2. En supposant que (u,) converge, quelle peut étre sa
limite ?

3. Montrer que la suite (|u, — 1|)pen décroit, puis
qu’elle est convergente vers o = 0.

4. Supposons que « > 0. Montrer qu’alors,
lim, 400 v2 —u, +1 =1, et arriver & une contra-
diction. En conclure que lim,,_, o u, = 1.
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