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TD 13 : Espaces vectoriels 1

1 Sous-espaces vectoriels

Exercice 1. Déterminer si les ensembles suivants sont
des sous-espaces vectoriels de (E, +,.) :
1. E=R?
a. A={(z,y)eR? |z +y =0}
b. B={(z,y)eR? |z +y=1}
c. C={(z,y)eR?|zy >0}
2. E =R[X]
a. A={PeR[X]|deg(P)=n},neN
b. B={PeR[X]| P(0) =2}
c. C={PeR[X]|XP —-P=0}
3. E=F(R,R)
a. A lensemble des fonctions f €
périodiques.
b. B = {f € E continue | fol f(z)dz = 0}
c. C I'ensemble des solutions de I’équation diffé-
rentielle

E 27-

v +y +y=1

Exercice 2. Déterminer si les ensembles suivants sont
des sous-espaces vectoriels des espaces vectoriels usuels.
1. A={Me My(R)|M? =0}.
2. B={(u,) e RN|Ir e R,Vn € N, up41 = uy + 7}
(ensemble des suites arithmétiques).
3. C={(z,y,2) e R®|z+y+2z=1}
4. D = {f € FR,R)| Y(z,y) € R{z > y =
f(x) = f(y)} (ensemble des fonctions croissantes
sur R).

5. F = {(un) e RV|3g e R, Vn € Nyu,,y = qun}
(ensemble des suites géométriques).

2 Familles familles

liées

génératrices,

Exercice 3. Combinaisons linéaires dans différents es-
paces vectoriels.

1. Est-ce que P = X3 +2X? — X est une combinaison
linéaire de P, = X3 — X, P, = X2 +2X — 2 et
Py=2X—-17

2. Est-ce que u

= (1,2,—1) est une combinaison li-
néaire v; = (1,0,1

1
),ve = (0,1,—1) et vz = (1,1,0) 7
1

3. Est-ce que M = 9 _1

> est une combinaison li-

néaire des matrices

1 0 1 0 2 0
A1=(0 _1),142:(1 1),etA3=(O 1>?

Exercice 4. Sous-espace vectoriel de R™ : déterminer
une famille génératrice des ensembles de solutions des sys-
témes linéaires homogénes suivants :

z—y+z=0 r—y+z2—t=0
($0):40 7 (82):47 7
20 +y—2=0 2r+y—2+2t=0

Exercice 5. Montrer que les ensembles suivants sont cha-
cun un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel usuel,
puis en déterminer une famille génératrice.

1. Fy = {P eRs[X] | P(1)+ P'(1) = 0}.

2. Fp = {Me My(R)| MA =AM} avec

()

Exercice 6. Pour chacune des familles F de vecteurs ci-
dessous, déterminer si elle est libre et/ou génératrice de
I’espace vectoriel E.

Si la famille est liée, donner explicitement une rela-
tion linéaire entre les vecteurs. Si elle n’est pas généra-
trice, donner explicitement un vecteur de E qui n’est pas
combinaison linéaire de la famille.

1. E = R® et F = (ug,us,u3) avec uy = (1,1,1),
uz = (1,2,1) et uz = (0,1,1).
2. E = M3R) et F = (A,B,C) avec A = (1) 1 ,

2 0 1 -1
p-(2 Nac-(1 3)

3. E =Ry[X] et F = (Py, P2, P3), avec les polynomes
PL=X242X—1,P,=X—1let Py=X2+1.
4. F = Mgﬁl(R) et F = (Xl,X27X3,X4), avec

1 -1 —2 2
(X13X27X33X4) = -1 ) 2 ) 1 ) 1
1 1 3 1

Exercice 7. Exemples de base dans des espaces vectoriels
usuels.
1. On note E = Ry[X] l'espace vectoriel des poly-
nomes de degré au plus 2.
a. Montrer que la famille (X +1,X —1, X2 —1)
est une base de F.
b. Donner les coordonnées dans cette base du po-
lynéme X?2.
2. On note E = R* et u; = (1,0,1,0), uy = (0,1,0,1),
ug = (—1,1,1,—1) et ugy = (0,0,1,1).
a. Montrer que (ug,us, us, u4) est une base de FE.
b. Donner les coordonnées (1,2,3,4) dans cette
base.

Exercice 8. On définit les vecteurs de R® suivants :
up = (1,1,1), v = (1,0,-1), us = (0,1,2), vy = (2,1,0).
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1. Montrer que u1 et v; sont des combinaisons linéaires
de la famille (uz,v2).

2. En déduire que Vect(uy,v1) < Vect(ug, va).

= Vect(uz, v2).

4. On cherche a retrouver le résultat de la question 3.
par une autre méthode.

3. Moutrer finalement que Vect(uq,v1)

a. Pour (z,y, z) € R?, déterminer & quelle condi-

tion le vecteur (x,y, z) est combinaison linéaire
de (u1,v7).
Indication : en résolvant, sous forme de sys-
téme d’inconnues « et [, ’équation awuy +
Bvi = (x,y,z) on obtient une condition de
compatibilité.

b. En déduire que

Vect(uy,v1) = {(z,y,2) e R* |z — 2y + 2 = 0}.
c. Faire de méme pour Vect(ug,vs2) et retrouver
ainsi le résultat de la question 3.

Exercice 9.
1. Justifier que I’ensemble D(R,R) des fonctions déri-
vables sur R est un sous-espace vectoriel de F (R, R).
2. Pour a € R, on note S, = {f € D(R,R) | Vz €
R, f'(z) + af(x) = 0}
a. Montrer que S est un sous-espace vectoriel de
D(R,R).
b. Montrer que si f € S, alors g : x — e f(x) est
une fonction constante.

c. Conclure que S = Vect (ac — e_‘””)

Exercice 10. Soit E un espace vectoriel, et F' et G deux
sous-espaces vectoriels de F.
1. Montrer que F' n G est un sous-espace vectoriel de
E.
2. On suppose que F' n G = {0g}. Montrer que pour
tout u,u’ € F et v,v' € G,
u=1uetv="1.

utv=u+v =

Exercice 11. Soit F un espace vectoriel, n € N, et

(v1,...,v,) une famille de vecteurs de E et u € E.
1. Montrer que si uw € Vect(vy,...,v,) alors
Vect(vy, ..., vn,u) = Vect(vy, ..., v,).

2. Montrer que si (v1,...,v,) est libre et u ¢
Vect(vy,...,v,), alors (v1,...,v,,u) est libre.
Indication : démontrer la contraposée, c’est a dire
supposer que (v1,...,U,,u) est liée et conclure que

3. On suppose maintenant que (el, ey en) est une base
k
de E. Pour k € [[1,n]], on note uy = Zei.
i=1

a. Montrer par récurrence, pour k € [[1,n]], que
(uq,...,ux) est libre .

b. Montrer par récurrence que Vect(uq, .. .
Vect(ey, ..., ex) pour tout k € [[1,n].

auk) =

c. En déduire que (uq,...,u,) est une base de E.

Exercice 12. On note u, v, w les trois suites réelles défi-

nies pour tout n € N par u,, = 1, v,, = 2" et w, = 3™.
1. Soit a, B et v € R. Montrer que lim 37" (cu, +
n—0o0

B + ) = 7
2. Montrer, en s’inspirant du résultat précédent, que
la famille (u,v,w) est libre.
3. On note F = Vect(u, v, w). Montrer qu’il existe une
unique suite (x,) € F telle que zg = 1, 1 = et
x9 = 6 et donner son terme général.

3 Applications linéaires
Exercice 13. Pour chacune des applications définies ci-

dessous, déterminer si elle est linéaire. Si c’est le cas, don-
ner une famille génératrice de son image et de son noyau.

L fl'{RzﬁRQ(aanerl 2y — 1)
e

2. fa {(my,R (z+y—z2—2y+2)

3 fa: {Hzi( :JIDRQXXL) P(X)

4 fo {]f I

I {R 2P0

) > Ma(R)
6. fo: {M»—»Q(M—i—Mt)

Exercice 14. Soit f ’endomorphisme de R3 défini, pour
tout (z,y,z) € R3, par

f((x7y7 Z)) =

1. Pour v € R3 un vecteur de votre choix, calculer
f(w) puis f(f(u)). Généraliser en démontrant que
fof=1F.

2. Déterminer v; € R3 tel que Ker(f) = Vect(v).

3. Déterminer vy et vz € R3 tels que Im(f) =
Vect(vq, v3). Calculer f(ve) et f(v3).

4. Vérifier que (v, vs,v3) est une base de R3 que I'on
note B.

5. Pour un vecteur u € R3, déterminer les coordonnées

de f(u) dans la base B en fonction de celles de u
dans B.

1
5(m+y+z,2y,x—y+z).

Exercice 15. On considére 'application linéaire f définie
par
Iy Ro[X] — R3?
| P — (P(-1),P(0),P(1))
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1. Déterminer le noyau de f. Indication : penser a la
relation entre nombre de racines et degré.

2. Montrer que (f(1), f(X), f(X?)) est une famille gé-
nératrice de R3.

3. En déduire que f est un isomorphisme.

4. Déterminer P; = f~1((1,0,0)), P, = f~((0,1,0))

et Py = f1((0,0,1)).
5. En déduire une expression générale pour
fH((2,y,2)), ou (z,y,2) € R®.

Exercice 16. On note £ =
phisme de E défini par

M;31(R) et f l'endomor-

0
fiX > AX -1
~1

avec A=

—_ N =

1
1
2

On note F' I’ensemble des vecteurs invariants par f, c’est
adire F = {X e M3:(R)|f(X) =X}
1. Déterminer Ker(f). Que peut-on en déduire pour
f 7 On admet que f est aussi surjective.
2. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
3. Déterminer deux vecteurs X; et Xo tels que
F = Vect(Xl,Xg).
4. Soit Y € E. Montrer que f(Y) = 2Y si et seulement
si Y € Vect(X3), avec X3 un vecteur a préciser.
5. Montrer que B = (X1, X2, X3) est une base de E.
6. Pour un vecteur X € FE, donner les coordonnées de
f(X) dans B en fonction des coordonnées de X dans
B.
7. En déduire une expression de f~
I’aide des coordonnées dans B.

LY)pour Y e E a

Exercice 17. On définit les vecteurs de R? suivants :
up = (1,0,1), ug = (1,—1, 1), ug = (—27 1,-1).
1. Montrer que (u1,us2,u3) est une base de R3.
2. Soit vy, vy,v3 des vecteurs de R3. Montrer qu’il
existe au plus une application f € L(R?) telle que

fur) = v, f(u2) = va et f(uz) = vs.

Indication. On pourra supposer qu’il existe deux ap-
plications f; et fy qui vérifient les égalités ci-dessus
et montrer qu’alors f; — fo = O (gs) en utilisant la
décomposition d’un vecteur dans la base (u1, us, u3).
3. Pour v; = (1,0,0), v = (0,1,0) et v = (0,0,1)
déterminer explicitement une telle application f.

Exercice 18. Soient F et F' des espaces vectoriels, F =
(u1,...u,) une famille de vecteurs de E et f € L(E,F).
1. Montrer que si (f(u1),. .., f(uy)) est libre, alors F
est une famille libre.
2. Montrer que si (f(u1), ..., f(u,)) est génératrice de
F et Ker(f) = {Og}, alors F est génératrice de E.
3. Montrer que si F est libre et Ker(f) n Vect(F) =
{05}, alors (f(u1), ..., f(u,)) est libre.

Exercice 19. Soient E un espace vectoriel et f, g € L(E).
1. Montrer que: gof =0z <= Im(f) < Ker(g).
2. Montrer que : fog = gof = Yue Ker(f),g(u) €
Ker(f) et Vv € Im(f), g(v) € Im(f).
Cela signifie que si f et g commutent, alors le noyau
et limage de f sont stables par g.

3. Montre que : Ker(f) < Ker(go f) et Im(go f) c

Im(g).
4. Montrer que : Ker(f)
Ker(g) = {0g}.

= Ker(go f) < Im(f)n

Exercice 20. On note £ = RY I’espace vectoriel des
suites réelles et f lapplication qui a une suite (u,) de E
associe la suite (v,,) définie par Vn € N, v, = tp41.
1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
2. Est-il injectif ? surjectif 7

3. Déterminer g un endomorphisme de E tel que fog =

Idg.
4. Peut-on trouver h un endomorphisme de FE tel que
hof=Idg?
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