ENS de Lyon
CPES Sciences

2022-2023
Mathématiques

TD 15 : Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 1. Montrer que ((1,1,1),(2,1,1),(2,1,2)) est
une base de R3. Calculer les coordonnées du vecteur
(a, b, c) dans cette base.

Exercice 2. Montrer qu'une famille de vecteurs est une
base & 'aide de la dimension.
1. On considére Uespace vectoriel E = R3[X] et les
polynémes
P =X3+X, P,=X3-2X2
P;=X?43X et P=X-1

Montrer que (Py, Py, P3, Py) est une base de R3[X].
2. On considére l'espace vectoriel E = Ms(R) et les

matrices
1 0 1 2
a=(0) 2=(3)

0 1 0 0
C—<2 1> et D—(O 1).

Montrer que (A, B,C, D) est une base de E.

3. Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et
(e1,e2,e3) une base de E. On définit les vecteurs

u; =eg+3e3, uzy =e3—e; et ug=-e; + 2es.

Montrer que (u1, u2,u3) est une base de FE.

4. Soit n € N*. On définit Py = 1 et Vk € [1,n]],

k—1

P=[[(x 9.
i=0
Montrer que (P, P, ..., P,) est une base de R,,[X].

Exercice 3. On définit les vecteurs de My ; (R) suivants :

1 0 1
up = (1), Uy = _11, uz = 1,
0 0 1
0 1
) R
0 -1

On définit les espaces vectoriels
F2 = Vect(u17u2), coey F5 =
G = VeCt(U4,U5).
1. Déterminer les dimensions de Fy, Fs, F3, Fy, F5 et
celle de G.
2. On étudie 'ensemble F5 N G.
a. Montrer que F5nG est un sous espace-vectoriel

de ./\/l4’1 (R)

= Vect(ur),
Vect(ug, ..., us5), et

b. Pour v = auyq + Pus un élément de G, avec
a, B € R, montrer que : ve F3 < a+ 8 =0.

c. En déduire que F3 n G est de dimension 1 et
préciser un vecteur qui ’engendre.

3. En s’inspirant de la question précédente, déterminer
dim(Fy n G) et dim(Fy n G).

Exercice 4. Calculer le rang des matrices suivantes :

égig 142 0
A= , B=12 9 5 2],
0 2 2 0 13 1 -9
1 2 4 3
1 1 1
C:12 avec n € N*.
P |
1 ... 1 =n

Exercice 5. On considére I'application linéaire

f: R4 —R3
(v,y,z,t) > (t+y+2z,y+z—t,x —y+2t)

1. Déterminer une base de Ker(f).
2. A T’aide du théoréme du rang, déduire la dimension

de Im(f)

3. Déterminer une base de Im(f).

Exercice 6. On considére un espace vectoriel £ de di-
mension n > 1. Soit f € L(E) telle que fo f = 0z(g).
1. Montrer que Im(f) < Ker(f).

2. En déduire que rg(f) < 3.

Exercice 7. Soit P € R,[X]. Montrer qu'’il existe un
unique polynéome Q € R, [X] tel que P = Q' + Q.

Exercice 8. Déterminer le rang de ’application

[ Mup(R) > M, (R)
A —A-A

Exercice 9. On note E = RN I'espace vectoriel des suites
réelles, et a, b deux nombres réels fixés tels que a?+4b > 0.
On définit

F = {(un)nen € E | Vn € N, tp12 = atiyqq + buy }
et
p: F —SR?
(tn)nen — (uo,u1).

1. Montrer que F' est un sous espace vectoriel de F.

2. Déterminer r et s deux réels distincts tels que
(r")nen € F et (8™)pen € F.
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3. Mountrer que (") pen €t (8™)nen forment une famille
libre et en déduire que dim(F) > 2.

4. Montrer que ¢ est linéaire puis montrer a l'aide
d’une récurrence, que Ker(y) = {0g}.

5. En déduire que F' est de dimension 2.

Exercice 10. Soit a € R et n € N. On considére les po-
lynomes P, = (X — a)* pour k € [0, n].
1. Montrer que (Pg)refo,n] st une base de R, [X].
2. Quelles sont les coordonnées de P € R,[X] dans
cette base?
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