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TD 15 : Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 1. Montrer que pp1, 1, 1q, p2, 1, 1q, p2, 1, 2qq est
une base de R3. Calculer les coordonnées du vecteur
pa, b, cq dans cette base.

Exercice 2. Montrer qu’une famille de vecteurs est une
base à l’aide de la dimension.

1. On considère l’espace vectoriel E “ R3rXs et les
polynômes

P1 “ X3 `X, P2 “ X3 ´ 2X2,

P3 “ X2 ` 3X et P4 “ X ´ 1.

Montrer que pP1, P2, P3, P4q est une base de R3rXs.
2. On considère l’espace vectoriel E “ M2pRq et les

matrices

A “

ˆ

1 0
1 0

˙

, B “

ˆ

1 2
1 3

˙

,

C “

ˆ

0 1
2 1

˙

et D “

ˆ

0 0
0 1

˙

.

Montrer que pA,B,C,Dq est une base de E.
3. Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et
pe1, e2, e3q une base de E. On définit les vecteurs

u1 “ e2 ` 3e3, u2 “ e3 ´ e1 et u3 “ e1 ` 2e2.

Montrer que pu1, u2, u3q est une base de E.
4. Soit n P N˚. On définit P0 “ 1 et @k P rr1, nss,

Pk “

k´1
ź

i“0

pX ´ iq.

Montrer que pP0, P1, . . . , Pnq est une base de RnrXs.

Exercice 3. On définit les vecteurs deM4,1pRq suivants :

u1 “

¨

˚

˚

˝

1
0
1
0

˛

‹

‹

‚

, u2 “

¨

˚

˚

˝

0
1
´1
0

˛

‹

‹

‚

, u3 “

¨

˚

˚

˝

1
1
1
1

˛

‹

‹

‚

,

u4 “

¨

˚

˚

˝

0
0
1
0

˛

‹

‹

‚

, u5 “

¨

˚

˚

˝

1
1
0
´1

˛

‹

‹

‚

.

On définit les espaces vectoriels F1 “ Vectpu1q,
F2 “ Vectpu1, u2q, . . ., F5 “ Vectpu1, . . . , u5q, et
G “ Vectpu4, u5q.

1. Déterminer les dimensions de F1, F2, F3, F4, F5 et
celle de G.

2. On étudie l’ensemble F3 XG.
a. Montrer que F3XG est un sous espace-vectoriel

de M4,1pRq.

b. Pour v “ αu4 ` βu5 un élément de G, avec
α, β P R, montrer que : v P F3 ô α` β “ 0.

c. En déduire que F3 X G est de dimension 1 et
préciser un vecteur qui l’engendre.

3. En s’inspirant de la question précédente, déterminer
dimpF2 XGq et dimpF4 XGq.

Exercice 4. Calculer le rang des matrices suivantes :

A “

¨

˚

˚

˝

1 0 2 3
2 0 4 6
0 2 2 0
1 2 4 3

˛

‹

‹

‚

, B “

¨

˝

1 4 2 0
2 9 5 2
1 3 1 ´2

˛

‚,

C “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 ¨ ¨ ¨ 1

1 2
. . .

...
...

. . . . . . 1
1 ¨ ¨ ¨ 1 n

˛

‹

‹

‹

‹

‚

avec n P N˚.

Exercice 5. On considère l’application linéaire

f : R4 Ñ R3

px, y, z, tq ÞÑ px` y ` 2z, y ` z ´ t, x´ y ` 2tq

1. Déterminer une base de Kerpfq.
2. À l’aide du théorème du rang, déduire la dimension

de Impfq

3. Déterminer une base de Impfq.

Exercice 6. On considère un espace vectoriel E de di-
mension n ě 1. Soit f P LpEq telle que f ˝ f “ 0LpEq.

1. Montrer que Impfq Ă Kerpfq.
2. En déduire que rgpfq ď n

2 .

Exercice 7. Soit P P RnrXs. Montrer qu’il existe un
unique polynôme Q P RnrXs tel que P “ Q1 `Q.

Exercice 8. Déterminer le rang de l’application

f : MnpRq ÑMnpRq
A ÞÑ At ´A

Exercice 9. On note E “ RN l’espace vectoriel des suites
réelles, et a, b deux nombres réels fixés tels que a2`4b ą 0.
On définit

F “
 

punqnPN P E | @n P N, un`2 “ aun`1 ` bun
(

et
ϕ : F Ñ R2

punqnPN ÞÑ pu0, u1q.

1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de E.
2. Déterminer r et s deux réels distincts tels que
prnqnPN P F et psnqnPN P F .
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3. Montrer que prnqnPN et psnqnPN forment une famille
libre et en déduire que dimpF q ě 2.

4. Montrer que ϕ est linéaire puis montrer à l’aide
d’une récurrence, que Kerpϕq “ t0Eu.

5. En déduire que F est de dimension 2.

Exercice 10. Soit a P R et n P N. On considère les po-
lynômes Pk “ pX ´ aq

k pour k P v0, nw.
1. Montrer que pPkqkPv0,nw est une base de RnrXs.
2. Quelles sont les coordonnées de P P RnrXs dans

cette base ?
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