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TD 17 : Matrices d’applications linéaires

Exercice 1. Soit B la base canonique de R?, et soient
e = (1,0,0), €y = (1,—170), €3 = (171,1), et f1 =
(0’ 1’1)7 2= (1a07 1)v I3 = (1»170)'
1. Montrer que &€ = (ey, ea,e3) et F = (f1, f2, f3) sont
des bases de R3.
2. Ecrire les matrices de passage de B vers £, Pg_¢,
et de B vers F, Pg_,r.
3. En déduire la matrice de passage de £ vers F.

Exercice 2. Déterminer les matrices dans les bases ca-
noniques des applications linéaires suivantes :

R3 - R3
1. :
/ (z,y,2) = 2r —y,x +y— 2,y — 32)

9 g {R?,[X] — R3[X]

P—XP —-P
Exercice 3. Pour chacune des matrices suivantes, déter-
miner "image et le noyau (en en donnant une base) de
I’application linéaire canoniquement associée :

1 1 1 1 2 3
A=|-1 2 —2|, B=[1 2 3],
0 3 -1 1 2 3
3 -1 1 -2
9 -3 3 —6
=10 0 4 -8
0 0 2 —4

Exercice 4. On note E = R3[X] et B sa base canonique.
On consideére les endormophismes de F suivants :

_ E—>FE ) E—>FE
TP o p(x + 1) T VP P(X—1)

1. Calculer les matrices M = Matg(f) et N =
MatB (g)

2. Montrer que fog = Idg.

3. En déduire sans calcul que la matrice IV est l'inverse
de M.

4. Généraliser le résultat précédent pour déterminer

I'inverse de la matrice de M,,;1(R) suivante

IR R
1 (1) (n71)
(0) L)
1
Exercice 5. Soit f € £(IR?) dont la matrice dans la base
1 4 2
canonique de R3est A= [0 -3 —2|.
0 4 3

1. On note u = (1,—1,1) et v = (0,—1,2). Calculer
f(u) et f(v) et exprimer ces vecteurs comme com-
binaison linéaire de u et de v.

2. Justifier que B = (u, v, (1,0, 0)) est une base de R3.
3. Déterminer la matrice de f dans la base B.

Indication. C’est la matrice des coordonnées des vec-
teurs f(u), f(v) et f(1,0,0) dans la base B, et pas
dans la base canonique.

4. En déduire que f? = Idgs et vérifier ce résultat di-
rectement a partir de la matrice A.

Exercice 6. On considére f € L(R3) telle que sa matrice

-1 -1 1
dans la base canonique est | =2 0 2 |.
-3 -1 3

Déterminer une base B de R? telle que

010
Matg(f) =0 0 0
0 0 2
Exercice 7. On considére l'espace vectoriel R? muni de
sa base canonique B = (e, ez2). Soit u ’endomorphisme
de R? donné par

u(er) = e1 + ez, u(es) = —er + 2es.

1. Déterminer la matrice de u dans la base B.

2. Soit v = wej + yey. Déterminer la matrice de u(v)
dans la base B.

3. On pose f1 = ey et fo = e; + ea. Vérifier que
F = (f1, fo) est une base de R2.

4. Déterminer Ps_,r et Pr_,pz.

5. En utilisant la formule de changement de base, en
déduire la matrice de u dans la base F, puis les ex-
pressions de u(f1) et u(f2) en fonction de f; et fo.

Exercice 8. On considére les polynémes P, = X2 + 1,
P, = X+1, P; = 2X?—X, et on note B la base canonique
de RQ [X]

1. Montrer que B’ = (Py, Py, P3) forme une base de

Ro[X].

2. Ecrire la matrice de passage de B a B, puis celle de
B aB.

3. Soint P(X) = X2 — X + 2. Donner les coordonnées
de P dans B'.

4. On considére 'endomorphisme de Ry[X] donné par
0(P) = XP'. Déterminer la matrice de 6 dans la
base B'.
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