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Données utiles

— Harmoniques sphériques : Y 10(θ,φ) =
√

3
4π cosθ

— Théorème de Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels V = (V−1,V0,V1) et les états propres de moment
angulaire | j m〉 et | j ′m′〉 :

〈 j ′m′|Vq | j m〉 = 〈 j ′||V || j 〉 C 1 j
qm; j ′m′

1 Question courtes

Ces questions ne nécessitent que quelques lignes (voir une seule !) de calcul ou d’argument pour leur réponse.

Q1. Ordonner les transitions suivantes par ordre d’énergie croissante : a) transition Σ+ → Π+ dans une molé-
cule diatomique ; b) transition 2S1/2 → 2P1/2 dans l’hydrogène ; c) transition 6S1/2|F = 3,mF = 3〉 → 6S1/2|F =
4,mF = 4〉 dans l’atome de Cs.

Solution: b) ω∼ 2π GHz ; c) ω∼ 2π×9 GHz ; a) ~ω∼ 1 eV.

Q2. Suggérer deux transitions autorisées en approximation dipolaire qui, en passant par un état intermédiaire à
spécifier, connecte l’état 5S1/2|F = 1,mF = 1〉 du 87Rb à l’état 5S1/2|F = 2,mF = 1〉. Préciser la polarisation des
lasers utilisés.

Solution: On peut par exemple passer de l’état 5S1/2|F = 1,mF = 1〉 à l’état 6P1/2|F = 2,mF = 2〉 avec un
laser en polarisationσ+, et avec un autre laser avec la même polarisation on peut redescendre à 5S1/2|F =
2,mF = 1〉.

Q3. Pourquoi le décalage en énergie dû au couplage spin-orbite croit avec la charge Z e du noyau ?

Solution: C’est dû à deux aspects : 1) le fait que le couplage spin-orbite dérive du champ magnétique
effective crée par le noyau dans le référentiel à repos de l’électron ; ce champ magnétique depend de la
charge du noyau ; et 2) la valeur moyenne du couplage spin orbite sur les états imperturbés contient des
valeurs moyenne de 〈r p〉 (avec p entier) qui dépendent de Z .

Q4. La figure 1 montre le diagramme des transitions entre les niveaux du sodium. Pouvez-vous commenter au
moins trois aspects (p.e. l’orientation des traits diagonaux, la signification des étiquettes des traits horizon-
taux, etc.) dans ce diagramme ?

Solution: Par exemple : 1) les niveaux sont indiqués par l’orbitale occupée par l’électron le plus énergé-
tique, comme dans les atomes alkalins : 2) le spectre ressemble à celui de l’hydrogène, mais pas exacte-
ment, à cause des "défauts quantiques" ; 3) les lignes ne connectent que des états avec ∆l =±1 (règles de
sélection pour les atomes alkalins) ; 4) les états P1/2 et P3/2 ne sont pas à la même énergie (structure fine) ;
etc..

Q5. En utilisant les règles de Hund, ordonner en énergie croissante les termes LS suivants (pour un atome avec la
couche la plus externe remplie plus qu’à moitié) a) 3P0 ; b) 1S0 ; c) 3P1.
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Solution: c) 3P1 ; a) 3P0 ; b) 1S0.

Q6. On considère l’atome de P, de structure électronique [Ne] 3s2 3p3. On suppose les trois électrons les plus éner-
gétiques dans un même état de spin | ↑〉1| ↑〉2| ↑〉3. Soient ψ−1(r ),ψ0(r ),ψ1(r ) les trois orbitales p. Ecrire alors
la fonction d’onde spatiale Ψ(r1,r2,r3) pour les trois électrons (ou, à défaut de temps, suggérer une stratégie
pour l’obtenir).

Solution: Indiquons avec ψm(rn) l’orbitale avec m pour l’n-ème électron. La fonction d’onde spatiale
s’écrit alors comme un déterminant de Slater

Ψ(r1,r2,r3) = 1

6
Det[{ψm(rn)}] = 1

6

[
ψ−1(1)

(
ψ0(2)ψ1(3)−ψ1(2)ψ0(3)

)
−ψ0(1)

(
ψ−1(2)ψ1(3)−ψ1(2)ψ−1(3)

)+ψ1(1)
(
ψ−1(2)ψ0(3)−ψ0(2)ψ−1(3)

)]

FIGURE 1 – Diagramme des transitions dans le sodium

2 Problème : molécules diatomiques dipolaires dans un champ électrique

Comme vous l’avez vu en cours, la description quantique des rotations d’une molécule diatomique peut être
obtenue à partir d’un modèle très simple – celui d’un rotateur rigide, de moment d’inertie I :

H = K 2

2I
(1)
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où K est le moment cinétique de rotation de la molécule. Dans cet exercice on négligera tout couplage entre
rotation de la molécule et degrés de liberté de vibrations ou électroniques.

2.1

Les états propres de H et de Kz sont indiqués par |K , M〉. Rappeler les valeurs possibles de K , et la forme du
spectre de H en fonction de K . (Dans la suite on introduira le symbole ε= ~2/(2I )).

Solution: K = 0,1,2, .... ; EK = ~2K (K +1)/(2I ) = εK (K +1)

2.2

Les vecteurs propres |K , M〉 sont associés aux harmoniques sphériques YK ,M (θ,φ) comme fonctions d’onde
pour l’orientation θ,φ de la molécule dans l’espace. Rappeler la parité des harmoniques sphériques sous l’inver-
sion de l’espace, et exprimer la fonction cosθ en terme des YK ,M .

Solution: YK ,M → (−1)K YK ,M ; cosθ =
√

4π
3 Y10 .

2.3

Dans la suite on va supposer que la molécule possède un moment de dipole permanent – du fait d’être hétéro-
nucleaire. Le moment de dipole est un opérateur vectoriel

d = d(sinθcosφ, sinθ sinφ,cosθ) (2)

où d est la longueur du dipole permanent. Montrer que 〈K , M |dz |K , M〉 = 0 (le même résultat est valable pour
toutes les composantes du dipole).

Solution: 〈K , M |dz |K , M〉 ∼ ∫
dΩ |YK ,M |2Y10 = 0 à cause de la parité des harmoniques sphériques.

2.4

Pour induire un moment de dipole net, il est nécessaire d’immerger la molécule dans un champ électrique
statique et uniforme E uz selon l’axe z, qui se couple au moment de dipole par le terme

H ′ =−E dz . (3)

Etablir les conditions (règles de sélection) sous lesquelles l’élément de matrice 〈K ′M ′|dz |K M〉 ne s’annule pas.

Solution: Par Wigner-Eckart 〈K ′M ′|dz |K M〉 = 〈K ′||d ||K 〉 C 1K
M0;K ′M ′ . Donc on a que l’élement de matrice ne

s’annule pas si M = M ′ et K ′ = K ,K ± 1. Mais pour K ′ = K on a vu que l’élement de matrice s’annule pour
M = M ′, donc on a que K ′ = K ±1.

2.5

On souhaite maintenant traiter H ′ comme perturbation de H . D’abord, on se rend compte que les états propres
|K M〉 sont dégénérés – quel est leur dégénérescence ? On devrait donc établir la matrice des perturbations
〈K M ′|dz |K M〉 – montrer néanmoins qu’elle est complètement nulle.

Justifier pourquoi on peut donc utiliser la théorie des perturbations dans le cas non-dégénéré.
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Solution: La dégénérescence vaut 2K +1. Mais 〈K M ′|dz |K M〉 = δM M ′〈K M |dz |K M〉 = 0. Puisque chaque état
|K M〉 n’est pas couplé aux autres avec le même K , mais seulement à un état à K différent, c’est comme si la
dégénérescence n’existait pas, et que l’espace de Hilbert se séparait en sous-espaces de Hilbert découplés à
M différents.

2.6

On va donc appliquer à l’état |K M〉 la théorie de perturbation standard. Cette théorie prédit que, si |ψa〉 est la
base des états imperturbés de H (avec énergie propres Ea), alors l’état perturbé par H ′ (au premier order) prend la
forme

|ψa〉′ = |ψa〉+
∑

b 6=a

〈ψb |H ′|ψa〉
Ea −Eb

|ψb〉+ ... (4)

Ecrire donc l’expression de l’état |K M〉′, à savoir l’état perturbé à partir de |K M〉.

Solution: |K M〉′ = |K M〉+∑
K ′ 6=K

〈K ′M |H ′|K M〉
EK −EK ′ |K ′M〉+ ...

2.7

En utilisant la relation suivante

〈K +1,0|dz |K ,0〉 = d(K +1)p
(2K +1)(2K +3)

en déduire la forme de l’élément de matrice 〈K −1,0|dz |K ,0〉, et montrer que

|K ,0〉′ = |K ,0〉+η−|K −1,0〉+η+|K +1,0〉+ ...

où η− et η+ sont deux coefficients à déterminer.

Solution: 〈K −1,0|dz |K ,0〉 = dKp
(2K−1)(2K+1)

η− =−E d
2ε

1p
(2K−1)(2K+1)

η+ = E d
2ε

1p
(2K+3)(2K+1)

2.8

Calculer alors le moment de dipole électrique sur l’état perturbé, en montrant qu’il vaut

′〈K ,0|dz |K ,0〉′ =−E d 2

ε

1

(2K −1)(2K +3)
+ ...

Solution: C’est une application directe des résultats ci-dessous, sachant que

′〈K ,0|dz |K ,0〉′ = η−〈K ,0|dz |K −1,0〉+η+〈K ,0|dz |K +1,0〉+c.c.+ ...
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2.9 (Question bonus)

Quelle est l’orientation du dipole engendré par l’application d’un champ électrique par rapport au champ
électrique lui même ? Commentaires ?

Solution: Le dipole est orienté à l’opposé du champ appliqué, 〈dz〉 ∼−E , pour tout K > 0, et seulement pour
K = 0 (qui est l’état fondamental) il est orienté avec le champ, de telle façon à minimiser l’énergie. En fait la
minimisation de l’énergie n’est pas nécessaire pour les états excités.

2.10

L’énergie perturbée de l’état |K ,0〉′ vaut alors

E ′
K = εK (K +1)−E ′〈K ,0|dz |K ,0〉′+ ...

Comment varie l’énergie d’une transition entre les deux états |K ,0〉′ → |K + 1,0〉′ ? Est-ce qu’elle augmente ou
diminue par rapport à l’énergie imperturbée ?

Solution: Après un peu d’algèbre, on trouve que

E ′
K+1 −E ′

K = 2ε(K +1)− E 2d 2

ε

8K +9

(2K −1)(2K +1)(2K +3)(2K +5)
+ ...

donc elle diminue par rapport au cas imperturbé, à part le cas K = 0, pour lequel elle augmente.

3 Problème : Effet Purcell

En cours nous avons considéré un atome immergé dans un champ électrique de vecteur d’onde q , fréquence
ωq = cq , et polarisation ε

E (r , t ) = E(ωq )

2

[
ε e i (q ·r−ωq t ) +c.c.

]
(5)

où E(ω) = [2~ω(n(ω)+1)/ε0V ]1/2, n(ω) est le nombre de photons à la fréquenceω, et V le volume de l’espace dans
lequel le champ en question est créé. Si la longueur d’onde du champ est bien plus grande que la taille de l’atome,
le champ électrique induit une transition entre deux états propres |a〉 et |b〉 de l’atome à un taux

Γa→b = 2π

~2

(
eE(ωq )

2

)2

|〈b|ε · r |a〉|2δ(ωq −ωab) (6)

où ωab est la fréquence de la transition a → b. Dans la suite on se concentre sur une transition accompagnée de
l’émission de photons, à savoir ωab > 0.

3.1

Nous considérons la situation où le champ électrique acquière plusieurs composantes en fréquences et pola-
risations :

E (r , t ) = ∑
q ,ε

E(ωq )

2

[
ε e i (q ·r−ωq t+φε,q ) +c.c.

]
(7)

où φε,q sont des phases arbitraires. Justifier en quelques mots que, dans cette situation, le taux de transition de-
vient

Γa→b = ∑
q ,ε

2π

~2

(
eE(ωq )

2

)2

|〈b|ε · r |a〉|2δ(ωq −ωab) . (8)
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3.2

Pour un grand volume V , on peut passer de la somme
∑

q à l’integrale

∑
q

(...) ≈ V

(2π)3

∫
d 3q (...) = V

(2π)3

∫
d q 4πq2 1

4π

∫
dΩ (...) (9)

Montrer alors que

Γa→b = 2π

~2 V g (ωab)

(
eE(ωab)

2

)2

|Mab |2 (10)

où |Mab |2 est la moyenne de |〈b|ε · r |a〉|2 sur l’angle, à savoir (...) = (4π)−1
∫

dΩ (...), et g (ω) = ω2/(π2c3) est la
densité de modes du champ electromagnétique par unité de fréquence et volume.

Solution:

Γa→b = 2π

~2

∑
ε

V

(2π)3

∫
d q 4πq2

(
eE(ωq )

2

)2

δ(ωq −ωab)
1

4π

∫
dΩ |Mab |2

= 2π

~2

V

c3π2

∫
dω ω2

(
eE(ω)

2

)2

δ(ω−ωab) |Mab |2

d’où le résultat.

3.3 Question bonus

En définissant le vecteur dab = 〈b|(−er )|a〉, montrer que

e2|Mab |2 =
1

3
|dab |2 . (11)

Solution: Sans perte de généralité, on imagine que dab soit orienté selon z. On a alors que

e2|Mab |2 =
1

4π

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
d(cosθ) cos2θ |dab |2 =

|dab |2
3

3.4

En utilisant le résultat du point précédent, conclure que, si le champ électromagnétique est dans le vide de
photons (n(ω) = 0 à toutes les fréquences), la quantité

Γa→b = ω3
ab

3π~ε0c3 |dab |2 (12)

exprime le taux d’émission spontanée dans l’espace libre.

Solution: Ça suit directement de l’application des formules précédentes. L’émission spontanée est justement
l’émission stimulée par le vide du champ électromagnétique.
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3.5

On considère maintenant la situation où les atomes sont piégés dans une cavité. Une cavité électromagné-
tique a la propriété d’altérer la densité de modes du champ électromagnétique, et n’autorisant qu’une bande
[ωc −∆ω/2,ωc +∆ω/2] de fréquences possibles, centrée autour de la fréquence ωc de la cavité, et avec largeur
∆ω :

g (ω) = 1

Vc∆ω
Θωc ,∆ω(ω)

où la fonction Θωc ,∆ω(ω) vaut 1 si ω tombe dans la bande de fréquences autorisées, et zéro autrement ; et Vc est le
volume de la cavité.

En reprenant Eq. (10), et en supposant que e2|Mab |2 = γ|dab |2 (où γ est un facteur numérique qui prend
compte de la géométrie de la cavité), en déduire que le taux d’émission spontanée dans la cavité prend la forme

Γ(cav)
a→b = γπ

~ε0

ωab

Vc∆ω
|dab |2 . (13)

Quelle condition doit être satisfaite parωab pour que l’expression précédente soit valide ? Commenter (si possible).

Solution: On injecte la densité de modes de la cavité dans Eq. (10), et on utilise le champ électrique du vide
E 2(ω) = 2~ω/(ε0V ) pour arriver au résultat, qui n’est valable que si ωab ∈ [ωc −∆ω/2,ωc +∆ω/2]. Autrement
l’émission spontanée peut-être inhibée par la cavité.

3.6

Conclure que le rapport entre émission spontanée en cavité et émission spontanée dans l’espace libre (= fac-
teur de Purcell) vaut

η=
Γ(cav)

a→b

Γa→b
= 3γ

8π

Qλ3

Vc
(14)

où Q =ωc /∆ω est le facteur de qualité de la cavité, et λ la longueur d’onde de la radiation à la fréquence ωab .
Dans une expérience du group de S. Haroche, on a que λ= 0.88 mm, Vc = 70 mm3, et Q = 106. Conclure sur la

valeur de η, si on prend γ= 2/π, et commenter sur ce qui peut se passer à l’émission spontanée dans une cavité.

Solution: L’expression suit directement des résultats précédents si on prend ωab = 2πc/λ, et on obtient η ∼
O(100). Donc l’émission spontanée peut être accélérée dans une cavité.

3.7 Question bonus

La figure 2 montre la raie spectrale d’émission d’un atome de Rubidium excité du niveau 5S1/2 au niveau 5P3/2

dans l’espace libre (panneau du haut) et dans une cavité (panneau du bas). Pouvez-vous commenter la forme de
la raie sur la base de ce que l’on a appris dans cette exercice ?

Solution: On observe que la largeur de la raie augmente dans la cavité, ce qui signifie que l’émission sponta-
née est accélérée par l’effet Purcell.
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FIG. 2. Purcell-induced broadening of the atomic line shape.
(a) Simplified sketch of the measurement for coupled and un-
coupled atoms. The lin?lin probe light (purple) is scattered
either into the cavity mode (red arrows) or into free space
(blue arrows). (b) Free-space emission spectrum of atoms
trapped outside the cavity mode, error bars indicate the one-
sigma statistical error of the mean. The solid line is a fit to a
Lorentzian curve, while the dashed line in the inset shows the
negligible free-space contribution expected from atoms cou-
pled to the cavity. (c) Emission line shape of the atom-cavity
system displaying a clear Purcell broadening. The solid line
represents a fit to a convolution of a Lorentzian curve of half-
width �0

c = (1 + g2
e↵/�) · � and a Gaussian distribution of

coupling strengths with mean ḡe↵ and variance �g (see main
text). Di↵erences in mF -states population lead to an addi-
tional light shift. (d) and (e) are theoretical emission rates

for an uncoupled atom in free space (R̃0, blue) and the cavity

output of a coupled system (R̃c, red, Nat = 1) using the fit
parameters, both normalized to their maximum value. The
dashed, black lines represent the eigenenergies of the system.

the cavity resonance and the ac-Stark shifted frequency
of the atomic cycling transition, respectively.

The model assumes that the atom is a weakly driven
two-level system. We consider e↵ects due to power satu-
ration of multilevel transitions by comparing the model
to numerical simulations based on the master equa-
tion formalism. Externally driving the atom with near-
resonant lin?lin probe light leads to a reduced e↵ective
coupling strength ge↵ due to the addressing of transitions
weaker than the strongest one. In this case >ge↵��,
and the system enters the fast-cavity regime where the
resonator’s output (/ Rc) corresponds to a broadened
Lorentzian curve of half-width �0

c = (1 + 2C) · �, which
is a direct signature of the Purcell-enhanced atomic de-
cay rate. The e↵ect of the resonator becomes evident

when comparing the cavity output line shape to that of
uncoupled atoms, given by R0:=Rf-s(g =0). Both emis-
sion spectra are measured by loading an atomic ensemble
into the cavity region, with N̄at = 1.5 atoms coupling
to the resonator on average. The ensemble is illumi-
nated with side-probe light, the frequency of which is
scanned through the system’s resonance (with !a = !c,
see Fig. 2(a)). The resulting scattering rates are esti-
mated from the detected photon counts as described in
the Supplemental Material.

Figs. 2(b,d) display the free-space emission line shape
of the system, estimated from the camera counts. We
assume that such a spectrum corresponds exclusively
to uncoupled atoms, since the free-space contribution
from coupled atoms is negligible given that Rf-s/R0 =
|1+2C|�2⇡1.5 % (see inset in Fig. 2(b)). The resonance
follows a Lorentzian curve of half-width �0

f-s ⇡ 1.65 · �
attributed to a combination of power broadening and in-
homogeneous ac-Stark shifts of the ensemble in the outer
regions of the 3D lattice. We can neglect Doppler and
collisional broadenings due to the individual, tight con-
finement of the atoms. On the other hand, the line shape
of the cavity output, shown in Figs. 2(c,e), stems from
photons scattered solely by coupled atoms, and corre-
sponds to the Purcell-broadened spectrum of the coupled
system. The e↵ect of the cavity on the atomic properties
manifests as a clear broadening of �0

c/�⇡8.4 (correspond-
ing to �0

c/� ⇡ 5.9 for Nat = 1), which yields an average
single-atom cooperativity of C̄ = 2.5 ± 0.3. We can ex-
clude other e↵ects such as power broadening (as the sat-
uration parameter s scales with (1+2C)�2) or inhomoge-
neous light shifts (since the coupled atoms are confined
in the well-defined central region of the 3D trap). The
di↵erence to the value estimated from Fig. 1 comes from
higher mirror losses and a di↵erent mF -level distribution
(estimated to lead to ge↵ ⇡ 0.73· g). Such a single-atom
cooperativity surpasses by more than an order of magni-
tude those of similar reported fiber-cavity systems with
externally driven atoms [4, 5, 29], and could be further
increased by precise positioning of the atom and a far-
detuned driving that addresses stronger transitions (see
Supplemental Material for a discussion on the e↵ective
coupling strength).

The faster atomic decay inferred from the broadening
is also associated to a strong directionality of the pho-
toemission into the cavity mode, given by the ratio

Rc/Rf-s =
2C

1 + �2
c/

2
, (3)

where the denominator indicates the reduction of the
Purcell e↵ect for an o↵-resonant cavity. Such a direc-
tionality is integral to the development of e�cient SPS,
and its consequences become apparent in our system,
due to the continuous driving of the atom inside a high-
finesse cavity. In such a scenario, the high fraction of
photons scattered into the resonator build up a cavity

FIGURE 2 – Effet Purcell pour un atome de Rb [J. Gallego et al., Phys. Rev. Lett. 121, 173603 (2018)].
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