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Données utiles

Etats propres de l’oscillateur harmonique à partir du fondamental

|n〉 =
(â†)n√
n!
|0〉

Développement en série de l’exponentiel

ex =

∞∑

n=0

xn

n!

Théorème de Hausdorff-Cambpell-Baker: pour des opérateurs Â et B̂ tel que [Â, B̂] = c 1̂
où c est un nombre complexe, on a

eÂ+B̂ = eÂ eB̂ e−
1
2
[Â,B̂]

Opérateurs montée/descente de spin

Ŝ± = Ŝx ± iŜy

Formule utile pour la transformation canonique des opérateurs de spin:

e−
i
~ Ŝ

zφŜ±e
i
~ Ŝ

zφ = e∓iφŜ±

1 Questions courtes

Ces questions ne demandent pas de calculs élaborés!

1.1

Un électron est piégé dans un puits de potentiel de profondeur infinie et largeur L, avec une
énergie de 8~2

m

(
π
L

)2
. Quelle est la probabilité de trouver la particule au centre du puits?

1.2

Une particule de masse m à une dimension est soumise au potentiel suivant

V (x) =
~2

2ma2

(
a2p(p+ 1)

x2
− 2a

x

)
(1)

où p ∈ N et a est une constante ayant les dimensions d’une longueur. Existe-t-il un état lié
pour toute valeur de p > 0? Que vaut son énergie minimale?
(Suggestion: se souvenir de l’atome d’hydrogène...).
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1.3

On mesure la projection du moment angulaire total (orbitalaire + spin) de l’électron d’un
atome d’hydrogène, et on obtient M = 5/2. Si en suite on mesure l’énergie, quelles valeurs
peut-on exclure à priori?

2 Exercice. Oscillateur harmonique périodiquement forcé et
états cohérents

Dans cet exercice on s’intéresse à l’évolution d’un oscillateur harmonique quantique sous
forçage périodique.
On commence d’abord en considérant un oscillateur harmonique sans forçage

Ĥ0 =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2 (2)

dont les états propres sont notés |n〉 et les valeurs propres sont notés En = ~ω(n+ 1/2).
On introduit les opérateurs de création/destruction â† et â tels que

x̂ =

√
~

2mω
(â+ â†) p̂ = i

√
m~ω

2
(â† − â) . (3)

On a que:
â|n〉 =

√
n |n− 1〉 â†|n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉 [â, â†] = 1 (4)

Partie I. Etats cohérents, opérateur de déplacement, transformation canonique
des opérateurs de création/destruction

Les états cohérents |z〉, z ∈ C sont les états propres de l’opérateur destruction, â|z〉 = z|z〉,
et 〈z|â† = z∗〈z|.
(Attention à la notation: |n〉 n’est pas un état cohérent avec z = n!)

2.1

Vérifier que |z〉 peut être écrit comme

|z〉 = e−|z|
2/2

∞∑

n=0

zn√
n!
|n〉 . (5)

Démontrer que

|z〉 = e−|z|
2/2 ezâ

† |0〉 . (6)

2.2

On introduit l’opérateur dit de déplacement

D̂(z) = ezâ
†−z∗â . (7)

En utilisant le thérème de Hausdorff-Campbell-Baker montrer que

D̂(z)|0〉 = |z〉 . (8)
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2.3

Démontrer que

e−
i
~ Ĥ0t|z〉 = e−iωt/2 |z̃(t)〉 (9)

où z̃(t) = z e−iωt.

2.4

On considère la transformation canonique

â(φ) = eiφn̂ â e−iφn̂ (10)

où n̂ = â†â. Montrer que
â(φ) = e−iφ â (11)

et en déduire l’expression pour â†(φ).
(Suggestion: calculer dâ(φ)/dφ).

Partie II. Oscillateur harmonique forcé périodiquement

On imagine que, à l’instant t = 0, à l’Hamiltonien de l’oscillateur harmonique s’ajoute un
terme de forçage périodique

Ĥ(t > 0) = Ĥ0 + F sin(ω0t) x̂ (12)

Soit |ψ(t)〉 la solution à l’équation de Schrödinger dépendante du temps:

i~
d

dt
|ψ(t)〉 = Ĥ(t)|ψ(t)〉 . (13)

On va travailler dans l’image de l’interaction pour l’évolution temporelle, pour la quelle

|ψI(t)〉 = e
i
~ Ĥ0t |ψ(t)〉 . (14)

Comme vu en cours, |ψI(t)〉 satisfait l’équation de Schrödinger

i~
d

dt
|ψI(t)〉 = V̂I(t)|ψ(t)〉 (15)

où V̂ (t) = F sin(ω0t) x̂, et

V̂I(t) = e
i
~ Ĥ0t V̂ (t) e−

i
~ Ĥ0t . (16)

2.5

En s’appuyant sur le résultat de la question 2.4, montrer que

V̂I(t) = F sin(ω0t)

√
~

2mω

(
e−iωt â+ eiωt â†

)
. (17)

2.6

On considére ω0 = ω d’ici à la fin de l’exercice. Sous cette hypothèse V̂I(t) contient une
partie indépendante du temps et une partie oscillante de moyenne zéro. Dans la suite on
va négliger la partie oscillante (approximation dite de l’onde tournante). Montrer que dans
cette approximation V̂I(t) ∼ p̂.
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2.7

En utilisant la même approximation écrire l’opérateur d’évolution temporelle dans l’image
de l’interaction, ÛI(t) tel que

|ψI(t)〉 = ÛI(t)|ψI(0)〉 . (18)

Montrer que l’opérateur d’évolution a la forme d’un opérateur de déplacement comme à la
question 2.2, pour lequel il faut déterminer le paramètre z.
Conclure que, si l’oscillateur harmonique est initialement dans l’état fondamental, il se
trouve dans un état cohérent à tout moment t > 0.
(Suggestion: calculer |ψI(t)〉, puis |ψ(t)〉. Utiliser le résultat de la question 2.3).

2.8

Calculer 〈x̂〉t = 〈ψ(t)|x̂|ψ(t)〉, et montrer que la particule décrit un mouvement oscillatoire
en opposition de phase par rapport au forçage, et avec une amplitude croissante dans le
temps.

3 Problème. Couplage spin-orbite pour une particule à une
dimension

Dans cet exercice on se propose d’étudier les conséquences du couplage spin-orbite qui a
été récemment réalisé dans des expériences de physique atomique (Y.-J. Lin et al., Nature
471, 83 (2011); L. W. Cheuk et al., Phys. Rev. Lett. 109, 095302 (2012)). Ce couplage
est le résultat de l’intéraction entre deux lasers et un atome pour lequel seulement deux
niveaux internes d’énergie sont impliqués dans les processus physiques en question. Donc
dans ces conditions l’atome se comporte comme s’il avait un spin S = 1/2 - par simplicité
vous pouvez imaginer aussi bien qu’il s’agit d’un électron.
Dans la suite on va se restreindre à une seule dimension spatiale. L’intéraction entre l’atome
et les lasers donne lieu à l’Hamiltonien effectif suivant pour la dynamique de l’atome

Ĥ =
p̂2

2m
+ δŜz + Ω

(
Ŝx cos(2kLx̂)− Ŝy sin(2kLx̂)

)
(19)

où kL est le vecteur d’onde des lasers, et δ et Ω sont des constantes avec les dimensions
physique d’une fréquence.

Partie I. Hamiltonien avec interaction spin-orbite

3.1

On introduit l’opérateur de rotation du spin autour de l’axe z

R̂z(φ) = e−
i
~ Ŝ

zφ. (20)

Montrer que
R̂z(φ) Ŝx R̂†z(φ) = cosφ Ŝx + sinφ Ŝy (21)

3.2

Maintenant on imagine une transformation du Hamiltonien de Eq. (19) en effectuant une
rotation locale du référentiel de spin, c’est à dire qu’on applique une rotation de spin avec
un angle qui dépend de la position, φ = φ(x). Montrer que pour φ(x) = −2kLx

R̂†z(φ)
[
δŜz + Ω

(
Ŝx cos(2kLx)− Ŝy sin(2kLx)

)]
R̂z(φ) = δŜz + ΩŜx (22)
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FIG. 2. Spin–injection spectroscopy of a spin-orbit coupled Fermi gas. (A) A radiofrequency (RF) pulse transfers atoms from
the reservoir states (shown in black) |↑�R and |↓�R into the spin-orbit coupled system (shown in red and blue). Transfer occurs
when the RF photon energy equals the energy difference between the reservoir state and the spin-orbit coupled state at quasi-
momentum q. (B,C,D and E) Transfer as a function of RF frequency detuning h∆ν and quasi momentum q at Raman coupling
strength of �ΩR = 0.43(5)ER and �δ = 0.00(3)ER. Note that starting with reservoir |↓�R (|↑�R), transfer to state |↑� (|↓�) is
entirely due to spin-orbit coupling. Hence the signal is generally much weaker than that for state |↓� (|↑�) except right in the
gap, where their ratio approaches 50%/50%. (B and C) Spin-resolved |↓� and |↑� spectra, respectively, when transferring out of
|↑�R. (D and E) Spin-resolved |↓� and |↑� spectra, respectively, when transferring out of |↓�R. (F,G and H) The reconstructed
spinful dispersions for �δ = 0.00(3)ER and �ΩR = 0ER, �ΩR = 0.43(5)ER and �ΩR = 0.9(1)ER, respectively.

direction of the sweep, this loads atoms into either the
upper or the lower dressed band. We interrupt the sweep
at various times, and image the spin-momentum distri-
bution. This reveals that the spin texture follows the
effective Zeeman field. The process is reversible, as we
verify by sweeping the detuning back to δi and restoring
full spin-polarization. (Fig. 1F and G).

Having demonstrated the ability to engineer spin-orbit
coupling in a Fermi gas, we introduce a general approach
to measure the complete eigenstates and energies of
fermions at each quasi-momentum q and thus resolve the
band structure and associated spin texture of spin-orbit
coupled atomic systems. Our approach yields equivalent
information to spin and angle-resolved photoemission
spectroscopy (spin-ARPES), a powerful technique re-
cently developed in condensed matter physics [24]. Spin-
ARPES is particularly useful for studying magnetic and
quantum spin Hall materials; it has been used, for exam-
ple, to directly measure topological quantum numbers in
the Bi1−xSbx series, revealing the presence of topological
order and chiral properties [25].

Our spectroscopic technique uses radiofrequency (RF)

spin-injection of atoms from a free Fermi gas into an
empty spin-orbit coupled system using photons of a
known energy (Fig. 2A). After injection, the momentum
and spin of the injected atoms are analyzed using time of
flight [26] combined with spin-resolved detection. Atoms
are initially loaded into one of two free “reservoir” atomic
states |↓�R and |↑�R which can be coupled to the states |↓�
and |↑�, respectively, via the RF spin-injection field, with-
out changing the quasimomentum. The injection occurs
when the frequency of the RF pulse matches the energy
difference between the spin-orbit coupled bands and the
initial reservoir state (see Fig. 2A). Spin-injection from
|↓�R (|↑�R) populates mostly the region of the spin-orbit
coupled bands with a strong admixture of |↓� (|↑�) states.
Thus, the use of two reservoir states allows us to measure
both the |↓�-rich and the |↑�-rich parts of the spin-orbit
coupled bands. Following the injection process, the Ra-
man beams are switched off, and the atoms are simulta-
neously released from the trap. After a sufficiently long
time of free expansion, the density distribution gives ac-
cess to the momentum distribution, which we measure
using state-selective absorption imaging. By counting

3.4

Reconnaitre que
R̂z(φ) = eiq̂x̂ (7)

où q̂ = 2kLŜz/�. Le paramètre de translation de l’impulsion est maintenant devenu un
opérateur, mais c’est une opération innocente comme les opérateurs de spin commutent
avec les opérateurs x̂ et p̂.
En conclure que le Hamiltonien transformé prend la forme:

Ĥ� = R̂†
z(φ) Ĥ R̂z(φ) =

1

2m

�
p̂ + 2kLŜz

�2
+ δSz + ΩŜx (8)

3.5

Nous allons maintenant chercher un vecteur propre du Hamiltonien en Eq. (8) dans la forme

eikx ⊗ |σ� (9)

où |σ� est l’état de spin de la particule. Donc on demande que Ĥ�(eikx⊗|σ�) = E(eikx⊗|σ�).
Montrer que |σ� satisfait l’équation au valeurs propres

�
�2k2

2m
+ ER + (α�k + δ) Ŝz + Ω Ŝx

�
|σ� = E|σ� (10)

où α = 2kL/m et ER = (�kL)2/(2m). Cette équation est propre d’un spin 1/2 dans un
champ magnétique dépendant de l’impulsion.
Calculer les valeurs propres E = Ek associées à un vecteur d’onde k donné.

3.6

On considère le cas Ω = δ = 0. Montrer que les deux valeurs propres Ek en fonction de k
décrivent deux paraboles décalées le long de l’abcisse. Associer à chaque parabole le correcte
état de spin.
Que est-ce qui se passe si δ > 0?

3.7

Maintenant on considère δ = 0 et Ω > 0. Calculer les valeurs propres Ek=0: que s’est il
passé par rapport au cas Ω = 0? Quel sont les états de spin corréspondant.

3

k k k

Figure 1: Spectre d’énergie pour des particules avec couplage spin-orbite (depuis L. W.
Cheuk et al., Phys. Rev. Lett. 109, 095302 (2012)).

3.3

Comme la rotation de spin est dépendente de la position, elle ne commute pas avec l’opérateur
impulsion. Considérons la transformation canonique de l’opérateur impulsion

p̂(q) = e−iqx̂ p̂ eiqx̂ (23)

où q est une constante. Démontrer qu’une telle transformation correspond à une translation
de l’impulsion

p̂(q) = p̂+ ~q (24)

(Suggestion: calculer dp̂(q)/dq).

3.4

Reconnaitre que
R̂z(φ(x̂)) = eiq̂x̂ (25)

où q̂ = 2kLŜ
z/~. Le paramètre de translation de l’impulsion est maintenant devenu un

opérateur, mais ce changement est innocent puisque les opérateurs de spin commutent avec
les opérateurs x̂ et p̂.
En conclure que le Hamiltonien transformé prend la forme:

Ĥ′ = R̂†z(φ) Ĥ R̂z(φ) =
1

2m

(
p̂+ 2kLŜ

z
)2

+ δSz + ΩŜx (26)

Partie II. Relation de dispersion

3.5

Nous allons maintenant chercher un vecteur propre de l’Hamiltonien de l’Eq. (26) sous la
forme

eikx ⊗ |σ〉 (27)

où |σ〉 est l’état de spin de la particule. Soit Ĥ′(eikx ⊗ |σ〉) = E(eikx ⊗ |σ〉). Montrer que
|σ〉 satisfait l’équation aux valeurs propres

[
~2k2

2m
+ ER + (α~k + δ) Ŝz + Ω Ŝx

]
|σ〉 = E|σ〉 (28)

où α = 2kL/m et ER = (~kL)2/(2m). Cette équation est la même que celle d’un spin 1/2
dans un champ magnétique dépendant de l’impulsion.

Calculer les deux valeurs propres E = E
(±)
k associées à un vecteur d’onde k donné.

(Ces deux valeurs propres définissent deux branches formant ce qu’on appèle une relation
de dispersion énergie-impulsion).
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3.6

On considère le cas Ω = δ = 0. Montrer que les deux valeurs propres E
(±)
k en fonction de k

décrivent deux paraboles décalées le long de l’abscisse. Y-a-t-il une valeur propre dégénérée
pour l’énergie? Associer à chaque parabole l’état de spin correct.
Que se passe-t-il si δ > 0?

3.7

On considère maintenant (et jusqu’ la fin de l’exercice) δ = 0 et Ω > 0. Calculer les valeurs

propres E
(±)
k=0. Discuter l’évolution de la dégénérescence par rapport au cas Ω = 0. Quel

sont les états de spin correspondants?

Dessiner qualitativement les valeurs propres E
(±)
k en fonction de k. Interprétez maintenant

la Fig. 1. Quel paramètre du Hamiltonien change an allant de la figure de gauche à la figure
de droite?

3.8

Comment évolue l’état de spin associé aux énergies E
(±)
k de k = 0 à k = ±∞?

Imaginez que la particule soumise à une force soit accélérée d’une impulsion ~k = 0 à une

impulsion ~k � ~kL, de sorte qu’elle reste tout le temps sur la branche inférieure E
(−)
k .

Comment évolue le spin dans ce processus?

3.9

Imaginons maintenant un paquet d’onde construit à l’aide d’une combinaison linéaire d’ondes
planes eikx ⊗ |σk〉

Ψ(x, σ) =

∫
dk√
2π

ψ̃(k) eikx ⊗ |σk〉 . (29)

La nouveauté par rapport à ce que vous avez vu en cours est l’apparition d’un état de spin,
qui est strictement lié à la valeur de k, |σ〉 = |σk〉.
On choisit |σk〉 comme l’état de spin corréspondant à la branche inférieure de la relation
de dispersion. Imaginez que ψ̃(k) soit piqué autour d’un k0 tel que 0 < k0 < kL, et prenez
comme avant δ = 0, Ω > 0 dans le Hamiltonien.
Dans son évolution dictée par le Hamiltonien Eq. (26), le paquet d’onde se déplace-t-il vers
la gauche ou vers la droite? Quelle est la vitesse de groupe?
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