
������ ������������

� ������������� �� ����������

���������� ������ E �� F ���� ������� ���������� ����� �� ��������� ���� ����� �� �������

��� �������� f : E → F ��� ���� ������������� �� �� ����� a ���� ������ ��� ����������� ��������

daf : E → F ����� ���

f(a+ h) = f(a) + daf(h) + ◦(�h�) ����� �h� → 0.

����� ����������� �������� ��� ������ �� ������� ������������� �� f �� a� ���� �� ������ ��� ��

����� �� �� ������

���������� • �� f ��� ��� ����������� ��������� ����� �� ���� ����� a daf = f �

• �� E = Rd �� F = R �� �� f ��� C1 �� a� ����� daf(h) = �∇f(a), h�� �������� �� �������

������� � ���������� �� ������������� �� �������������
f : Mn(R) → Mn(R)

A �→ A2 �

�� ������ �� ������������� ��� ����� �� ���� �� ���� ��� �������� �� ���� ���� �������� �� ����������

���������� �� �� ��������
f : Rd → Rk

(x1, · · · , xd) = x �→ f(x) = (f1(x1, · · · , xd), · · · , fk(x1, · · · , xd))
��� ������������� �� �� ����� a� �� ������� ���������� �� f �� a �� �� ���� Jf(a) �� ������� ���

�������� ���������� �� f �� ����� a ��������� ����� ���� �

Jf(a) =




∂f1
∂x1

(a) · · · ∂f1
∂xd

(a)
��� ∂fi

∂xj
(a)

���
∂fk
∂x1

(a) · · · ∂fk
∂xd

(a)


 =




t∇f1(a)
���

t∇fk(a)


 ∈ Mk,d(R).

����� ������� � k ������ �� d �������� ��� �� ������� �� daf ������ ���� ��� ����� �����������

�������� � ������ ��� ����������� �� f(x1, x2) = (x2, x1x2, 3x1)� �� g(x1, x2) = (x2, x1)� ��

h(t) = (t3, sin(t)) �� �� k(x1, x2, x3) = (x1x3, x2 − x1)�

�



� ������� �� �������������� ��� ��������� ���������

������������ ������ f : Rd → Rk �� g : Rk → Rl ������ ��� f ��� ������������� �� a �� g
������������� �� f(a)� ����� ������������� �������� g ◦ f : x �→ g(f(x)) ��� ������������� �� a�
�� �� ������������� �� �� ���������� ���� ������� ��� �

da(g ◦ f) = df(a)g ◦ daf, J(g ◦ f)(a) = Jg(f(a))Jf(a).

�������� � ���� ��� ����� ������� u(x) = f(x,−x) �� g(x, y) = f(y, x)�

�� �������� � �� h(x1, · · · , xd) = g(f1(x1, · · · , xd), · · · , fk(x1, · · · , xd))�

����������� � ������������� �� ���������� �� f : Rn → Rn ��� ����������� �� ������ C1 �� ��� ���

������� ��� �� ������ C1� ������� ��� ��� ����������� �� f �� �� f−1 ���� ����������� �� ����

������ ������ �� ���� ����� ��� ����������� �� ������� �� �������� �� ��������� 1�

�� �������� ����������� ������ ��� ���� ����� ��� ����� �� ���������� � ����� ������������

��������� �� f : Rn → Rn ��� �� ������ C1 �� �� Jf(a) ��� ����������� ����� �� ������ �� ������
U �� Rn ��� ��� f : U → f(U) ��� ��������� �� �� ��������� ���������� ��� �� ������ C1�

�� ��������� 1� f � �= 0 ⇐⇒ f ���������� ����������� �������� ⇐⇒ f ���������� ����������

������������ ��� ��� ������� �� �������� ���� γ : R → Rd �� ������ �� ������ C1 ��

f : Rd → R ��� �������� �� ������ C1� �� ������ ��� v(t) = f(γ(t)) �� ������ �� �� �������� f ��

���� �� ������ ��������� ��� t� �� �� ���� γ̇(t) = Jγ(t)� ������� ��� v�(t) = �∇f(γ(t)), γ̇(t)� �

���������� ���� f : Rd → R �� ������ C1 �� x ��� ��� ∇f(x) �= 0� �� ������� ������ �������

�� x � �� ������ �� ������ f = f(x) ����������

Txf =



v ∈ Rd

���∃ ������ C1γ :]− δ, δ[→ Rd ��� ���

������

γ(0) = x
γ̇(0) = v
f(γ(t)) = f(x) ∀t ∈]− δ, δ[



 .

�������� ������� ��� ��� ������������� ������ �� �������� �� �� ������ �� �������

������������ �� ∇f(x) �= 0� Txf =
�
v ∈ Rd

����v,∇f(x)� = 0
�
� �� ������������ ����� �� ������

��������� �� ��������� d− 1�

��������� ���������� �� ∇f(x) = 0� �� ������ ���� �� ������ f(x) ���� ��������� ��� �������������

�� ������ �������� f(x, y) = x2 − y2 �� f(x, y) = x2 + y2�

�



� �������� ��� ��������� ����������

��������� ���� f : R2 → R �� ������ C1� �� �� ����� (x0, y0) ∈ R2 ��� ��� ��� f(x0, y0) = 0 ��
∂f
∂y (x0, y0) �= 0 ����� �� ������ �� ��������� U �� x0� �� ��������� V ⊂ U × R �� (x0, y0) �� ���

����������� C1 φ : U → R ���� ���

∀(x, y) ∈ V, f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = φ(x).

�� ����� φ�(x0) = −
∂f
∂x

(x0,y0)
∂f
∂y

(x0,y0)
�

��������� ���� ����� �� ������ �� φ�(x0) �� ��� ���������� ����������� � ������� �

�������������� ��������� �

������� � f(x, y) = x2 + y2 − 1�

�� ��������� ���� ������ �

��������� ���� f : Rn+m → Rm �� ������ C1� �� �� ����� (x0, y0) ∈ Rn+m ��� ��� ���

f(x0, y0) = 0 ��

�������

∂f1
∂y1

(x0, y0) · · · ∂f1
∂ym

(x0, y0)
���

���
∂fm
∂y1

(x0, y0) · · · ∂fm
∂ym

(x0, y0)

�������
�= 0 ����� �� ������ �� ��������� U �� x0� ��

��������� V ⊂ U × Rm �� (x0, y0) �� ��� ����������� C1 φ : U → Rm ���� ���

∀(x, y) ∈ V, f(x, y) = 0 ⇐⇒ y = φ(x).

�������� � ��������� �� �������� ����������� ������ � �� ��������
Ψ : Rn+m → Rn × Rm

(x, y) �→ (x, f(x, y))
���� ��������� �� �������� ��� ��������� �����������

�



Exercices

1. Montrer que la relation vérifiée permet de définir implicitement y en fonction de x au
voisinage du point (x0, y0) indiqué, et écrire le développement limité à l’ordre 1 autour de
x0 de la fonction x �→ y(x) :

(a) x4 + y3 − 2x2y − 1 = 0 au voisinage de (0, 1).

(b) sin y + y + ex = 1 au voisinage de (0, 0).

(c) y3 + (x2 + 1)y + x2 = 0 au voisinage de (0, 0).

2. Soit f : R3 → R2 définie par f(x, y, z) = (x2−y2+z2−1, xyz−1). Soit (x0, y0, z0) ∈ R3 tel
que f(x0, y0, z0) = (0, 0). Montrer qu’il existe un intervalle I contenant x0 et une fonction
ϕ : I → R2 de classe C1 telle que ϕ(x0) = (y0, z0) et f(x,ϕ(x)) = (0, 0) pour tout x ∈ I.

3. On considère le système d’équations :
�
x2 + y2 − 2z2 = 0,

x2 + 2y2 + z2 = 4.

Montrer que, pour x proche de 0, il existe des fonctions strictement positives y(x) et z(x)
telles que (x, y(x), z(x)) soit solution du système. On déterminera y�(x) en fonction de x
et y, ainsi que z�(x) en fonction de x et z.

4. Si f : R2 → R est une fonction de classe C1 telle que f(0, 0) = 0, ∂f
∂x (0, 0) �= −1 et

∂f
∂y (0, 0) �= 0, montrer que la relation f(f(x, y), y) = 0 définit implicitement y en fonction
de x au voisinage du point (0, 0).

5. Le folium de Descartes. On considère la courbe définie par
�
(x, y) ∈ R2 |x3 + y3 − 9xy = 0

�
,

appelée folium de Descartes.

(a) Déterminer les pentes du folium aux points (4, 2) et (2, 4).

(b) À quel point autre que l’origine le folium présente-t-il une tangente horizontale ? ou
verticale ? Déterminer les coordonnées de ces points.
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