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TD 6 : Équations différentielles

1 Intégration

Exercice 1. Déterminer, pour chaque fonction ci-
dessous, une primitive en précisant le (ou les) intervalle(s)
de validité.

1. x ÞÑ e3x � 2x4

2. x ÞÑ xe�x
2

3. t ÞÑ
√

1 � 2t

4. t ÞÑ
1

t
lnptq

5. θ ÞÑ cospθq2

6. t ÞÑ
1

t lnptq

Exercice 2. Calculer les intégrales suivantes.

1.
∫ 1

�1

|x2 � x| dx

2.
∫ 1

0

ex

ex � 3
dx

3.
∫ 2

1

t2 � 2t� 1

t� 1
dt

4.
∫ 1{2

0

x√
1 � x2

dx

Exercice 3. Calculer les intégrales suivantes à l’aide
d’une (ou plusieurs) intégration(s) par parties.

1.
∫ π{2

0

px� 1q cospxqdx

2.
∫ 1

0

x2 lnp1 � xqdx

3.
∫ 1

0

lnp1 � x2qdx

4.
∫ 1

0

x arctanpx2qdx

Exercice 4. Calculer les intégrales suivantes à l’aide du
changement de variable indiqué.

1.
∫ 1

0

ex

1 � e2x
dx (x � lnptq)

2.
∫ 2

1

lnptq√
t
dt (t � u2)

3.
∫ 1

0

1

1 � et
dt (u � et)

Exercice 5 (Recherche de primitives).
1. Déterminer, à l’aide d’une intégration par parties,

une primitive de la fonction arctangente.
2. Déterminer une primitive de la fonction tangente sur

l’intervalle s� π
2 ,

π
2 r . On rappelle que @θ P s� π

2 ,
π
2 r,

tanpθq � sinpθq
cospθq .

3. a. Déterminer a, b P R tels que 1
1�x2 � a

1�x �
b

1�x
pour tout x P Rz{�1, 1}.

b. En déduire une primitive de x ÞÑ 1
1�x2 sur l’in-

tervalle s � 1, 1r.

2 Équations différentielles du pre-
mier ordre

Exercice 6. Résoudre les équations différentielles homo-
gènes suivantes.

1. 2y1 � 3y � 0

2. y1 � xy � 0

3. p1 � x2qy1 � 2xy � 0

4. y1 �
sinpxq

2 � cospxq
y � 0

Exercice 7. Résoudre les équations différentielles sui-
vantes sur l’intervalle spécifié.

1. y1 � 3y � 2 sur R
2. y1 � y � 1 � x� xe�x � sinpxq sur R
3. y1 � 2xy � sinhpxq � 2x coshpxq sur R
4. p1 � xq2y1 � xy �

√
1 � x2 sur R

5. x3y1 � 4p1 � x2qy � x4 sur R�
�

6. y1 � tanpxqy � sinp2xq � 0 sur s�π
2 ,

π
2 r

Exercice 8. Résoudre les problèmes de Cauchy suivant
1. y1 � 2xy � xe�x

2

sur R, avec yp0q � 1.
2. p1 � xqy1 � p1 � 2xqy � 1 � 2x sur s�1, 1r, et avec
yp0q � 0.

3. cospxqy1 � sinpxqy � 1 sur s�π{2, π{2r, avec yp0q �
2.

Exercice 9 (Équation fonctionnelle 1). Déterminer l’en-
semble des fonctions f : R Ñ R dérivables qui vérifient,
pour tout ps, tq P R2, fps� tq � fpsqfptq.

Exercice 10 (Équation fonctionnelle 2). Décrire toutes
les fonctions f : R� Ñ R continues vérifiant

@x P r0,�8r, 2xfpxq � 3

∫ x

0

fptqdt.

Exercice 11. On considère une fonction a : R Ñ R conti-
nue et T -périodique, pour un certain T ¡ 0. On pose
ā � 1

T

∫ T
0
apxqdx la valeur moyenne de a. Montrer que si

f est une solution de l’équation différentielle

y1 � apxqy � 0

sur R, alors x ÞÑ e�āxfpxq est T -périodique.
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3 Équations différentielles du
deuxième ordre

Exercice 12. Résoudre les équations différentielles ho-
mogènes suivantes dans R, puis dans C.

1. y2 � 3y1 � 2y � 0

2. y2 � 4y1 � 4y � 0

3. y2 � 2y1 � 2y � 0

Exercice 13. Résoudre les équations différentielles sui-
vantes d’inconnue y à valeurs dans R.

1. y2 � 2y1 � y � tet

2. y2 � 4y1 � 5y � cosp2tq � 2 sinp2tq

3. y2 � 9y � cosp2tqet

4. y2 � 4y1 � 5y � 2et

5. y2 � y1 � y � et cosptq

6. y2 � 3y1 � 2y � pt2 � 1qet

Exercice 14. Commenter la résolution suivante :
« On considère l’équation différentielle d’inconnue y,

x2ypxq2 � xypxq1 � 0 sur l’intervalle s0,�8r. L’équation
caractéristique est x2r2 � xr � 0, dont les racines sont
r � 0 et r � �1{x. On en déduit que l’ensemble des
solutions est

S � {x ÞÑ A�B expp�1{xq, pA,Bq P R2}. »

Exercice 15. Soit m P R. En fonction de la valeur de m,
trouver les solutions réelles de l’équation différentielle

y2 � 2y1 �my � cospxq

Exercice 16 (Équation fonctionnelle 1). Déterminer les
fonctions f : R Ñ R dérivables telles que pour tout x P R,

f 1pxq � fp�xq � ex.

Exercice 17 (Équation fonctionnelle 2). Soit λ P R.
Trouver toutes les fonctions f définies et dérivables sur
R, et telles que, pour tout x P R,

f 1pxq � fpλ� xq.

Exercice 18. Résoudre sur R l’équation différenteielle

pt2 � 1qy2 � pt2 � 2t� 1qy1 � 2ty � 0

en introduisant la fonction z � y1 � y.

Exercice 19 (Un changement de variable). On cherche
à résoudre l’équation différentielle

y2 �
1

2x2
y � 0 (E)

sur s0,�8r. Pour ce faire, on définit, pour t P R, zptq �
ypetqe�t{2.

1. Soit x ¡ 0. Exprimer ypxq en fonction de zplnpxqq.
2. En déduire que la fonction z vérifie une équation

différentielle pE1q d’ordre 2 à coefficients constants.
3. Résoudre pE1q, puis résoudre pEq.

Exercice 20 (e3a PSI 2019). On considère l’équation dif-
férentielle d’ordre 3

yp3q � y � 0. (E1)

1. Soit f une solution de pE1q. On pose g � f2�f 1�f .
Déterminer une équation différentielle du premier
ordre pE2q vérifiée par g.

2. Résoudre pE2q.
3. En déduire les solutions de pE1q.
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