CHAPITRE 18 : APPLICATIONS LINEAIRES

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C et on note E et F' deux K-espaces vectoriels.

I Applications linéaires

Définition 1 (Application linéaire entre espaces vectoriels)

Pour f: F — F, on dit que f est une application linéaire lorsque
Y(u,v) € B>, VA €K, f(u+ Av) = f(u) + \.f(v).

On note L(E, F') ’ensemble des applications linéaires de E dans F.
Les éléments de L(F, E), noté L(E), sont appelés endomorphismes de E.

Ry[X] — R3
P = (P(-1),P(0),P(1))

finterpol :

Ezemple filé : montrer que est une

application linéaire.

Propriété 2 (Image du vecteur nul et d’une combinaison linéaire)
Pour f € L(E,F), A, ..

f(OE) =0p et f(z )\k~vk> = Z)\kf(vk)
k=1 k=1

., An des scalaires et vq,...,v, des vecteurs de F :

Remarque importante : soient f et g des éléments de L(E, F) et (vy,...,v,) € E™.
Si f(v;) = g(v;) pour tout i € [1,n], f(v) = g(v) pour tout v € Vect(vi,...,vy).
En particulier si les (v;) forment une base de F, f est entiérement déterminée par
la donnée des f(v;), pour i € [1,n].

Propriété 4 (Composition d’applications linéaires)

Pour f € L(E,F) et g € L(F,G), la composée go f : E — G est linéaire,
c’est-a-dire go f € L(E,G).

De plus, la composition d’applications linéaires est distributive par rapport a
la somme.

I.2 TImage et noyau d’une application linéaire

Définition 5 (Image et noyau d’une application linéaire)

Pour f € L(E, F), on appelle noyau de f et on note
Ker(f) = {u € B| f(u) = 0r}.

On appelle image de f 'ensemble Im(f) = {f(u); u € E}.

Ezemple filé : déterminer le noyau de finterpoi-

Propriété 6

Pour f € L(E, F), Ker(f) est un sous-espace vectoriel de F
et Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'.

¢A : Mp,l(K) — Mnl(K)

X — AX '
On définit Ker A = Ker ¢ 4, respectivement Im A = Im ¢ 4, qui est un sous-espace
vectoriel de M, 1(K), respectivement de M,, 1 (K).

Ezemple important : si A € M,, ,(K), on définit

Propriété 7 (Injectivité et noyau)

Une application f € L(E, F), est injective si et seulement si Ker(f) = {0g}.

Ezemple important : si A € M, ,(K), ¢4 injective <= Ker A = Ker g4 = {Op4, , }-

Exo 1 : Montrer que f est injective <= pour toute famille libre (v1,...,v,),
I.1 Opérations sur les applications linéaires (f(v1),...f(v,)) est libre.
Propriété 8 (Famille génératrice de l’image)
Propriété 3 (Les applications linéaires forment un espace vectoriel) Pour f € L(E,F), et (vy,...,v,) une famille génératrice de F, on a
Pour fet g € L(E,F), et A € K, on définit les applications f + g et A.f par
fetgeL(EF) pp f+g fp Im(f) = Vect(f(v1),..., f(vn)).
fHg:um— flu)+gw) et Af:u— Af(u) Par conséquent,
Muni de ces opérations, L(FE, F) est un K-espace vectoriel, de vecteur nul . .
Papplication nulle 0z (. p. f est surjective <= (f(v1),..., f(vn)) est génératrice de F.
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II Isomorphismes

Définition 9

On appelle isomorphisme une application linéaire et bijective de E dans F'.
Lorsque F = F, les isomorphismes sont appelés automorphismes de E.

L’ensemble des automorphismes de E est appelé groupe linéaire de E, et noté

GL(E).

Ezemples : S’il existe un isomorphisme de F dans F, on dit que F et F sont
isomorphes, et on note E ~ F, qu’on peut alors identifier :

o K"~ M, 1(K) ~ My, (K).
¢: K o K, [X]
(ag, - an) = Y garX”.
Propriété 10 (Isomorphisme et image d’une base)
Pour f € L(E,F) et (ey,...,e,) une base de F, on a

e K"t ~ K, [X], avec I'isomorphisme

f est bijective <= (f(el), cee f(en)) est une base de F.

Exemple filé : montrer que (finterpot (1), finterpot(X), finterpol(Xz)) est une base de
R3 et en déduire que finterpor €st un isomorphisme.
Application : déterminer fi;:;erpol(l,0,0), f;lierpol(o, 1,0) et fi;%ewol

En déduire pour tout (x,y,2) € R? la forme de f;jemol(
de degré < 2 qui vaut z en —1, y en O et z en 1.

(0,0,1).
x,y, z), 'unique polynome

Propriété 11
Si f est un isomorphisme de E dans F, alors f~! est un isomorphisme de F
dans F.

IIT Endomorphismes remarquables

ITII.1 Homothéties et rotations
%inition 12

Soit A € K. L’application hy : { li : fu est un endomorphisme de F,
appelé homothétie de rapport .

Propriété 13

Avec les notations ci-dessus : hy € GL(E) < X # 0, et dans ce cas h;\l = hy/x.

Définition 14

R?2 — R2
(z,y) — (rcosh —ysinh, zsinbd + ycosbh)
est un endomorphisme de R?, appelé rotation de rapport 6.

Soit 6 € R. L’application 7y : {

Propriété 15

Avec les notations ci-dessus : V0 € R, rg € GL(R?), avec r, ' = r_g.

I11.2 Projecteurs et symétries

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E. Pour u dans
F, il existe une unique décomposition : u = ur + ug, avec up € F et ug € G
appelés composantes de u selon F et G.

Définition 16

Le projecteur sur F parallélement a G et la symétrie par rapport a F parallé-
lement a G sont définies par

EFE — FE

. E —- FE
PRI/IG w Up

et SF//G:{ U = Ur —uqg.

EX0 2 : faire un dessin, et vérifier que

pr//c + Py r =1dE, Spjc=—Sqyr et pria= % (Idg + sp//c) -
Epriété 17
e L’application pr/,q est linéaire et a pour image F' et pour noyau G.

e L’application sp/,¢ est un automorphisme de E, d'inverse sp;,q-

e De plus, G = Ker(pg//p —Idg) = Ker(sp) /¢ +1dg) = Im(sp/ g — Idg).

Remarque : Si fi € L(F,E) et fo € L(G,FE), il existe une unique application
linéaire f € L(E) coincidant avec f; sur I et f, sur G. Ainsi, pp//q est le seul
endomorphisme de E coincidant avec Idg sur F et avec 'application nulle sur G,
et sp//q le seul endomorphisme de E coincidant avec Idg sur F' et —Idg sur G.

Propriété 18

e Une application p € L(E) est un projecteur si et seulement si pop = p.

e Une application s € L(FE) est une symétrie si et seulement si sos = Idg.
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