CHAPITRE 26 : ESPACES EUCLIDIENS

I Espaces euclidiens, espaces préhilbertiens
I.1 Deéfinitions.

Soit E' un R-espace vectoriel.
Définition 1
On dit que (-, -) est un produit scalaire sur E si c’est une forme bilinéaire
symétrique définie positive, c’est-a-dire :
» forme : (-, -) est une application de E? dans R.
» bilinéaire : (-, -) est linéaire & gauche et a droite, autrement dit pour
tout (u*,v*) € E? fixé, u — (u,v*) et v — (u*,v) sont linéaires sur E.
> symétrique : pour tout (u,v) € E2, (u,v) = (v,u).
» définie positive : pour tout u € E, {u,u) > 0,
et ((u,u) =0=u=0g).
On dit alors que (E, (-, -)) est un espace préhilbertien. Si de plus E est
de dimension finie, on dit que (E, (-, -)) est un espace euclidien.

Notations : le produit scalaire est parfois noté (u,v) = u-v = (ulv) = (ulv)...
Vocabulaire : si (u,v) =0, on dit que u et v sont des vecteurs orthogonauz, et on
note cela v | v. Par bilinéarité, Oy L u pour tout u € E.

Définition 2

Si (-, -) est un produit scalaire, on appelle norme euclidienne associée a (-, -)

la fonction N : { E = Ry

. On note souvent N = || - ||.
U — (u, u)

Exo 1 :si z et y sont des vecteurs de méme norme, montrer que = +y L x — y.

I.2 Exemples de produits scalaires

» sur R? : soient X = <x1> et Y = (y1>
T2 Y2

¢ le produit scalaire canonique est (X,Y) = x125 + y1y2, de norme eucli-
dienne associée || X|| = /2% + 23,

o un autre produit scalaire : (X,Y) = 3x122 + y1y2, de norme euclidienne
associée || X|| = /322 + 232,

¢ un autre produit scalaire : (X,Y) = 2x120 — 21y2 — Xa2y1 + 2y1y2, de
norme euclidienne associée || X|| = /227 — 2x129 + 223

gl Y1
» sur R" :si X = etY = , on définit le produit scalaire canonique
Tn Yn
n Y1
(X,Y):inyi:(xl :cn) =Xy,
i=1
Yn

de norme euclidienne associée || X| =

» sur £ = C°([0,1],R) :

o si (f,g) € E?, on définit le produit scalaire usuel {f, g) = fol fg, de norme

euclidienne associée || f| = \/ﬁ :

o si ¢ :[0,1] — RY est continue, on peut définir sur F le produit scalaire

(f.9),= fol fge, de norme euclidienne associée ||f|, = \/fol 2.

» sur R[X], on peut considérer des produits scalaires provenant de la structure
algébrique ou des espaces de fonctions :

o s (P,Q) € RIX], (PQ) = fol P()Q(t)dt définit un produit scalaire de

norme euclidienne associée ||P|| = fol P(t)2dt.

o si P=> aprX¥et Q=Y b, X" sont des polynémes, (P, Q) = ZZ;)% aby
(somme finie) définit un produit scalaire sur R[X], de norme euclidienne

associée || P|| =

EXO 2 : montrer que P = 1 et Q = % — X sont orthogonaux pour le premier
produit scalaire, mais pas pour le second.
ALa notion d’orthogonalité dépend du choix de produit scalaire.

» sur R, [X] :si (ao, ..
le produit scalaire (P, Q) =

1P = /2 k=0 Plax)?.

Ex0 3 : e Montrer que (P,Q) = P(0)Q(0) + fol P'(t)Q’(t)dt deéfinit un produit
scalaire sur R[X] et donner la norme euclidienne associée.

e Vérifier que la covariance définit un produit scalaire sur ’espace vectoriel des
variables aléatoires & valeurs réelles définies sur un méme univers fini.

., ay) sont des réels distincts deux a deux, on peut définir
v—o Plaxr)Q(ay), de norme euclidienne associée
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CHAPITRE 26 : ESPACES EUCLIDIENS

I.3 Propriétés et inégalités essentielles
Dans toute la suite, on se place dans un espace préhilbertien (E, (-, -)).

/\le produit scalaire n’est pas linéaire : si (u,v) € E?, A € R, (Au, M) = A2 (u, ).
Propriété 3 (Identité remarquable)

Pour tout (u,v) € E2, |Ju+v||? = ||ul|® + ||v]|* + 2 (u,v).

Conséquences : ® si u L v, alors ||u+ v|> = ||ul|? + ||v]|* (Pythagore!)
e La norme euclidienne définit entiérement le produit scalaire :

1
(w,v) = 5 (lu+ol” = flull* = fo]?) .

Théoréme 4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Pour tout (u,v) € E?,

[{w, 0] < Jlull - [lv]l;

avec égalité si et seulement si u et v sont colinéaires.

n n
EX0 4 : montrer que si z1,...,%, sont dans R*, in % > n?
i=1 =1 ""
Propriété 5 (de la norme)
Une norme euclidienne vérifie les propriétés suivantes :
» positivité : pour tout u € E, ||u|| > 0,
> séparation : pour tout u € E, |lu]| =0 <= u = 0g,
» absolue homogénéité : pour tout u € E, A € R, ||Aull = |A|||v],
» inégalité triangulaire : pour tout (u,v) € E2, ||u+v| < |lul + ||v],
avec égalité si et seulement si u et v sont colinéaires de méme sens.

Remarque : on appelle norme toute fonction de E dans R qui vérifie ces axiomes.
Certaines ne sont pas euclidiennes : par exemple sur R?, ||(2, )]s = max(|z], |y|)
ou [|(z,y)ll1 = [=] + [yl-

Boule et sphere unite
pour la norme|| - [1;

Boule et sphere unité Boule et sphere unité
pour la normel| - [l

II Orthogonalité

II.1 Familles orthogonales, familles orthonormées

Définition 6

On dit qu’une famille (vq,...,
tout ¢ # j, v; L v;.

Si de plus ||v;|| = 1 pour tout ¢ € [1,n], on dit que la famille est orthonormée.

vn,) de vecteurs de F est orthogonale si pour

Remarques : o si (v1,...,v,) est une famille orthonormée, pour tout (i,5) € [1,n]?,

- [ 1sii=y
{vi, vj) = 0,5 = 0 sinon.
) est une famille orthogonale, le théoréme de Pythagore se généralise :

lor + - onll® = flo | + - + oa ]l

e Les bases canoniques de R" et de R,,[X] sont orthonormées, respectivement pour
le produit scalaire canonique et pour le produit scalaire usuel (P, Q) = ZZ:O axby.

(symbole de Kronecker).

esi(v1,...,0,

Propriété 7

Toute famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul est libre.

I1.2 Calculs dans une base orthonormée

Soit E un espace euclidien, muni d’une base orthonormée B = (e, - - e,).

Propriété 8 (Coordonnées dans une base orthonormée)

n

Soit z € E. Alors z = Z (z,e;) e;. Autrement dit Matp(z) =
i=1

((z, €i))iep,ng:

Propriété 9 (Produit scalaire et norme dans une base orthonormée)

n
Soit (z,y) € E2. Alors (z,y) Z (z,e;) (y,e;) et ||z|]| =
i=1

,Yn) sont les coordonnées de x et y dans la

Moralité : si (x1, - ,x,) et (y1,---
n
E x2. Avec les coordonnées dans une base

szyz et ||$H
i=1

orthonormée, le prodult scalaire et la norme s’écrivent comme le produit scalaire
canonique et sa norme euclidienne.

base B,
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CHAPITRE 26 : ESPACES EUCLIDIENS

II.3 Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt,
existence de bases orthonormées

On suppose a nouveau (E, (-, -)) préhilbertien.
Théoréme 10 (Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)

Soit (uq,...,u,) une famille libre de E. Alors il existe une unique famille
orthonormée (#y,...4,) vérifiant pour tout k € [1,n] :

> <Uk,7ftk> > 0,
» Vect(uq, ..

S ug) = Vect(ly, . .., Uk).

On construit cette famille par I'algorithme d’orthogonalisation récursif

suivant, donnant une famille orthogonale (i1, ..., uy,) :
» on pose U = Ui,
_ Uiy Ugt1) -
» pour tout k € [1,n — 1], Ggy1 = ugt1 — Z WW,
i=1 g
puis pour tout k € [1,n], on définit @ = HELkH (normalisation).
g,

Alternative : on peut normaliser au fur et & mesure, pour le méme résultat final.
Propriété 11 (Existence de bases orthonormées)

Tout espace euclidien admet des bases orthonormeées.
De plus, la matrice de passage d’une base & la base obtenue en I’orthonormali-
sant avec le procédé de Gram-Schmidt est une matrice triangulaire supérieure.

EXo 5 : déterminer une base orthonormée de Ry[X] pour le produit scalaire
(P,Q) = P(=1)Q(=1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1).

II.4 Orthogonalité et linéarité

Définition 12 (Orthogonalité)

Soient (x,y) € E?, A,B C E.

» on dit que z et y sont orthogonaux si {(z,y) = 0. On note cela = L y.

» on dit que z est orthogonal & A si Va € A, (x,a) = 0. On note cela z L A.

» on dit que A et B sont orthogonales si Va € A,V¥b € B, (a,b) = 0.
On note cela A | B.

Propriété 13 (Somme directe orthogonale)

Si des sous-espaces vectoriels F' et G de E sont orthogonaux, alors ils sont en

1
somme directe : ' L G = F & G. On peut noter cela F' & G.

Définition 14

» si € E, on appelle orthogonal de = et on note {z}* I’ensemble des
vecteurs orthogonaux a z : {z}+ = {y € E| (z,y) = 0}.

» si A € E, on appelle orthogonal de A et on note A+ l’ensemble des
vecteurs orthogonaux & A : A+ = {y € E|Va € A, (a,y) = 0}.

Propriété 15

» Soient A et B des parties de E. Alors A Ll B<= B C At < A c B*.
» Si AC B, alors B+ c AL,

» Si AC E, At est un sev de F orthogonal & A, donc A C (A*)*.

>

>

1
Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F @ F'*.

Si F = Vect(ey,...,ep), FX ={e1,...,ep} .

I1.5 Projection orthogonale sur un sev de dimension finie

Dans un espace préhilbertien (E, (-, -)), soit F' un sev muni d’une bon (eq, ..., ep).

Définition 16 (Projection orthogonale sur un sev de dim finie)

Si v € E, on appelle projeté orthogonal de v sur F le vecteur
P

pr(v) = Z (v, €;) e;.

i=1
C’est 1'unique vecteur de F tel que v — pp(v) € F*.
Propriété 17

L’endomorphisme pr : E — E est un projecteur d’image F et de noyau F'*.

1L
Conséquences : ® On appelle F- le supplémentaire orthogonal de F : FG F+ = E.
e Si E est de dimension finie, dim F+ = dim E — dim F et (F1)t = F.
e Théoréme de la base orthonormée incompléte.
Définition 18 (Distance d’un point G une partie)

Sive Eet ACE, d(v,A) =inf{||v—al|,a € A} est la distance de x a A.

Théoréme 19 (Projeté = unique minimiseur de la distance a F)

dv,F) = |lv—pl < p=prv).

Si (v,p) € E?, alors :

EXO 6 : déterminer inf
(a,b)eR?

1
/ (#* — at —b)° dt.
0
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