CHAPITRE 2 :

SOMMES, PRODUITS, COEFFICIENTS BINOMIAUX

I Définitions et manipulations de sommes

On note (ay)ken et (bg)ren des suites de nombres réels ou complexes.

Définition 1 (Notation des sommes et produits)

Pour tout m et n des entiers naturels tels que m < n, on note

n n
g A = Qm + A1+ -+t ap et Hak:amx-nxan.

k=m k=m

Les nombres a,y,, ..., a, sont les termes de la somme, k I'indice de sommation,
et m et n les bornes de la somme. Par convention, si n < m,

iakzo et ﬁ ap =1.
k=m k=m

Plus généralement, si (a;);cr est indexée par un ensemble fini I, on note la somme
de ces éléments E a;, avec la convention E a; = 0.
el i€l

Propriété 2 (Linéarité de la somme)

Pour tout réel ou complexe A et pour tout m et n entiers naturels,

i)\ak:)\iak et iakerk ZakJerk
k=m k=m k=m

De plus, pour tout entier p tel que m < p < n, on a la relation de Chasles :

n P n
Zak:Zak+ Z ag -

k=m k=m k=p+1

Propriété 3 (Somme et inégalités)

Dans le cas de sommes & coefficients réels, on a :

< b, alors Z ar <
n n
Z ag < Z \ak|.
k=m

k=m

3

» si pour tout k € [m,n], a

» inégalité triangulaire :

Propriété 4 (Changement d’indice de type glissement / retournement)

Pour tout m, n et p entiers naturels on a

n n+p n p—m
E E Ai—p et E ap = E Ap—j -
k=m i=m-+p k=m i=p—n

Changement d’indice : ¢ =k +p Changement d’indice : i =p — k
(i est le nouvel indice, k l’ancien indice, et p un nombre entier
ne dépendant pas des indices de sommation)

10
1
”(”TH. En deduire (2K + 3).
k=3

Ex0 1 : montrer que si n € N,

k=1

Propriété 5 (Somme télescopique)

n

Pour tout m < n entiers naturels, on a E (Ag+1 — Qk) = Apt1 — Q.

k=m

Exo 2 : pour n € N*, calculer Z m

n n
k2% et en déduire Z k2. De méme avec Z k3.
k=1 k=1

Ex0 3 : développer (k+1)3 —

Propriété 6 (Somme géométrique)

n 1— n+1
PourtoutnENethC\{l}onank:L

k=0 1—q

Ex0 4 : calculer

0 3k 42

Z 2k—-1 -~

k=2

Exo0 5 : Soit n € N et ¢t € R. Calculer Zcos(kt) et Zsin(kt).

k=0 k=0
Propriété 7 (Séparation des termes de rangs pairs et tmpairs)

Pour tout n € N, on a

2n n n—1 2n+1 n n
E ar = E az; + E (2541 et E ar = E az; + E a25+1-
k=0 i=0 §=0 k=0 i=0 §=0

Cette technique se généralise si on dispose d’une partition de ’ensemble des indices.
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CHAPITRE 2 : SOMMES, PRODUITS, COEFFICIENTS BINOMIAUX

II Binétme de Newton

Définition 8 ( Coefficient binomial)

n

Pour tout k et n entiers, on définit i

(1) = o

Pour £ et n € N, le coefficient binomial

), qui se lit « k parmi n », par

si0<k<n et <Z>zOsin0n.

n
3 est le nombre de
w " combinaisons (ou parties) & k éléments d’un ensemble & n éléments,

‘51 » tirages possibles lors d’un tirage simultané de k éléments parmi n.

» chemins & k « succés » dans un arbre binaire de longueur n.

-1
ExX0 6 : Montrer que pour tout k et n € N, k‘(Z) = n<Z 1>.

Propriété 9 (Formule de Pascal)

Théoréme 10 (Formule du bindme de Newton)

Pour a,b des réels et n € Non a (a+b)" = Z (Z) akpnk,

EX0 7 : montrer que pour n € N*, Z (Z) = 92" et Z (Z) — Z (Z)

k=0

EX0 8 : pour z € R, linéariser sin®(z) a I’aide du binome de Newton.

IIT Compléments sur les produits

Propriété 11 (In et exp avec des sommes)

ﬁ exp(ag) = exp(i ak.> et i In(bg) = ln< ﬁ bk> .
k=m k=m k=m k=m

Propriété 12 (Opérations élémentaires, Chasles)

Pour A\e Ret m,n € Navec m <n,ona

n n
[T vox =3 L s
k=m k=m

n n n

H(akxbk):Hakx ku.

k=m k=m k=m

n P n
Deplus,pourpENtelquemgpgn,onaHak:Hakx Hak.
k=m k=m

k=p+1
2n 2n
IIx e [ *
k=0 k=0

k pair k impair

n
Ex0 9 : pour n € N*| calculer H ok
k=0

Propriété 13 (Produit télescopique)

n n
Pour tout k et n € N, les coefficients binomiaux vérifient < ) = ( k) et :
n—

Si pour tout k& € N, aj est non nul, alors pour tout entiers m < n :

n
H Ak+1 _ On41
ak am

k=m

IV  Sommes doubles

Propriété 14 (Sommes rectangulaires)

Soit p < g et r < s des entiers, et (a; ;)i j)ep,q] x[rs] des nombres complexes.

Alors q s s q
Z Z“m‘ = Z @ij = Z Zam‘-

i=p j=r (i,9)€lp,al x[r,s] Jj=ri=p

Ezemple. Produit de deux sommes : soit p < ¢ et 7 < s des entiers, (a;)ie[p,q] €t
(bj)jefr,s) deux familles de nombres complexes. On a alors

q
Z a; Z bj = Z a; bj .
i=p

j=r (t.5)€lp.ql x[r,s]

Propriété 15 (Sommes « triangulaires »)

Si pour tout k € N, by, est strictement positif, alors pour tout entiers m et n :

Soit (@i j)1<i<j<n une famille de nombres complexes indexée par I’ensemble
fini {(i,5) € [1,n]?|i < j}. On a alors

n n n J
E : E :ai,j = § : Aij = E : § :aiJ'
(i,j)€[1,n]? J=1i=1

i=1 j=i
1<j
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