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NOMBRES REELS :
OPERATIONS, ORDRE ET VALEUR ABSOLUE.
RESOLUTION D’ (IN)EQUATIONS DANS R

» Ensembles de nombres : N, Z, Q, R.
» Opérations: somme, produit, opposé, inverse, quotient, puissances, racine carrée.
» Ordre dans R : inégalité stricte et large, signe, encadrement, intervalles.

Ex 1 (Vrai ou faux : quantificateurs et connecteurs). Déterminer si chacune des assertions suivantes est vraie
ou fausse (en le démontrant). On énoncera la négation des assertions fausses.

) VeeRVyeRz+y>0; (V) VxE]R,(VyER,xy:O) — r=0;
) VeeR,dJyeR : 2 +y >0; (vi) Ve R Vye R axy=0 = x=0;
(i) IreR : Vye R,z +y >0; (vii) Yn € Z,(n > 0oun <0);

(iv) zreR:JyeR:z24+y>0; (viii) (Vn € Z,n >0) ou (Vn € Z,n <0).

Ex 2. Montrer que le produit de deux entiers impairs est toujours impair.
Ex 3. Soient a et b des réels. Montrer que (Vn € N, a3" + b(—1)" =0) <= a=0etb=0.

1 Regles de calcul

Ex 4. Simplifier, sous forme de fraction irréductible, les expressions suivantes :

2 0.9 13+7 3 135 28+62 ><35' 5 % 3% 5 X T x 1+1+1+1
3 T 21 15 35’ 15 5 10 48° 2 3 5 7))
Ex 5. Pour a et b deux nombres réels non nuls tels que a + b # 0 et a — b # 0, simplifier :
1 ati ath a+b. - o — 0 (a+0)
ab -1 a—>b b b 4+1 (a—b)? a-—b

1 1 1 1
Ex 6. Soient a et b deux réels non nuls. Résoudre sur R I’équationenz : — + — + - = ———.
r a b xz+a+b

Propriété 1 (Puissances, racine carrée)

Pour x ety des réels et n et m des entiers :

" = g™t (xm)n =2™, o'y =(xy)" et — = (—> =x "siz#0.

Pour z et y positifs :

WP VA= VEVE [T YEsiy A0 (Ve DVE- V) o=y

Ex 7. Simplifier les expressions suivantes, ou k£ désigne un entier, sous la forme o x Bk.

3k« 92k+1 ‘ 3k 4 gk+l ' ((_1)k _ (_1>k+1)2
5k—1 ) ka _ 2k—1 ) (_2)2k+1

1 1 ? 1 3
Ex 8. Simplifier : —— 7—2v6+ 7+2\/6> : —+\/:
b 2—-vV2 V2 <\/ \/ 1+v2+v3 V8




2 Inégalités

Propriété 2 (Inégalités et opérations)

Pour a, b, c,d et \ des réels, on a

» sia<betc<d,alorsa+c<b+d. » sia < bet)>0,alors A\a < \b,

» a < bsietseulement si —b < —a, > si0<a<b, alors0 < 1 < 1
a

» si f est une fonction croissante et a < b, alors f(a) < f(b).

Ex9. (a) Soient a et b dans R. Montrer que (a + b)* > 4ab.
(b) En déduire que : V(a,b,c) € (R;)*, (a+b)(b+ c)(c+ a) > Sabe.

) 1 1 1
(¢) En déduire que : V(a,b,c) € (R%)?, (a+b+c) (5 + 5 -+ E) >0,

Ex 10 (Disjonction). Soit z € R tel que z° > 2. Montrer que z < O ou z > 1.
Ex 11 (Contraposée). Montrer I’assertion Vo, y e R,z +y >2 =— x> 1ouy > 1.

Ex 12. Résoudre les inéquations suivantes sur R. Donner chaque ensemble de solutions a 1’aide d’intervalles.

(@) 2* <4, b o<t S o~ L o,
<3 © 13 s? @ T
3 Valeur absolue
Définition 3 (Valeur absolue)
Pour x un réel, on définit |z| =z siz > 0, et |[x| = —x sixz < 0.
Remarques. Vx € R, |z| >0, Va? =z, —|z| <z < z| et |2F =2 = |z]A
Propriété 4 (Valeur absolue, opération et inéquations)
Pour z, a et d des réels, on a
> |zy| = |z||yl, » | —a| <dsietseulementsix € [a —d,a+ d|.
> [z +y| <|z|+ |y (Inégalité triangulaire). » 2°<ad? = |z|<a| &= —|a| <z <|al.

Ex 13. Résoudre les équations et inéquations suivantes d’inconnue z € R :
(@ |zt +5| =2 -2, (b) |22 — 1| = |z + 4], © |z —1] <|z+3|, @) |3z] < |2z + 3|.
Ex 14. Résoudre les équations et inéquations suivantes d’inconnue z € R :

(@) v — 3z —10=0, d) \/x—4yx +4> 3,

() Vo —2+Va+3 =2z, 2?97+ 6

(c) Vi —1<+2x -5, (e)m<2.
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