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Devoir maison 2 - Corrigé

Exercice 1

On considere la fonction f : z +— Vo — 14 /|2 — 2|.

1. Soit x € R. f(z) est défini lorsque = — 1 > 0, donc I’ensemble de définition de f est [1, 400

2. Soitx € R. f est dérivable en x lorsque z — 1 > O et |x — 2| > 0, donc sur |1,2[ U |2, 4+00].

3. Soitz €]1,2[. Ona: f(r) = vVa — 1+ v/2 — x, donc, d’apres la formule de dérivation d’une composée :
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4. D’apres le calcul précédent :
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Par conséquent, comme z — 1 > 0et2 —z > 0:

fl(x)>0& SVr—1<vV2—-z.

3
f’($)>0(:):£—1<2—$(:>2x<3(:>x<5.
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Donc f' est strictement positive sur 1,5 et négative sur 5,2 .

5. Pour tout x dans [2, +oof, f(z) = vV —1++vx — 2, donc f est la somme de deux fonctions croissante,
donc est croissante sur [2, +00].
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Exercice 2 : Minoration d’Oresme

3

1
Pour tout n € N*, on note H,, := T
k=1
1. Soit n € N*,
2n 1 n 1 2n 1
Ona H,, — H,, = Z T Z z = Z z par la relation de Chasles.
Par minoration brutale, on a donc . )
Hs, — H,>nx —=—.
2 AT

2. On peut faire une preuve par récurrence. On va utiliser le télescopage, ce qui revient au méme.
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Ainsi, Hyr > H, +g: 1+%.

3. La suite (H,),en+ est clairement croissante. La question précédente entraine qu’elle est non majorée. On

en déduit H, — +oo.
n—4o0o

Exercice 3 : Inversion de Mobius-Pascal

1. La formule.

(a) Pourtoutg € [0,n — k] ona

(Z) (n ; q) T g (nm— q)! k! ('fln—_qqi! KK (nn!— k)! q! (Eln—_qkz!k)! B <Z> (n ; k)

Ainsi :

u(k,n) = M<—1)q (Z) (" . q) - (Z) H(—nq (” ; k) (bindme de Newton)




(b) Soitn € N. Ona
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Or, pour tous 0 < k < n,ona

e b
= p(k,n)

On peut reprendre le calcul :

n

> ("), - §u<k, n)a

p=0
= p(n,n)a, (car pu(k,n) = 0des que k < n)

= ap,.
2. (a) On trouve facilement les premieres valeurs de la suite e :
60:1, 6120, 62:1, 63:2, 64:97 65:44...
et on en déduit

fo=1x1 —
fi=1x14+1x0 =1
fo=1x142x0+1x1 =
f3=1x14+3x0+3x1+1x2 =
fi=1x144x04+6x1+4x24+1x9 =24
f5=1x14+5x0+10x14+10x2+5x9+1x44 = 120.

A partir de 13, la conjecture est raisonnable.



Soitn € N. On a

n+1
n—+1
fn—l-l:Z( L )ek

k=0
n+1 L+l
= ( 0 )60 + ; < ! >€k (Chasles)
n+1
n+1
=1 kepq + (—1)* $finiti
+ ; < ) ) (ker—1 + (—1)%) (définition de e)
n+1 n+1
n+1/ n pfn+1 C , .
=1+ ; 7 (k: _ 1) keg_1 + ;(—1) < i ) (linéarité et formule d’absorption)
n+1 n n+1 n + 1
— k
=(n+1) Z (k B 1) ex—1 + Z(—l) ( f > (Chasles)
k=1 k=0
o - n . n+1 E = k - 1
—(n+1);;(£>ef+(1 1) [k::£+1]
= (n+1)fn. (carn+1 > 0)

Une récurrence immédiate montre alors Vn € N, f,, = nl.

(b) Soit n € N. En appliquant la formule d’absorption.
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