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Devoir maison n+10 - Correction

Exercice 1 (Isomorphisme de Riesz et produit vectoriel).
Soit (E, (-, -)) un espace euclidien.

1. L application ¢ est bien définie : comme (-, -) est bilinéaire, quel que soit a € F, (a, -) est linéaire.
Montrons que ¢ est linéaire : si (a,a) € E* et A € R, (a + Ad,-) = (a,-) + X (@, -) par bilinéarité de (-, -),
donc ¢ est bien linéaire.

Montrons que ¢ est injective : si a € E est tel que (a,-) = Og(g), alors pour tout w € E, (a,w) = 0,
autrement dit a est orthogonal a tout vecteur de F, autrement dit a € E* = {0g}, donc a = Op.
Alternative : comme pour tout w € F, (a,w) = 0, en particulier (a,a) = 0 donc a est nul puisque (-, -) est
défini positif.

Comme E est un espace euclidien, £ est de dimension finie et donc dim £ = dim £(E,R) ; comme ¢
injective, ¢’est donc un isomorphisme par égalité des dimensions.

2. Soit (u,v) € E*.

(a) L’application w — detg(u,v,w) est linéaire puisque le déterminant est linéaire par rapport a chaque
colonne, et a valeurs réelles. C’est donc une forme linéaire sur £, qu’on note /.

(b) Pour exploiter I’isomorphisme de Riesz, on remarque que "pour tout w € F, detg(u,v,w) = {(a,w)"
est équivalent a ¢(a) = ¢. Comme ¢ est un isomorphisme et ¢/ € L(E,R) d’apres la question précé-
dente, il existe un unique vecteur a € £ qui vérifie ces assertions.

On note donc u A v le seul vecteur de ' qui vérifie | detg(u, v, w) = (u A v, w) | pour tout w € E.

3. Soit (u,v) € E°.
Pour tout w € E, (v A u,w) = detg(v,u,w) = —detg(u,v,w) = — (u A v, w) par antisymétrie de detg.
Donc pour tout w € E, (v Au+uAv,w) = 0, autrement dit v A u +u Av € E+ = {0z}, ce qui prouve
le résultat.
Alternative : Donc ¢(v A u) = —¢(u A v), et on conclut par linéarité et injectivité de ¢.

4. Soit (u,v) € B>
Si (u,v) est liée, alors detg(u, v, w) = 0 = (0, w) pour tout w € F, donc par unicité u A v = 0.
Si (u,v) est libre, on peut compléter la famille (u,v) en une base (u,v,w) de E, dont le déterminant ne
s’annule pas. Par conséquent, u A v ne peut pas &tre nul puisque dets(u, v, w) = (u A v,w) # 0.

5. Montrons que pour tout u € F, v +— u A v est linéaire : si (u, @) € E? et A € R, pour tout w € F,

((u+ Aa) Av,w) = detp(u + A, v, w) par définition de A
= detg(u, v, w) + Adetp(a, v, w) par linéarité par rapport a u de detp
= (uAv,w) + AT Av,w) par définition de A
= (uAvV+ AU Av,w) par linéarité a gauche de (-, -)

Ceci prouve que ¢(u + A\i) = ¢(u A v + Au A v), donc par injectivité de I’isomorphisme de Riesz, on a
(u+ i) Av=uAv+ AaAv.

On a montré la linéarité de I’application considérée, qui va bien de £ dans E : c’est un endomorphisme.
Siu = 0, c’est I’endomorphisme nul d’apres la question précédente.

Sinon, u est dans le noyau de cet endomorphisme, qui n’est donc pas injectif.



6. Soit w € E. On décompose w dans la base orthonormée B = (e, €3, €3) : w = wye; + waey + wses.
Alors par linéarité pr rapport a la troisieme variable,

detg(er, €2, w) = wy detg(ey, ez, 1) +wy detp(eq, ea, €2) +ws detg(eq, €2, €3) = ws = (€3, w)
=0 =0 =1
puisque (e, ez, e3) est une base orthonormée.
Comme cela est vérifié pour tout w, on a donc démontré que es = e; A es.
On proceéde de méme pour vérifier que e; = es A e3 et e = ez A e, en utilisant que detg(es, e3,€1) =
detp(es, e1,e5) = detp(er, ea, e3) = 1 (on échange a chaque étape 2 fois 2 colonnes).

7. Soit w € Vect(u,v)). Alors (u, v, w) est une famille liée donc (u A v, w) = detp(u, v, w) = 0.
On en conclut que u A v € (Vect(u,v))*.
Si (u,v) est libre, Vect(u, v) est de dimension 2 donc (Vect(u,v))" est de dimension 1 puisque 1’espace
ambiant £ est de dimension 3. Comme (Vect(u,v))" est stable par combinaison linéaire, et u A v €
(Vect(u,v))*, on a I'inclusion Vect(u A v) C (Vect(u,v))*. Comme (u, v) est libre, d’aprés la question 4,
u A v est non nul donc ces deux sev ont méme dimension : ils sont alors nécessairement égaux.

8. On suppose que £/ = R? est muni de la base canonique et du produit scalaire canonique. Pour (u, v, w) € E

Uy (%% Wy
etonnoteu = | Uy |, v=|vy, | €tw = | wy
Uz (% Wy
Alors
Uy Vp W
voTe e Uy Uy Uy Vg Uy Uy
detp,, (u,v,w) = |u, v, wy| = w, — w, + w,
Uy, U, Uy, U, Uy Uy

U, UV, W,
en développant par rapport a la troisieme colonne. On identifie alors u A v comme le vecteur qui a pour
coordonnées (uy v, — U Vy, UV — UgVs, UyVy — UyVy), €€ qui correspond a I’expression connue du produit
vectoriel de deux vecteurs en fonction de leurs coordonnées.

Exercice 2 (Déterminants circulants).
1. Un cas particulier. Soitn € Net J € M,(R) la matrice dont tous les coefficients valent 1.

I
(a) Soit X = | : | € R". Alors X € ker J si et seulement si la somme des coefficients de X vaut zéro.
x?’l,
Comme ¢ : X — x; + - - -+ x,, est une forme linéaire non nulle, ker J = ker ¢ est de dimension n — 1
d’apres le théoreme du rang.

1

Pour V = | : |, JV = nV, donc V n’est pas dans ker .J, et donc ker .J et Vect V' sont supplémentaires
1

dans F.

Soit (vg, ..., v,) une base de ker J. La famille (V, vy, - ,v,) est alors une base de R", et la matrice

de I’application canonique associée a J dans cette base est égale a nkJ; ;.
Ceci prouve que J est semblable a nF ;, puisque ces deux matrices représentent le méme endomor-
phisme dans deux bases différentes.

a b - b
b oa ---
(b) On considere la matrice A = | . _ | =bJ+ (a—0b)L,.



(©)

Dans la question précédente on a montré qu’il existe P € G L, (R) telle que PJP~' = nk ;.
Remarque : P est la matrice de passage de la base canonlque dans la base adaptée (V, vy, ..., v,).
Alors PAP™! = P(bJ + (a — b)I,)P™" = bPJP' + (a — b)PP™! = bnE;; + (a — b)I,. Cette
derniere matrice est diagonale, donc son déterminant est donné par le produit de ses termes diagonaux.
Comme A est semblable a cette derniere matrice, elle a le méme déterminant, donc on conclut :

a b - b

b a --- ,

=(a—b+bn)(a—b)""

b b - a
Ce déterminant est nul si et seulement si a = bou a = b(1 —n). Si a = b, il est clair que la matrice A
est non inversible (elle est de rang 1). Si a = b(1 — n), alors la somme des coefficients de chaque ligne

(ou colonne) s’annule, ce qui donne également une relation de liaison sur les colonnes (ou les lignes) :
Ci+ -+ C), =0, donc la matrice n’est pas inversible.

2T
2. Généralisation. Dans toute la suite, on fixe n > 2 et ( = exp ( )
n

(a)

(b)

(©)

0 0 0 1
- 1 0 0
On commence par visualiser C' = E ,, + Z Ein.,=10 1 . Ainsi, si f désigne
Jj=1 : . . . :
O -~ 0 1 0
I’endomorphisme canoniquement associé a C' et (eq, ..., e,) la base canonique, on a f(e;) = e;41 si

i € [1,n — 1] et f(e,) = e,. Par une récurrence rapide, on montre que si k € N, f*(e;) = €;4xmodn.
Pour k € [1,n], on en déduit que C*, qui est la matrice dans la base canonique de f*, est la matrice
Ok.n— I
par blocs : C* = ot | L :
Ik ‘ On—k k
En particulier, C" est égale a I,, (pour tout 7, on a f"(e;) = e;, donc f™ est I’endomorphisme identité).

T, = Wi
T
' ' T = Wi
Soitw € Uy,. Soit X = | : | € C". Alors CX = wX <=
x
" Tp—1 = WIy
Les (n — 1) dernieres lignes sont équivalentes, en cascade, & (71,...,7, 1) = (W" 'y, ...,wT,).

La premiere égalité donne alors une condition de compatibilité : =, = wxr; = w"x,, qui est toujours
vérifiée puisque w est une racine n-ieme de I’unité.

Onadonc CX = wX <= X € Vect((w"',...,w, 1)) qui est une droite vectorielle.
On vanoter X, = (w"!,... ,w,1) et D,, = X,, dans ce qui suit. On a alors AX,, = wX
Pour montrer que deux droites sont en somme directe, il suffit de montrer qu’elles ne sont pas confon-
dues.

Si w; # ws sont deux racines distinctes de U,,, et si X € C" non nul vérifie CX = w; X, alors
CX # wy X donc X estdans D,, et pas dans D,,, ; ces droites sont donc en somme directe.

Soit ¢ = exp*™/™, de sorte que U,, = {¢';i € [0,n — 1]}, avec les ¢’ distincts deux a deux lorsque i
parcourt [0,n — 1].

Montrons a présent par récurrence que (X, X¢, ..., X¢n-1) est une famille libre de C".

Initialisation : On a montré a la précédente question que (X7, X,) est une famille libre.



Hérédité : Supposons (X1, Xc,..., Xr-1) libre et prouvons que (X1, X¢,..., X)) liée. Comme

(X1, X¢, ..., Xer-1) estlibre, on peut donc écrire ¢* comme combinaison linéaire des (X1, X, . . ., Xer-1):

il existe fu1, . . ., py, des complexes tels que py X1 + -+ + pp Xev—1 = X

En appliquant A a cette égalité on obtient, puisque AX.: = ("X pour tout i € [0,n — 1],
X1+ paCXo + S X = CF X

En soustrayant a cette égalité ¢* fois la précédente, on obtient une relation de liaison entre les

(Xl, XC? ce ,XCk-—l) :

(1= CO)VX1 + (= G Xe+ -+ + (¢ = M) X =0

Comme pour tout i € [0,k — 1], ¢ # (', on obtient puisque la famille (X, X, ... , X¢r-1) est lide

(hypothese de récurrence) que ji; = --- = ju, = 0 ; autrement dit on a prouvé que (X, X¢, ..., X)
est libre.

Conclusion : Par récurrence, on en déduit que (X, X¢,..., X¢n-1) est une famille libre de C", de
cardinal n = dim C".

Dans cette base, la matrice de 1’endormorphisme canoniquement associé a C's’écrit Diag(1,¢, ..., (" 1).
Donc C' est semblable a cette matrice diagonale : il existe une matrice inversible P € GL,(R) telle
que

C = PDiag(1,¢,..., " )P

Par conséquent, pour tout & € N*, C* est semblable a la puissance k-ieme de cette matrice diagonale,

a savoir : .
k . n—1 -1 : k k(n—1 —1
C* = P (Diag(1,¢,...,¢" ™))" P~' = PDiag(1,¢", ..., ¢*D)p~1,
(d) Soient ag,ay,...,a,_1 € C. On commence par observer que
Qo ap Az -+ Ap—2 Qap—1
ap—1 Ao aAir -+ Ap-3 Qap-2
n—1
ap—2 GQp-1 Qo - Gp—4 0Ap-3 _ _
M= . A . | = et CtanoC? - a CM =Y a0,
: : : . : : o
a2 az Q4 - Qg ai
3] az az -+ Ap—1 Qo

On va montrer que M est semblable a une matrice diagonale pour en déduire son déterminant :

n—1 n—1
PMPT' =P (Z akC’”_k> P~ =Y "apCmtp!

k=0 k=0
n—1 n—1 n—1 n—1
= _axDiag(L,¢"*,... . ¢"P0) = Diag ( ak, Y™ Y %d""““"‘”) .
k=0 k=0 k=0 k=0
On en conclut donc que M a comme déterminant le produit de ces termes diagonaux, ce qui donne
n—1
det M = H (ap’™ + " Vay + -+ + (Fay_o + Fa,y)
§=0

On n’obtient pas exaaaactement le résultat demandé dans 1’énoncé, mais puisque det M7 = det M on
peut se convaincre de la réponse finale quand méme en échangeant (a1, ..., a, 1) et (a,_1,- -+ ,a1).



