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I.

Devoir de révisions n+2 - Correction

DERIVATION
Onag(a) = f(a) — p(a —b)(a — ¢), donc p = _ e} convient
g b O = G ) (a— o) '
De méme, ¢ = f(b) etr = L conviennent.

(b—a)(b—c) (¢ —a)(c—0b)

. Comme g est continue et dérivable sur [a, c] et que g(a) = g(b) = g(c) = 0, d’apres le théoreme de
0.

Rolle, il existe o € |a, b[ et 5 € |b, ¢[ tels que ¢' (o) = ¢'(B) =

A nouveau d’apres le théoreme de Rolle appliqué 2 ¢’ continue et dérivable sur [« 3], comme ¢’ () =
g (B) =0, il existe v € Ja, B[ tel que g"(v) = 0. Or :

Veel, ¢"(x) = f"(x) —2(p+q+7),

1
doncp+gq+r = 3 1"(7), c’est-a-dire la formule voulue. Cette formule étant symétrique en a, b, c,

elle est valable quel que soit I’ordre de a, b, c.

i. La fonction h est définie sur R*, et h(z) 3 1, donc h se prolonge sur R en :
r—r

wa{h@ si . #0

1 st z=0.

ii. Comme sin est deux fois dérivable sur R, d’apres la propriété démontrée en 1.3., pour tous
a < be R* il existe v € R tel que :
sina sin(b) 1

@—ba Goap_ 2°m0)

h(a) — h(b) 1

3 3 sin(7y), et donc :

c’est-a-dire :
1 . 1
ha) = h)] < Sl sin()lla —b] < Sfa—b]

~ 1
Cette inégalité reste valable pour a ou b = 0 par passage a la limite, donc h est §—lipschitzienne.

2. Soit j : ¥ — x> — sin(z). La fonction j est de classe C™ sur Reet: Vo € R, j'(z) = 2z — cos(z),

puis j”(z) = 2 + sin(z) > 0. La fonction j' est donc strictement croissante sur R, et 7/(0) = —1 < 0
et j'(1) = 2 — cos(1) > 0, donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe d € [0, 1] tel
que 7'(d) = 0.

La fonction j est donc strictement décroissante sur | — oo, d] et strictement croissante sur [d, +0o0|.
Comme j(0) = 0, on a j(d) < 0, donc, d’apres le théoreme de la bijection monotone, j s’annule
exactement une fois sur | — oo, d] (en 0) et une fois sur [d, +o00[ (en ). Comme j(1) = 1 —sin(1) > 0,
onad € [d,1].



II. 1. On raisonne par récurrence : up = 1 € ]0, 1]. Soit n € N, supposons que u,, € ]0,1]. Alors, comme
: Yz €10,1], 0 < sin(z) < z,ona0 < sin(u,) < uy,, donc u,1 € |0, 1]. Donc par récurrence :

Vn € N, u, €]0,1].

2. Par définition, J est un point fixe de la fonction h. D’apres I1.1.ii, on a donc :

1
Vn € N, |upi1 — 6] = |h(u,) — h(0)| < §]un -

. . ‘1 1 1
et donc, par récurrence immédiate, |u,, — J| < 2—n|u0 -] < o

1
3. Comme — — 0, par encadrement, u,, —> 9. De plus :
2N 400 n—+o0o

1
— <107 < —nln(2) < —3In(1 >
o = 07" < —nln(2) < -31In(10) & n > n(2)

Donc u,, est 10~*-proche de § a partir du rang N = F (log,(10)) + 1.

d],



