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Devoir maison n+3

Exercice 1. On sait que :
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Exercice 2. 1. (a) L’équation différentielle (£') est linéaire du premier ordre et non homogéne.
L’équation homogene associée a (E) est (1+?)y’ — xy = 0, ou de maniére équivalente (puisque pour

toutz € R, 1+22 #0),y — y = 0, que I'on note (H). Elle est de la forme ¢ + a(x)y = 0 avec

1+ 22
1
@iz =7 f 5- Une primitive de a sur R est la fonction A : x — —3 In(1 + 2%). Donc I’ensemble
T
des solutions de (H) sur R est
R - R avec AeR | [R — R avec A€R
T o Aez ) o~ AW +a?

On cherche une solution particuliere de (F) sous forme polynomiale de degré 1. Soit f : x — ax + b
avec a € R* et b € R. On a les équivalences suivantes :

festsolutionde (E)surR <  Vz e R, (1+2°)f'(z) —af(z)=1+=x
& VrzeR (1+2%a—w(az+b)=1+z
& VeeRa—br=1+z
& a=letb= -1

par identification des coefficients de deux fonctions polynomiales égales. La fonction fy : z — = — 1
est donc une solution particuliere de (F).
L’ensemble des solutions sur R de (F) est donc

S(B) = R — R avec A€ R
Tl z = MWl+2x24+zx—1 ’



(b)

2. (a)

(b)

3. (a)

Soit k € R.
Soit g € S(F). D apres ce qui précede, il existe A € Rtel que Vo € R, g(z) = AV1 + 22 + 2 — 1.
On a les équivalences suivantes :

) =kvV2 & MW2=k/2 & I=k
D’apres ces équivalences, 1'unique solution g de (E) telle que gj(1) = kv/2 est la fonction

g: R — R
r — kvli4+a?+z-—1

Soit k € R. Par définition, g,(1) = kv2. De plus, g est une solution sur R de 1’équation différentielle
2x kx
1

—+ e —
2v1 4 22 V1+a?

k
Donc g, (1) = 7 + 1. On en déduit qu’une équation cartésienne de la tangente Dj, au graphe de g, au

(E) donc c’est une fonction dérivable sur R et Vo € R, g,(z) = k

point d’abscisse 1 est

y:(%+1) (x —1) + kV2.

On raisonne par analyse-synthese.
S’il existe un point A de coordonnées cartésiennes (x4, y4) commun a toutes les droites Dy, pour tout
k € R alors a fortiori A € Dy et A € D;.

Donc
yA:xA_la
1
donc
yA:TA_la
0=—(za—1)+V2
\/5(14 )
donc
yA:xA_lv
Tp=—2+1,
donc
yA:_27
l‘A:—l.

k
Synthese : on vérifie que Vk € R, (E + 1) (=1 —1)+kV2 = —kvV2 — 2+ kvV2 = —2 donc
A € D,.

On en conclut que le point A de coordonnées cartésiennes (—1, —2) est un point de concours de toutes
les droites Dy, pour tout k£ € R.

Les fonctions © — 1 4 2 et  — x — 1 sont polynomiales donc 2-fois dérivables sur R, la fonction
y +— +/y est 2-fois dérivable sur R’ et Vo € R, 1 + r? € R? . Par composition, multiplication
par k puis somme, la fonction g;, est 2-fois dérivable sur R et d’apres les calculs de 2.(a), Vz € R,

1 1 1 )
gi(r) = kx(1 +2*)72 + 1 puis Vo € R, g/ (z) = k(1 + 2%)72 + kz x 22 X <_§> 1+ 91:2)’% _

k(1 + 2%) — k2?) (1 + 2%)"2 = k(1 + 22) 2.



(b) % Si k > 0 alors d’apres 3.(a), Vo € R, g/ (z) = k(1 + :1:2)*% > () donc la fonction g; est convexe sur

R. Par conséquent, les tangentes a son graphe, et notamment D, sont situées en-dessous du graphe Cy.
*Sik =0, alors Vo € R, gr(z) = go(z) = x — 1 donc le graphe Cy est une droite et donc la tangente
Dy est confondue avec Cj.

* Si k < 0 alors d’apres 3.(a), Vo € R, g, (z) = k(1 + xQ)_% < 0 donc la fonction g est concave sur
R. Par conséquent, les tangentes a son graphe, et notamment Dy, sont situées en-dessus du graphe Cy.

4. (a) On compose le développement limité a ’ordre 1 au voisinage de 0 de la fonction v — /1 + u avec

(b)

(c)

t ~ t? qui tend bien vers O en 0 :
1
V1I+12 = 14 =t +o(t?).
t—0 2

1

On pose le changement de variable y = — pour lequel (z — +00) < (y = 0). Avec ce changement
x

de variable, pour x > 0, on a

ge(x) =kvV1+a24+z—1

T 1
=k 1+ +-—1
vy

1 1 1 1
=kxX—yy*+1+-—1 carz>0doncy >0donc/— =~
Y Y Y Y
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_ (m 5y o) +1- y)

y—=0y
o (/{:+1)§—1+§y+0(y)
1 1
e (k—i—l)x—l—l—%;—i—o(;)
1 1
e (k’+1)x—1+§;+0(;)

Par conséquent, lir}rq gr(xz) — ((k + 1)x — 1) = 0 c’est-a-dire que la droite d’équation cartésienne
T—r+00

y = (k+ 1)z — 1 est une asymptote au graphe de g, en +oo. Comme le terme suivant dans le
développement asymptotique de g, est du méme signe que k, Cj, est situé au dessus de I’asymptote a
I’infini si k est strictement positif, en-dessous si k est strictement négatif. Si k est nul, Cy est une droite,
confondue avec son asymptote a I’infini.

k 1
D’apres ’énoncé, g,(z) = (1—k)zr—1——+ o (—)donc lim gg(x)—((1—k)z—1)=0. Par
T——00

2r  x——o00 X
conséquent, la droite d’équation cartésienne y = (1 — k)z — 1 est une asymptote au graphe de gj en

—00. Si k < 0, Cy, est situé au dessus de 1’asymptote a I’infini si & est strictement positif, et en dessous
si k est strictement positif. Si k est nul, I’équation de I’asymptote correspond bien a I’équation de Cy.
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Exercice 3. 1. Par symétrie du probleme, I’événement B; : “obtenir une face blanche au premier lancer” a
la méme probabilité que B; : “obtenir une face noire au premier lancer 7. Comme ces deux événements

forment un systeme complet, ils ont tous les deux une probabilité — de se produire.

On peut retrouver ce résultat par le calcul : notons, pour tout k € [1, 7], Cy 1’événement : “avoir choisi le
dé D;”. Le dé A étant équilibré, on a :

1 1
D’apres la formule des probabilités totales, on a alors :
’ 1 k-1 1 1
P(B)) = > P(CyNB) ——><O Zé Sxl=c.
k=1 k=

2. Notons N, I’événement : “’les deux premiers lancers du dé peint ont eu pour résultat une face noire”. Avec

les notations de la question 1, on veut calculer Py, (Bs) = % D’apres la formule des probabilités
totales : . ) ( 72) ) 1 )
P(N>) :;P(CWNQ) = — X 12+Z_ % <_) o < 0% — Y
et:
. 1 : 7—k\? k-1 1 35
P(N, N B;) =;P(CkﬂNgﬂB3) _ Ll ><0+Z— " ( ) LB



, . 35 216 35
dOU:]PNQ(B?)):@Xﬁ:Tw-

. Avec les mémes notations, le méme raisonnement donne :

! 1 01 7—k\" 1 1 1 <&
Emm:ZM@mm:Exw+zaxGFJ+ﬁymzﬁ+mHZW,
k=1

k=1 k=2

et:

6 n 5
. 1 (T—k k-1 1 1 .,
P(NnﬂBnH):Exl ><()+E EX( 5 ) X —¢ +EX0 X1:6"+1E k™ x (b —k),
k=2 k=1

1" x5+2"x44+3"x34+4"x24+5"x1
3x 64 (1n 42743 +4n 4 57)

d’ou: P, =Py, (Bui1) =

n

5
.Ona P, ~ 2x —) — 0, donc P, — 0. En effet, lorsque n devient grand, sachant NV, la

n—-+o00 6 n—+00 n——4o0o
probabilité d’avoir choisi le dé D, (peint en noir) tend vers 1, et la probabilité d’obtenir une face blanche
avec ce dé est nulle.



