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Exercice 1. Les quatre questions suivantes sont indépendantes.

1. Comme arccos est dérivable sur s ´ 1, 1r, la fonction f est dérivable sur s ´ 1, 1r, de dérivée : si x Ps ´ 1, 1r, /2

f 1pxq “ 3x2 arccospxq2 ´
2x3 arccospxq√

1 ´ x2
.

La fonction g est dé�nie pour tout réel x puisque 1 ` x2 ą 0. On réécrit g avant de dériver : si x P R, /2
gpxq “ p1 ` x2q

3
2 donc

g1pxq “ 3x
√

1 ` x2.

La fonction h est dérivable sur R‹
`. On la réécrit à l'aide de l'exponentielle avant de dériver : si x ą 0, /2

hpxq “ expplnpxq lnp1 `
√
xqq donc

h1pxq “

(
1

x
lnp1 `

√
xq ` lnpxq

1

2
√
xp1 `

√
xq

)
hpxq.

2. L'équation x
1
2 `x

1
4 “ 1 est dé�nie pour tout réel positif x. Si x ě 0, on fait le changement de variable t “ x

1
4 , /3

qui donne un réel t ě 0. Alors x est solution de l'équation si et seulement si t est une racine (positive) de

l'équation du second degré t2 ` t “ 1. Cette équation a pour discriminant ∆ “ 5 et pour solutions
´1 ˘

√
5

2
.

La seule racine positive est donc
´1 `

√
5

2
.

On a donc x solution si et seulement si t “ ´1`
√
5

2 , et alors comme t2 “ 1 ´ t,

x “ t4 “ p1 ´ tq2 “ 1 ` t2 ´ 2t “ 2 ´ 3t “
7

2
´

3
√
5

2
.

L'ensemble des solutions est donc le singleton

{
7

2
´

3
√
5

2

}
.

3. On dé�nit f : x ÞÑ chpxq ´ 1 ´
x2

2
: c'est une fonction dérivable sur R entier. Étudions ses variations. Si /3

x P R,
f 1pxq “ shpxq ´ x.

Ici de deux choses l'une :

§ soit on sait que sh est convexe sur R`, concave sur R´ et que sa tangente en 0 est la première bissectrice.
On en déduit alors (faites un dessin !) directement shpxq ě x si x ě 0 et shpxq ď x si x ď 0.

§ soit on dérive à nouveau f 1 qui se trouve être dérivable sur R. Si x P R, f2pxq “ chpxq ´ 1.
Comme ch ě 1 sur R, f2 est positive sur R, donc f 1 est croissante sur R. Comme f 1 s'annule en 0, elle est
positive sur R` et négative sur R´.

Donc f est croissante sur R` et décroissante sur R´, elle atteint donc son minimum en 0, de valeur fp0q “ 0 ;

f est donc positive sur R. On a ainsi montré que pour tout réel x, chpxq ě 1 `
x2

2
.

/3

4. On a 3 ´
√
3i “ 2

√
3

(√
3

2
´
i

2

)
“ 2

√
3e´iπ6 et

√
2 `

√
2i “ 2

(√
2

2
`

√
2

2
i

)
“ 2ei

π
4 .

On en déduit (
3 ´

√
3i√

2 `
√
2i

)12

“

(
2
√
3

2
ei(´ π

6 ´ π
4 )

)12

“
√
3
12
eip´2π´3πq “ ´36.
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Exercice 2. Les deux premiers points ont été traités dans le cours.

/2 + /2
3. Supposons g ˝ f injective et f est surjective. Montrons que g est injective : /3

Soit y et ỹ dans F tel que gpyq “ gpỹq. Comme f est surjective, il existe x et x̃ dans E tels que y “ fpxq et
ỹ “ fpx̃q.
Mais alors gofpxq “ gpyq “ gpỹq “ gofpx̃q. Comme gof est injective, on a donc x “ x̃, donc fpxq “ fpx̃q,
donc y “ fpxq “ fpx̃q “ ỹ.
On a bien montré que g est injective.
Version alternative. Comme g ˝ f est injective, f est injective d'après 2. Donc f est bijective puisqu'elle est
aussi surjective. Alors f admet une bijection réciproque f´1, qui est en particulier injective.
Alors g “ pg˝fq˝f´1 s'écrit comme la composée de deux fonctions injectives g˝f et f´1, donc g est injective
d'après 1.

4. L'application u n'est pas injective puisque up´1q “ up0q “ 0. Par contre l'application v est injective. /3
Soit n et m des entiers relatifs tels que vpnq “ vpmq. Alors on a

2n2 ` n “ 2m2 `m, i.e. 2pn2 ´m2q “ m´ n, i.e. 2pn´mqpn`mq “ m´ n.

Si n ‰ m, on peut diviser à gauche et à droite par n ´ m pour obtenir 2pn ` mq “ ´1, autrement dit
n`m “ ´ 1

2 . C'est exclu puisque n et m sont entiers ! Donc n “ m, et on a montré que v est injective.
/10

Exercice 3. 1. Comme exp est strictement positive, la fonction f est dé�nie sur R. Montrons que f est paire :
/2si x P R,

fp´xq “ lnp1 ` e´xq `
x

2
“ lnpe´xpex ` 1qq `

x

2
“ lnpe´xq ` lnpex ` 1q `

x

2
“ lnp1 ` exq ´

x

2

puisque ln ˝ exp “ IdR. On retombe sur l'expression de fpxq, et on a donc montré que f est paire .

2. Comme f est paire, on regarde plutôt la limite en ´8 : comme exppxq Ñ
xÑ´8

0, par composition, le ln tend /1

vers 0 et on obtient donc par somme de limite fpxq Ñ
xÑ´8

`8. Par parité, on obtient donc lim
xÑ`8

fpxq “ `8 .

3. La fonction x ÞÑ 1 ` ex est dérivable sur R, à valeur dans s1,`8r (d'après les propriétés de l'exponentielle). /2
Par composition, la fonction x ÞÑ lnp1 ` exq est dérivable sur R (car ln est dérivable sur s1,`8r Ă R˚

`).
Ainsi, par somme de fonctions dérivables, f est dérivable sur R.
Pour tout x P R,

f 1pxq “
ex

1 ` ex
´

1

2
“

2ex ´ p1 ` exq

2p1 ` exq
“

ex ´ 1

2p1 ` exq
.

De plus, pour tout x P R, 2p1 ` exq ą 0 donc f 1pxq est du signe de ex ´ 1.

4. D'après la question précédente f 1 est positive sur R`, donc f est croissante sur R` (car R` est un intervalle). /1
De la même manière, f est décroissante sur R´. La fonction f admet donc un minimum en 0, où elle vaut
fp0q “ lnp2q. Finalement, pour tout x P R, on a fpxq ě lnp2q.

5. On réécrit l'inégalité obtenue à la question précédente : @x P R, lnp1 ` exq ě x
2 ` lnp2q (‹). /2

Ensuite, pour a, b P R,

ln
(
ea ` eb

)
“ ln

(
eap1 ` eb´aq

)
“ lnpeaq ` lnp1` eb´aq “ a` lnp1` eb´aq ě a`

b´ a

2
` lnp2q “

b` a

2
` lnp2q

où l'on a appliqué l'inégalité (‹) avec x “ b´ a P R.

6. Pour retrouver l'expression voulue, on remplace ´x
2 par ´ ln

(
exp

(
x
2

))
et on rassemble la di�érence de ln : /2

si x P R,

fpxq “ lnp1 ` exq ´ ln
(
exp

(x
2

))
“ ln

(
1 ` ex

e
x
2

)
“ ln

(
e´ x

2 ` e
x
2

)
“ ln chpxq ` ln 2

puisque chpxq “
e´ x

2 ` e
x
2

2
. On a démontré le résultat voulu, à partir duquel on retrouve aisément le résultat

des quatre premières questions de l'exercice.
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/20Exercice 4. 1.
{2

´5 ´4 ´3 ´2 ´1 0 1 2 3 4 5 6 7 x

y

´4

´3

´2

´1

0

1

2

3

4

5
‚

‚

‚

‚

2. a. Équation de Da : y “ eapx´ aq ` ea, coe�cient directeur : ea, ordonnée à l'origine : p1 ´ aqea. /2

b. Équation de Tb : y “ 1
b px´ bq ` lnpbq, coe�cient directeur : 1

b , ordonnée à l'origine : lnpbq ´ 1. /1

c. Deux droites sont parallèles si et seulement si elles ont même coe�cient directeur. Dans notre cas, cela /0,5
donne

Da parallèle à Tb ðñ ea “
1

b
ðñ e´a “ b.

d. D'après les questions (a) et (b), /0,5

Da et Tb ont même ordonnée à l'origine si et seulement si p1´aqea “ lnpbq´1 ðñ lnpbq “ p1´aqea`1.

e. Deux droites sont confondues si et seulement si elles sont parallèles (c'est à dire même coe�cient directeur) /1
et elles ont même ordonnées à l'origine, ce qui donne d'après les résultats précédents :

Da et Tb sont confondues ðñ

{
e´a “ b

lnpbq “ p1 ´ aqea ` 1
ðñ

{
e´a “ b

lnpe´aq “ p1 ´ aqea ` 1

ðñ

{
e´a “ b

0 “ p1 ´ aqea ` 1 ` a
.

3. a. Pour t P R, /1

fp´tq “ 0 ðñ p1 ` tqe´t ` 1 ´ t “ 0 ðñ
(
p1 ` tqe´t ` 1 ´ t

)
et “ 0 car et ‰ 0

ðñ 1 ` t` p1 ´ tqet “ 0 ðñ fptq “ 0

Remarque : cela ne signi�e pas que f est paire, seulement que si elle s'annule en un point, alors elle
s'annule aussi en l'opposé de ce point.
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b. La fonction f est dérivable sur R, avec @t P R, f 1ptq “ ´tet ` 1. En particulier, @t P s ´ 8, 0s, f 1ptq ą 0. /3

De plus, lim
´8

f “ ´8 en utilisant la limite de croissance comparée tet ÝÑ
tÑ´8

0, et fp0q “ 2.

Ainsi, f étant strictement croissante et continue sur l'intervalle s ´ 8, 0s, elle réalise une bijection de

s ´ 8, 0s vers J “ s ´ 8, 2s .

c. 0 P s ´ 8, 2s donc 0 admet un unique antécédent par f dans s ´ 8, 0s d'après la question précédente. /2
Notons α cet antécédent.
Pour t P R`, fptq “ 0 ô fp´tq “ 0 ô ´t “ α car ´t P R´ et α est le seul nombre négatif où f s'annule.
L'équation fpxq “ 0 admet donc deux solutions dans R, α et ´α.

4. Les droites Dα et Te´α sont confondues d'après la question 2.(c) donc cette droite est tangente à la fois à /3
Cexp et à Cln. De même pour D´α.
La condition obtenue en 2.(c) étant nécessaire, il n'y pas d'autre droite qui véri�e cela.
On note S la symétrie par rapport à la première bissectrice. Comme exp et ln sont réciproques l'une de
l'autre, SpCexpq “ Cln et SpClnq “ Cexp.
Comme Dα est tangente à Cexp et à Cln, SpDαq est tangente à SpCexpq “ Cln et à SpClnq “ Cexp. Donc SpDαq

est à la fois tangente aux deux courbes : c'est soit Dα, soit D´α. Mais Dα n'est pas symétrique par rapport

à la première bissectrice (sinon son coe�cient directeur serait 1, or α ‰ 0), donc SpDαq “ D´α.

5. a. On sait que fpαq “ 0, donc 1 ` α “ pα ´ 1qeα et ainsi eα “
α ` 1

α ´ 1
. En procédant de même pour ´α, on /2

obtient aussi e´α “
´α ` 1

´α ´ 1
“

1 ´ α

1 ` α
. Alors :

thpαq “
eα ´ e´α

eα ` e´α
“

α`1
α´1 ´ 1´α

1`α
α`1
α´1 ` 1´α

1`α

“
p1 ` αq2 ´ p1 ´ αq2

p1 ` αq2 ` p1 ´ αq2
“

4α

2p1 ` α2q
“

2α

1 ` α2
.

b. On cherche le point px, yq tel que y “ eαpx´ αq ` eα et y “ e´αpx` αq ` e´α. Or, on a /2

eαpx´ αq ` eα “ e´αpx` αq ` e´α ðñ xpeα ´ e´αq “ αpe´α ` eαq ` e´α ´ eα

ðñ x “
α

thpαq
´ 1.

Remarque : on peut aussi passer par les équations de Teα et Te´α , pour un calcul un peu plus court.
Donc px, yq est un point d'intersection si et seulement si x “ α

thpαq
´ 1 “ 1`α2

2 ´ 1 “ α2
´1
2 et

y “ eαpx´ αq ` eα.
Comme Dα et D´α sont symétriques par rapport à la première bissectrice, leur intersection est située

sur cette bissectrice, et ce point d'intersection est donc

(
α2 ´ 1

2
,
α2 ´ 1

2

)
.

Exercice 5. /20

1. a. s1 “ 1 ` 2 “ 3, s2 “ 1 ` 2 ˆ 3 “ 7 et s3 “ 1 ` 2 ˆ 3 ˆ 7 “ 43. /1

b. Pour n P N, on a /1

sn`1 “ 1`

n∏
k“1

sk “ 1`s1ˆ¨ ¨ ¨ˆsn´1ˆsn “ 1`

(
n´1∏
k“1

sk

)
ˆsn et sn´1 “ 1`

n´1∏
k“1

sk´1 “

n´1∏
k“1

sk.

Ainsi, on a bien sn`1 “ 1 ` p1 ´ snqsn.

c. On a s0 “ 2 et 0! ` 1 “ 2, et donc la propriété est vraie au rang n “ 0. /2
Supposons que pour un certain n P N, sn ě n! ` 1. On a donc sn ´ 1 ě n! et sn ě n ` 1 car n! ě n, et
ainsi

sn`1 “ 1 ` psn ´ 1qsn ě 1 ` n!pn` 1q “ 1 ` pn` 1q!

ce qui montre la propriété au rang n` 1.
Par récurrence, on conclut que @n P N, sn ě n! ` 1.
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Comme n! ` 1 Ñ `8, et sn ě n! ` 1, par comparaison on en déduit que lim
nÑ8

sn “ `8.

Ensuite, pour n P N, on a 0 ď 2n

sn
ď 2n

n!`1 “ 2n

n!
1

1` 1
n!

et par croissances comparées, on sait lim
nÑ8

2n

n! “ 0.

Par encadrement, on en déduit que lim
nÑ8

2n

sn
“ 0 .

/2
2. a. Tout d'abord p 2n

sn
q est bornée car c'est une suite convergente d'après 1.(d). NotonsM un de ses majorants.

On a donc @k P N, 2k

sk
ď M , ou autrement dit 1

sk
ď Mp 1

2 qk. En sommant ces inégalités jusqu'au rang
n P N, on obtient :

Tn “

n∑
k“0

1

sk
ď M

n∑
k“0

(1
2

)k
“ M

1 ´ p 1
2 qn`1

1 ´ 1
2

ď 2M

Ainsi, la suite pTnq est majorée par 2M .

b. Pour n P N, Tn`1 ´ Tn “ 1
sn`1

ě 0, donc la suite pTnq est croissante, et comme elle est de plus majorée /1

(cf. quest. précédente), on en déduit que pTnq converge.

c. Pour k P N, en utilisant le résultat de 1.(b), /2

1

sk ´ 1
´

1

sk`1 ´ 1
“

1

sk ´ 1
´

1

psk ´ 1qsk
“

sk ´ 1

psk ´ 1qsk
“

1

sk
.

d. En utilisant le résultat précédent, puis une somme télescopique, on obtient /1

Tn “

n∑
k“0

1

sk
“

n∑
k“0

1

sk ´ 1
´

1

sk`1 ´ 1
“

1

s0 ´ 1
´

1

sn`1 ´ 1
“ 1 ´

1

sn`1 ´ 1
.

e. Comme lim
nÑ8

sn`1 “ `8, on en déduit par opération sur les limites que Tn ÝÑ
nÑ8

1. /1

3. a. Soit n P N. D'après 1.(b) on a, sn`1 “ 1 ` s2n ´ sn et 1 ´ sn ď ´n! ď 0 donc sn`1 ď s2n. De plus, /3

un`1 ´ un “
lnpsn`1q

2n`1
´

lnpsnq

2n
“

lnpsn`1q ´ 2 lnpsnq

2n`1
“

lnpsn`1q ´ lnps2nq

2n`1
.

Et comme lnpsn`1q ď lnps2nq par croissance du logarithme et 2n`1 ą 0, on en déduit que un`1 ´ un ď 0.

Ainsi, la suite punq est décroissante.

b. Pour tout n P N, sn ě 1, donc un “
lnpsnq

2n ě 0. Autrement dit, punq est minorée par 0. Comme elle est /1
de plus décroissante, punq converge.

4. a. Soit n P N. Tout d'abord, sn`1 “ 1 `
n∏
k“0

sk ě
n∏
k“0

sk, donc par croissance du logarithme : /1

lnpsn`1q ě ln

(
n∏
k“0

sk

)
“

n∑
k“0

lnpskq “ lnps0q `

n∑
k“1

lnpskq.

b. Pour tout n ě 1, on note Ppnq : @k P rr1, nss, uk ě λ. Montrons Ppnq par récurrence. /3
Tout d'abord, u1 “

lnps1q

2 “
lnp3q

2 ě λ. Ainsi, Pp1q est vraie.
Ensuite, supposons Ppnq vraie pour un certain n P N˚. On a donc @k P rr1, nss, uk ě λ, c'est à dire
lnpskq ě λ2k. On a donc, en sommant ces inégalités :

n∑
k“1

lnpskq ě

n∑
k“1

λ2k “ λ

(
1 ´ 2n`1

1 ´ 2
´ 1

)
“ λ2n`1 ´ 2λ

puis d'après le résultat précédent :

lnpsn`1q ě lnps0q `

n∑
k“1

lnpskq ě lnp2q ` λ2n`1 ´ 2λ “ λ2n`1 car lnp2q ´ 2λ “ 0.
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Ainsi, un`1 “
lnpsn`1q

2n`1 ě λ, et donc Ppn` 1q est vraie.

c. Par récurrence, on a montré que @n P N˚, Ppnq est vraie, c'est à dire que @n P N˚, un ě λ “
lnp2q

2 . Par /1

passage à la limite (car on sait que punq converge), on obtient donc ℓ ě
lnp2q

2 . Et par décroissante de la

suite on a un ď u0 “ lnp2q, donc on obtient de même ℓ ď lnp2q.

Exercice 6. 1. Soit a P R˚
`z{1} et f : x ÞÑ ax. /15

a. La fonction f est dé�nie sur R car fpxq “ exppx lnpaqq. /1

b. f est dérivable sur R par composition et pour tout x P R, f 1pxq “ pln aqex ln a “ pln aqax /1

c. L'exponentielle réelle est strictement positive, donc le signe de f 1 dépend uniquement de celui de ln a. /1

§ Si a P ]0, 1[, alors @x P R, f 1pxq ă 0 donc f est strictement décroissante sur R.

§ Si a P ]1,`8[, alors f est strictement croissante sur R.

2. On dé�nit /3

g :

{
R˚

` ÝÑ R
x ÞÝÑ x lnx´ p1 ` xq ln

(
1`x
2

)
.

La fonction g est dérivable par opérations.

Soit x P R˚
`. On a g1pxq “ lnx` 1 ´ ln

(
1 ` x

2

)
´ 1 “ ln

(
2x
1`x

)
.

La quantité ln
(

2x
1`x

)
est du même signe que 2x

1`x ´ 1 “ x´1
2x , qui est à son tour du même signe que x´ 1.

x 0 1 `8

f 1 ´ 0 `

f

?

0

?

On a donc @x P R˚
`, x lnx´ p1 ` xq ln

(
1 ` x

2

)
ě 0, avec égalité si et seulement si x “ 1.

3. Soit a P R˚
`z{1} et ψa “ φ1,a : x ÞÑ

(
1`ax

2

)1{x
.

a. Si x P R, l'expression ax est dé�nie et 1`ax

2 ą 0 ; donc seule la puissance 1{x restreint le domaine de /1
dé�nition de ψa. Ainsi, ψa est dé�nie sur R˚.

b. ψa est dérivable sur R˚ et après calculs, on trouve, pour tout x P R˚, /2

ψa
1
pxq “

(
1 ` ax

2

)1{x

ˆ
2

1 ` ax
ˆ
xax ln a´ p1 ` axq ln

(
1`ax

2

)
2x2

.

c. Soit x P R˚. On a
(
1`ax

2

)1{x
ą 0, 2

1`ax ą 0 et 2x2 ą 0 donc le signe de ψa
1
pxq est celui de xax ln a´ p1` /1

axq ln
(
1`ax

2

)
.

Or, comme x ‰ 0 et a ‰ 1, ax est un réel strictement positif di�érent de 1, donc d'après la question 2.
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on a :

ax lnpaxq ą p1 ` axq ln

(
1 ` ax

2

)
c'est-à-dire axx ln a ą p1 ` axq ln

(
1 ` ax

2

)
.

Ainsi, @x P R˚, ψa
1
pxq ą 0. On en déduit que ψa est strictement croissante sur les intervalles R˚

´ et R˚
`.

d. On a : @x P R˚
`, ψapxq “ exp

(
1
x ln

(
1`ax

2

))
et limxÑ`8 ax “ limxÑ`8 ex ln a “

{
`8 si ln a ą 0

0 si ln a ă 0.
/2

§ Si a P ]0, 1[ alors limxÑ`8 ψapxq “ limyÑ0 e
y “ 1.

§ Si a P ]1,`8[ alors pour tout x ą 0, on a :

1

x
ln

(
1 ` ax

2

)
“

1

x
ln

(
ax
(
1

2
`

1

2ax

))
“

1

x
lnpaxq `

1

x
ln

(
1

2
`

1

2ax

)
“ ln a`

1

x
ln

(
1

2
`

1

2ax

)
︸ ︷︷ ︸

ÝÑ
xÑ`8

0

ÝÑ
xÑ`8

ln a.

Ainsi, limxÑ`8 ψapxq “ limyÑln a e
y “ a.

En résumé,

§ si a P ]0, 1[ alors limxÑ`8 ψapxq “ 1.

§ si a P ]1,`8[ alors limxÑ`8 ψapxq “ a.

e. Soit x P R˚. On a : /1

ψapxqψap´xq “

(
1 ` ax

2

)1{x

ˆ

(
1 ` a´x

2

)´1{x

“

(
1`ax

2

)1{x(
1`a´x

2

)1{x

“

(
1 ` ax

1 ` a´x

)1{x

“

(
axp1 ` a´xq

1 ` a´x

)1{x

“ a.

Donc @x P R˚, ψap´xq “ a
ψapxq

.
Ainsi,

§ si a P ]0, 1[ alors limxÑ´8 ψapxq “ a
1 “ a.

§ si a P ]1,`8[ alors limxÑ´8 ψapxq “ a
a “ 1.

4. Tout d'abord φα,β est dé�nie sur R˚. Fixons x P R˚. On a : /2
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φα,βpxq “

(
αx ` βx

2

)1{x

“

αx
(
1 `

(
β
α

)x)
2

1{x

“ α ˆ

1 `

(
β
α

)x
2

1{x

“ αψ β
α

pxq.

§ Si α “ β, alors φα,αpxq “ pαxq1{x “ α donc φα,α est la fonction constante égale à α.

§ Si α ‰ β, et puisque α ą 0, φα,β a les mêmes variations que la fonction ψ β
α
, qui a été étudiée à la question

3. Ainsi, φα,β est strictement croissante sur R˚
` et sur R˚

´.

Exercice 7 (Hors barème). L'application f : N Ñ N‹, qui à un entier n associe le nombre de chi�res dans
l'écriture décimale de 2n, est donnée si n P N par :

fpnq “ ⌊log10p2nq⌋ ` 1 “ ⌊n log10 `p2q⌋ ` 1.

Or log10p2q “ ln 2
ln 10 ă 1. Et pour toute constante a plus petite que 1, la fonction n ÞÑ ⌊an⌋ est surjective, donc

f l'est également.
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