841 - LYCEE DU PARC ANNEE 2023-2024

DS N°5 : SUJET 1 - CORRECTION

Exercice 1 (Préliminaires /8). Appliquons I’algorithme de Gauss-Jordan :

2 -1 2
Pour B=|5 -3 3 |: /3
-1 0 =2
2 -1 2|1 0 0
1 92 5 -3 3]0 1 0
Pour A = (6 11> : /2 -1 0 =-2|0 0 1
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0 —-1]-6 1 LQ <« L2 - 6L1 — 0 -3 —-7|/0 1 5 LQ <« L2 - 5L1
A est donc inversible, déterminons A~ ! : 0 -1 =271 0 2 Ly« L3 — 2L

0 1|6 —1 ) Ly— —Ly = |0 =3 -7 0 1 5
0O 0 —-1]{-3 1 -1 Ly «— —3L3s+ Lo

1 0|-11 2 b _ )

—\o 1] 6 -1 Ly — Ly — 2L, B est donc inversible, déterminons B~ :
-1
done AT = ( 6 _1> = [0 -3 0|21 —6 12 | Ly« Ly—T7Ls
o 0 —-1/-3 1 -1
1 0 0j-6 2 -3
— o1 0|-7 2 -4 Ly« —Ly/3
00 1|3 -1 1 ) Lye—Lsy
-6 2 -3
On obtient donc B~! = | =7 2 —4 |. Vérifier par le calcul que BB~! = I3.
3 -1 1

Pour inverser C, on calcule C? = 313 +2C, donc C? —2C = C(C —21I3) = 313 donc C est inversible, d’inverse /3
c~' = YC -25).
3
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Exercice 2 (/18). Pour tout n € N, on pose f,(z) = cos(n arccos z).
1. arccos est définie sur le domaine D = [—1, 1]. Comme cos est définie sur R entier, par composition, pour /1
tout n € N, la fonction f,, est définie sur D.
2. a. Soit § € R. On a cos(20) = cos?(f) — sin?(#) = 2cos?() — 1. /2
De plus, la formule de linéarisation cos® (6) = §(cos(36) + 3 cos(d)) donne

cos(30) = 4cos®(6) — 3cos(6).
b. Soit x € D. Comme cos(arccos(x)) = x, on a grace a la question précédente : /2
fi1(xz) = cos(arccos(z)) = x,
%(arccos(z)) — 1 = 222 — 1,

fa(x) = cos(2arccos(z)) = 2 cos
f3(z) = cos(3arccos(x)) = 4 cos®(arccos(z)) — 3 cos(arccos(z)) = 42 — 3.



3. a. On a pour tout 6 € R, cos(m — 0) = — cos(#). En particulier, si z € D, on a
cos(m — arccos(x)) = — cos(arccos(x)) = —x.

Comme —z et cos(m — arccos(x)) sont dans D, on peut appliquer arccos pour obtenir ’égalité de-
mandée : m — arccos(z) = arccos(—zx).

b. Pour tout n € Net z € D, f,(—x) = cos(narccos(—z)) = cos(nm — narccos(x)) d’aprés la question
précédente.
Si n est pair, comme la fonction cos est 27 périodique, on a donc

fn(—2) = cos(—n arccos(x)) = cos(n arccos(x)))

par parité de cos, donc f,, est paire.
Si n est impair, cos(nm + ) = — cos(6) pour tout réel 0, et on a donc

fn(—2) = — cos(—narccos(z))) = — cos(n arccos(z)))

par parité de cos, donc f, est impaire.

4. On utilise la formule de trigonométrie cos(p) + cos(q) = 2 cos (252) cos (E54). si n e N*Vz € D,

fot1(®) + fro1(z) = cos ((n + 1) arccos(z)) + cos ((n — 1) arccos(z))
= 2cos (narccos(z)) cos(arccos(z))

Fixons a présent n € N.
5. a. Comme cos est de classe C* sur R entier et arccos est de classe C* sur | — 1, 1[, par composition f,,
est de classe C® sur | — 1, 1[. On calcule ses dérivées par composition puis produit : si x €] — 1, 1],

fl(x) = —narccos’(z) sin(n arccos(x)) = % sin(n arccos(z)),
-z
fi(x) = # sin(n arccos(z)) — "’

o 1 2)3 1— 2 cos(n arccos(z)).

b. En utilisant ce qui précéde, on obtient si z €] — 1, 1],

na n?
(1 —2%)f/(z) = ———= sin(narccos(z)) — — (narccos(z)) = zf/ (z) — n®fn(x),

" Vv1— 22 Cos

ce qui correspond & 1’égalité demandée.
6. a. On pose u = arccos(z), de sorte que = = cos(u) et w — 0% quand x — 17. On a alors

arccos(z) u u

Vi—z N /1 — cos(u) w0 Vu?/2 u—0 v2

arccos(x
On a donc montré que lim (z) = V2.

z—1— /1 —=x

b. Etudions le taux d’accroissement de f, en 17 :si 2 < 1,

f(1) = fu(z) _ 1— cos(narccos(z))
1—x 1—=x

car

cos(narccos(1)) = cos(0) = 1.
Or comme arccos(z) — 0 quand z — 1, on a 1 — cos(narccos(z)) ~ 1(narccos(z))? Donc

r—1
fn(1) = fa(z) _ 1—cos(narccos(z)) in?arccos?(z) 2
1-—=z 1—2z z—1 1-—2z u—0

en utilisant la limite obtenue a la question précédente. Comme le taux d’accroissement de f, en 1

admet une limite finie, on a donc montré que f,, est dérivable en 1, avec f/ (1) = n?.
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Autre possibilité : on souhaiter appliquer le théoréme "limite de la dérivée" a f,,. Montrons que f/ (x)
admet une limite finie quand = tend vers 1 :

fli(z) = S sin(n arccos x)

V1—2a?
i 0 quand = — 1 etsi
~ ———=narccosz car arccosx — 0 quand x — 1 etsinu ~ wu
z—1 /] — xz 4 u—0
5 arccos(x)

VvV1i—zv1+x

2
— n2£ en utilisant la question précédente

a—1 /2

= n2.

Comme f, est continue sur D = [—1, 1], dérivable sur | — 1,1[ et f;, admet une limite finie en 1, f,

est donc dérivable en 1 d’aprés le théoréme "limite de la dérivée", de dérivée f/ (1) = n2.

c. Comme f est paire ou impaire, son domaine de définition est symétrique par rapport & 0, donc f,
est dérivable en —1, avec f/(—1) = —f/ (1) = —n? si n est pair (car dans ce cas f,, est paire d’aprés
la question 3b, donc f/ est impaire), et f/(—1) = f/(1) = n? si n est impair (car dans ce cas f, est

impaire, donc f! est paire).

Exercice 3 (/8). 1. Il y a 3 possibilités de résultat pour chacune des 48 courses. D’ot1 3%® grilles possibles.
2. L’événement contraire est : "P. ne gagne aucune course". Or, les grilles telles que P. ne gagne aucune
course sont celles qui ne comportent que des F ou des V. Il y en a 2% (2 possibilités pour chaque case).
Finalement, le nombre de grilles telles que P. gagne au moins une course est 348 — 248,
3. Pour créer une telle grille, on peut procéder selon les étapes suivantes :
— On place les 10 P. dans la grille : (‘113) possibilités.
— On remplit le reste avec des F. et des V. Pour chacune des 38 cases restantes, 2 possibilités (F. ou

V.), donc 23® possibilités.
48
10

4. Pour créer une telle grille, on peut procéder selon les étapes suivantes :
— On place les 10 P. dans la grille : (‘113) possibilités.
— On place les 18 V. dans la grille : (**;'%) = (25) possibilités.

Finalement, il y a ( ) x 238 orilles telles que P. a gagné exactement 10 courses.

18
— On remplit le reste avec des F. (aucun choix a faire).
Finalement il y a (‘113) X (?g) grilles telles que P. a gagné 10 courses et V. 18 courses.
5. On raisonne sur chaque coupe indépendamment des autres. Pour une coupe de 4 courses, il y a 3 cas
possibles :

e F. gagne 0 course : 2* possibilités (placement de P. ou V.)
e F. gagne 1 course :
— choix de la course gagnée par F. : 4 possibilités;
— remplissage des autres cases par V. ou P. : 23 possibilités.
Donc 4 x 23 possibilités dans ce cas.
g) x 22 possibilités.
Donc pour une coupe, il y a 24 +4.2% + (3).22 = 72 possibilités.
Or, il y a 12 coupes indépendantes les unes des autres. Donc finalement, le nombre de grilles possibles
respectant cette condition est 7212,

o F. gagne 2 courses : (

/1

n
N

/2

/2

/2



Exercice 4 (/14). 1. a. Les calculs des produits matriciels donnent L? = 3L, M2 = 3M, ML = LM = 03.

b. Notons pour n € N*, P(n) :« M™ = 3371 M ».

2. Xy

Pour n =1, 0on a M! = M et 3'"1M = M, donc P(1) est vraie.
Supposons P(n) vraie pour un certain n > 1. On a alors

MW= M x M =3""'M x M =3""1M?=3"M car M? = 3M,

et ainsi P(n + 1) est vraie.

Par récurrence, on a montré que | pour tout n € N*, M™ = 371 M.

La démonstration est identique pour la relation L™ = 3"~1L car on a aussi la relation L? = 3L.

A Daide des coefficients en position 1,1 et 2,2 on trouve que a = %1 et b= % sont les seules valeurs

possibles puis on vérifie la relation | A = %L + %M

aLl x bM = (ab)LM = Q5 = bM x aL. D’aprés le binome de Newton, on a donc

- kz:) <Z) (aL)k (bM)™™ )™+ kz: < ) FOM)"* + (aL)"

_ inaon—1 n kin—lon—2 non—1
=b"3 M+Z<k>ab 372 ML +a"3" L
=0,
(o2
- M+=1L
3 + 3

Remarque. On peut aussi démontrer le résultat par récurrence, mais affirmer que (aL+bM)"™ = (aL)"

sans justification est insuffisant.

0 4
=|(0] et Xo=|[-2
3 )

3. a. Tout d’abord, pour Y € M3 ;(R),

Y=AY +UeY -AY =U < LY —AY =U < (I; — A)Y =U.

1 1

On résout la derniére équation, ou I3 — A = 0 -1 et U = ( , ce qui revient &

-2 -1
appliquer ’algorithme du pivot de la maniére suivante :

1 1 —-1]1 11 —-1]1 10 0]-2

0 -1 0 |-2 - 01 012 ~ [01 02

2 1 0 |2 Jlee2ln\ g 1 24 00 1/[-1
—2
Ainsi, Punique solution est |Y = | 2
1

b. Notons P(n) : « X, =Y = A"(Xy —Y)» pour tout n € N.

— Comme A° = I3,0n a A%( Xy —Y) = Xo — Y et donc P(0) est vraie.
— Ensuite, supposons P(n) vraie pour un certain n € N. On a alors

Xpi1 =Y =AX, +U-Y =AX, - YV)+ AY + U -Y = Ax A"(Xo - Y) = A" (Xy - Y),
N————

=0

et ainsi P(n + 1) est vraie.

On a montré par récurrence que ’ X, —-Y =A"(Xy—Y) pour tout n € N. ‘

4. a. On procéde par récurrence.

. Soit n e N*. On a A™ = (aL + bM)™ avec aL et bM deux matrices qui commutent d’aprés 1.(a) car

+(bM)"

/2
n

N

/1

/1
/2

N



0
— Pour n = 1, c’est vraie car AXy + (>, AF)U = AXy+ A°U = AXo+ U = X, par déf de la suite
k=0

(Xn).
— Supposons la formule vraie pour un certain rang n € N*. On a alors

n—1 n—1 n+1
Xos1 = AXp+U = A(A"Xo+ (Y AU)+U = A" X (30 AM) U440 = 4" X+ (3 AT)U
k=0 k=0 i=0

ce qui montre la formule au range n + 1.
Par principe de récurrence, on a donc montré le résultat pour tout n € N*.

b. On observe que L + M = 313, de sorte que lidentité A¥ = % ((—1)*L + 2¥M) est également vérifice /1,5
pour k£ = 0. Ainsi si n € N,

2n+1 -1

5= §(S s S [ 20T T

5. D’aprés la question 1d, on a A7 = % (=L + 128M) ce qui donne : /1,5
42 —43 43
AT=(0 128 0
86 43 85
En utilisant la question 3b, on obtient alors

—2 42 —43 43 2 —2 170 168

X;=Y4+ A" (Xo-Y)=(2|+|0 128 0 1= 2 |+|-128|=|[-126

-1 86 43 85 1 —1 214 213

Exercice 5 (/22). 1. Par hypothése, la fonction f est de classe C?> donc continue sur le segment [a,b] et /2

f(a) > 0> f(b) donc 0 est une valeur intermédiaire entre f(a) et f(b). D’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe « € [a, b] tel que f(a) = 0.
De plus, par hypothése, la fonction f est dérivable sur [a,b] de dérivée strictement négative donc f est
strictement monotone donc injective sur [a, b]. Par conséquent, 0 admet au plus un antécédent par f dans
[a,b].
On en déduit que « est 'unique antécédent de 0 par f dans [a,b].
Enfin, si @ = a alors 0 = f(«) = f(a) > 0 : c’est une contradiction. Donc « # a. Et si @ = b alors
0= f(a) = f(b) <0 : c’est une contradiction. Donc « # b. Donc « €]a, b].
On a démontré qu'’il existe un unique « €a, b[ tel que f(«) = 0.

2. La tangente au graphe de f au point d’abscisse z a pour équation cartésienne y = f/(zo)(x —zo) + f(zo) /1
et ’axe des abscisses a pour équation cartésienne y = 0.
On a les équivalences suivantes :

{y—f'(l“o)(ﬂﬁ—l‘o)+f($o) ©{ 0= f'(wo)(w —wo) + flwo) _ | o=—FH2) +a
y=0 y=20 y=0

Donc I’abscisse du point d’intersection de la tangente au graphe de f au point d’abscisse x( et de ’axe

: f(z0)
des abscisses est —f,(w‘;) + xp.

3. On représente les trois premiers termes de (z,,) sur le graphe de = — 3 — 23. Chaque z,, s’obtient comme /2
intersection de l’axe des abscisses avec la tangente au graphe a ’abscisse z,,_1. On s’approche trés rapi-
dement de /3.




4.

5.

=3-x

X9 T Zo

02 04 06 08 1 1.2 1.4 1.6V3i 2 22 24 26 28

Par hypothése, la fonction f est de classe C? sur [a,b] donc a fortiori la fonction f est de classe C! sur

[a,b] et la dérivée f’ est de classe C! sur [a,b]. Par quotient puis différence avec la fonction identité qui

est de classe C! sur [a,b], la fonction g : 2 — x — ]f,((“;)) est de de classe C! sur [a,b]. Et Vz € [a,b],
7 2 " "

§ (@) = 1 - LOPZL@IE) _ [0

Et comme f(a) =0, g(a) = a et ¢'(a) = 0.

a. On rappelle que la fonction valeur absolue y — |y| est continue sur R.

» Par hypothése, la fonction f est de classe C? sur [a,b] donc f’ est continue sur le segment [a, b] et
par composition avec la fonction valeur absolue, la fonction ¢ — |f’(t)| est continue sur le segment
[a,b]. D’aprés le théoréme des bornes atteintes, cette fonction admet un minimum que ’on notera m.
Donc ¥t € [a,b], |f'(t)] = m. De plus, m étant un minimum, il existe t,, € [a, b] tel que m = |f'(tm)|.
Or, par hypotheése, la fonction f’ ne s’annule pas, donc m = |f’(¢,,)| > 0.

* Comme la fonction f est de classe C? sur [a,b], f” est continue sur le segment [a,b] et est donc
bornée sur le segment [a,b], autrement dit il existe M > 0 tel que V¢ € [a,b], |f”(t)] < M. Comme
1" n’est pas identiquement nul, M est strictement positif.

b. Par hypothése, la fonction f est de classe C? sur [a,b] donc f est dérivable sur [a,b] et f’ est continue
sur le segment [a,b] donc, d’aprés le théoréme des bornes atteintes, f’ est bornée sur [a, b]. Donc il
existe L € R tel que Vt € [a,b], | f'(t)] < L. De plus, d’aprés 5a, la fonction ¢ — |f'(t)] est & valeurs
strictement positives sur [a,b], donc par transitivité, L > 0. D’aprés 'inégalité des accroissements
finis,

Vti,ta € [a,b], |f(t1) — f(t2)] < L|t; — ta]

Et par conséquent, comme « € [a, b] et que f(a) = 0,

Vt e [a,b], |f(t)] < L|t — ¢

c. Soit t € [, 2] < [a, b].
D’aprés la question 4, |¢/(t)| = \f(f(f(gg;”)\ =l &”f?ﬂjﬁ””".

. R
N\

/3

/2

/2

/2



6.

7.

D’apreés 5a, |f”(t)| < M.
D’aprés 5a, 0 < m < |f/(t)| donc 0 < m? < |f/(¢)|? et donc 0 < W < L5
D’apres 5b, |f(t)] < L|t — «. De plus, ¢t € [o,z] donc @ < ¢t < x donc 0 < ¢t —a < x — o donc
[t—al=t—a<z—a=|r—aletenfin comme L >0, |f(t)] < L|t —«a| < L|z — al.
. . ML|z—
Par produit, on obtient que |¢'(t)] < %
Cela démontre que Vt € [a, 2], |¢'(t)] < W De plus, la fonction g est dérivable sur [«, z] donc,
d’aprés l'inégalité des accroissements finis, on obtient que
MLz — «
i, ts € [0, lo(t) — g(t2)] < e

En particulier et parce que z € [, z], o € [, 2] et g(a) = a, on a

ML|x — af
lg(z) —af < T‘x —af
d. En posant K = % > (), d’aprés la question précédente, on a
Yz € [a,b], |g(x) —a| < K|z — al.
D’aprés la question 4, la fonction ¢ est dérivable sur [a,b] et Ya € [a,b], ¢'(z) = % Or, d’apreés
Pénonce, Vo € [a,b], f”(x) > 0. De plus, Vz € [a,b], f'(z) < 0 donc f est strictement décroissante sur
[a,b] et s’annule en «. On en déduit que Vx € [a, o, f(z) > 0 et Vx €]a, b], f(x) < 0. Par conséquent,
V€ [a,b], ¢'(z) = % >0siz<a
=0siz=a
<0siz>a

Donc la fonction g est strictement croissante sur [a, a] et strictement décroissante sur [«, b].
Si u est un point fixe de g, alors f(u) = 0. Comme f s’annule une seul fois sur [a,b], g admet un unique
point fixe, qui vaut a.
Par conséquent, comme g est croissante sur [a,«], Vz € [a,a], g(a) < g(z) < g(a) = a, c’est-a-dire que
9(la,a]) < [a,a].
a. On va vérifier par récurrence que ¥Yn € N*, l'assertion H(n) = [le terme x,, est bien défini et a <
x, < a] est vraie.
Initialisation : D’aprés I’énoncé, xg € [a, b] donc 21 = g(x() est bien défini et appartient a [a, a] donc
a < x1 < a. Donc H(1) est vraie.
Hérédité : Soit n € N*. On suppose que H(n) est vraie. On a z, € [a,a] < [a,b] donc 2,11 = g(ay)
est bien défini et appartient a [a, ] donc a < z,4+1 < a. Donc H(n + 1) est vraie.
Conclusion : d’aprés le théoréme de récurrence, ¥n € N*| I’assertion H(n) est vraie.
De plus, d’apreés ’énoncé, le terme 1z est bien défini, appartient a [a, b] (mais peut-étre pas a [a, ).
On en conclut que la suite (z,)nen est bien définie, minorée par a et majorée par « a partir du rang

1.
b. On va vérifier par récurrence que Vn € N*, 'assertion K(n) = [z, < x,41] est vraie.
Initialisation : On a x1 = g(xg) € [a,]. Donc 9 = g(x1) = 1 — ]{,((9;11)). Or, 71 < a donc f(x1) =0

et f’(x1) <0. Donc zy = 1 — ]{,((9;11)) > x1. Donc K (1) est vraie.

Hérédité : Soit n € N. On suppose que K (n) est vraie c’est-a-dire que z,, < x,+1. D’aprés la question
précédente, on a a < x, < T,4+1 < « et, comme d’aprés la question 6, g est croissante sur [a, ],
g(zn) < g(xp41) est-a-dire z, 41 < xp42. Donc K(n + 1) est vraie.
Conclusion : d’aprés le théoréme de récurrence, Vn € N*, assertion H(n) est vraie c’est-a-dire que
la suite (2, )nen* €St croissante.

c. D’apreés les questions 7a et 7b, la suite (2, ),en+ €st croissante est majorée par . D’apreés le théoréme
de la limite monotone, elle converge vers une limite £ < a.
On sait que nLHBw x, = £. D’une part, la suite (2,+1)nen+ €st une suite extraite de (z,,)nen+ donc

hIJIrl Tpy1 = L. D’autre part, d’aprés 7a, VYn € N* a < x,, < a donc d’aprés la propriété de passage
n—+0o0

a la limite dans les inégalités, a < £ < o < b et comme g est continue sur [a, b], elle est continue en ¢
donc liIE g(x,) = g(¢) c’est-a-dire que HI_E Zn+1 = g(£). Par unicité de la limite, on conclut que
n—-+0o n—-+0o

¢ = g(¢). Donc £ € [a,a] C [a,b] et est un point fixe de g. D’aprés la question 6, ¢ = «.

/1

/2

N

/1

/1



8. On va vérifier par récurrence que Vn € N, Dassertion L(n) = [|z, — a| < £ (K|zo — o|)?"] est vraie. /2
Initialisation : 4 (K|zo — o)) = +(Kl|zg — al)! = |zg — a| = |zo — a|. Donc L(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N. On suppose que L(n) est vraie c’est-a-dire que |z, — a < %(K|xo —al)? . D’apres
la question 5d, |z,11 — a| = |g(zn) — a| < K|z, —al?. Or 0 < |2,41 — o = |g(zn) — a| < K|z, — af?

)2 = (Kl — a|)?""". Donc en multipliant par K, par transitivité,

)>

donc |z, — al® < (% (K|zo — o) =

|@ni1 — al < Flwo— o>

Conclusion : d’aprés le théoréme de récurrence, Vn € N, lassertion L(n) est vraie c’est-a-dire que :
1 n

VneN, |z, —al < ?(K(:po —a))?.



