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DS n°5 : Sujet 1 - Correction

Exercice 1 (Préliminaires /8). Appliquons l'algorithme de Gauss-Jordan :

Pour A “

(
1 2
6 11

)
: /2

(
1 2 1 0
6 11 0 1

)
ðñ

(
1 2 1 0
0 ´1 ´6 1

)
L2 Ð L2 ´ 6L1

A est donc inversible, déterminons A´1 :

ðñ

(
1 2 1 0
0 1 6 ´1

)
L2 Ð ´L2

ðñ

(
1 0 ´11 2
0 1 6 ´1

)
L1 Ð L1 ´ 2L2

donc A´1 “

(
´11 2
6 ´1

)
.

Pour B “

 2 ´1 2
5 ´3 3

´1 0 ´2

 : /3

 2 ´1 2 1 0 0
5 ´3 3 0 1 0

´1 0 ´2 0 0 1


ðñ

 1 0 2 0 0 ´1
5 ´3 3 0 1 0
2 ´1 2 1 0 0

 L1 Ð ´L3

L3 Ð L1

ðñ

 1 0 2 0 0 ´1
0 ´3 ´7 0 1 5
0 ´1 ´2 1 0 2

 L2 Ð L2 ´ 5L1

L3 Ð L3 ´ 2L1

ðñ

 1 0 2 0 0 ´1
0 ´3 ´7 0 1 5
0 0 ´1 ´3 1 ´1


L3 Ð ´3L3 ` L2

B est donc inversible, déterminons B´1 :

ðñ

 1 0 0 ´6 2 ´3
0 ´3 0 21 ´6 12
0 0 ´1 ´3 1 ´1

 L1 Ð L1 ` 2L3

L2 Ð L2 ´ 7L3

ðñ

 1 0 0 ´6 2 ´3
0 1 0 ´7 2 ´4
0 0 1 3 ´1 1

 L2 Ð ´L2{3
L3 Ð ´L3

On obtient donc B´1 “

´6 2 ´3
´7 2 ´4
3 ´1 1

. Véri�er par le calcul que BB´1 “ I3.

Pour inverser C, on calcule C2 “ 3I3`2C, donc C2´2C “ CpC´2I3q “ 3I3 donc C est inversible, d'inverse /3
C´1 “ 1

3 pC ´ 2I3q.

C´1 “
1

3


´2 1 1 1
1 ´2 1 1
1 1 ´2 1
1 1 1 ´2

 .
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Exercice 2 (/18). Pour tout n P N, on pose fnpxq “ cospn arccosxq.
1. arccos est dé�nie sur le domaine D “ r´1, 1s. Comme cos est dé�nie sur R entier, par composition, pour /1

tout n P N, la fonction fn est dé�nie sur D.
2. a. Soit θ P R. On a cosp2θq “ cos2pθq ´ sin2pθq “ 2 cos2pθq ´ 1. /2

De plus, la formule de linéarisation cos3
(
θq “ 1

4 pcosp3θq ` 3 cospθq
)
donne

cosp3θq “ 4 cos3pθq ´ 3 cospθq.

b. Soit x P D. Comme cosparccospxqq “ x, on a grâce à la question précédente : /2

f1pxq “ cosparccospxqq “ x,

f2pxq “ cosp2 arccospxqq “ 2 cos2parccospxqq ´ 1 “ 2x2 ´ 1,

f3pxq “ cosp3 arccospxqq “ 4 cos3parccospxqq ´ 3 cosparccospxqq “ 4x3 ´ 3x.
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3. a. On a pour tout θ P R, cospπ ´ θq “ ´ cospθq. En particulier, si x P D, on a /1

cospπ ´ arccospxqq “ ´ cosparccospxqq “ ´x.

Comme ´x et cospπ ´ arccospxqq sont dans D, on peut appliquer arccos pour obtenir l'égalité de-
mandée : π ´ arccospxq “ arccosp´xq.

b. Pour tout n P N et x P D, fnp´xq “ cospn arccosp´xqq “ cospnπ ´ n arccospxqq d'après la question /1
précédente.
Si n est pair, comme la fonction cos est 2π périodique, on a donc

fnp´xq “ cosp´n arccospxqq “ cospn arccospxqqq

par parité de cos, donc fn est paire.
Si n est impair, cospnπ ` θq “ ´ cospθq pour tout réel θ, et on a donc

fnp´xq “ ´ cosp´n arccospxqqq “ ´ cospn arccospxqqq

par parité de cos, donc fn est impaire.
4. On utilise la formule de trigonométrie cosppq ` cospqq “ 2 cos

(
p´q
2

)
cos

(
p`q
2

)
. si n P N‹@x P D, /2

fn`1pxq ` fn´1pxq “ cos (pn ` 1q arccospxq) ` cos (pn ´ 1q arccospxq)

“ 2 cos (n arccospxq) cosparccospxqq

“ 2xfnpxq.

Fixons à présent n P N.
5. a. Comme cos est de classe C8 sur R entier et arccos est de classe C8 sur s ´ 1, 1r, par composition fn /3

est de classe C8 sur s ´ 1, 1r. On calcule ses dérivées par composition puis produit : si x Ps ´ 1, 1r,

f 1
npxq “ ´n arccos1pxq sinpn arccospxqq “

n√
1 ´ x2

sinpn arccospxqq,

f2
npxq “

nx

p1 ´ x2q
3
2

sinpn arccospxqq ´
n2

1 ´ x2
cospn arccospxqq.

b. En utilisant ce qui précède, on obtient si x Ps ´ 1, 1r, /1

p1 ´ x2qf2
npxq “

nx√
1 ´ x2

sinpn arccospxqq ´
n2

cos
pn arccospxqq “ xf 1

npxq ´ n2fnpxq,

ce qui correspond à l'égalité demandée.
6. a. On pose u “ arccospxq, de sorte que x “ cospuq et u Ñ 0` quand x Ñ 1´. On a alors /2

arccospxq√
1 ´ x

“
u√

1 ´ cospuq
„

uÑ0

u√
u2{2

Ñ
uÑ0

√
2.

On a donc montré que lim
xÑ1´

arccospxq√
1 ´ x

“
√
2.

b. Étudions le taux d'accroissement de fn en 1´ : si x ă 1,
fnp1q ´ fnpxq

1 ´ x
“

1 ´ cospn arccospxqq

1 ´ x
car /2

cospn arccosp1qq “ cosp0q “ 1.
Or comme arccospxq Ñ 0 quand x Ñ 1, on a 1 ´ cospn arccospxqq „

xÑ1

1
2 pn arccospxqq2. Donc

fnp1q ´ fnpxq

1 ´ x
“

1 ´ cospn arccospxqq

1 ´ x
„

xÑ1

1
2n

2 arccos2pxq

1 ´ x
Ñ
uÑ0

n2

en utilisant la limite obtenue à la question précédente. Comme le taux d'accroissement de fn en 1
admet une limite �nie, on a donc montré que fn est dérivable en 1, avec f 1

np1q “ n2.
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Autre possibilité : on souhaiter appliquer le théorème "limite de la dérivée" à fn. Montrons que f 1
npxq

admet une limite �nie quand x tend vers 1 :

f 1
npxq “

n√
1 ´ x2

sinpn arccosxq

„
xÑ1

n√
1 ´ x2

n arccosx car arccosx Ñ 0 quand x Ñ 1 et sinu „
uÑ0

u

“ n2 arccospxq√
1 ´ x

√
1 ` x

Ñ
xÑ1

n2

√
2√
2
en utilisant la question précédente

“ n2.

Comme fn est continue sur D “ r´1, 1s, dérivable sur s ´ 1, 1r et f 1
n admet une limite �nie en 1, fn

est donc dérivable en 1 d'après le théorème "limite de la dérivée", de dérivée f 1
np1q “ n2.

c. Comme f est paire ou impaire, son domaine de dé�nition est symétrique par rapport à 0, donc fn /1
est dérivable en ´1, avec f 1

np´1q “ ´f 1
np1q “ ´n2 si n est pair (car dans ce cas fn est paire d'après

la question 3b, donc f 1
n est impaire), et f 1

np´1q “ f 1
np1q “ n2 si n est impair (car dans ce cas fn est

impaire, donc f 1
n est paire).
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Exercice 3 (/8). 1. Il y a 3 possibilités de résultat pour chacune des 48 courses. D'où 348 grilles possibles. /1
2. L'évènement contraire est : "P. ne gagne aucune course". Or, les grilles telles que P. ne gagne aucune /1

course sont celles qui ne comportent que des F ou des V. Il y en a 248 (2 possibilités pour chaque case).
Finalement, le nombre de grilles telles que P. gagne au moins une course est 348 ´ 248.

3. Pour créer une telle grille, on peut procéder selon les étapes suivantes : /2
� On place les 10 P. dans la grille :

(
48
10

)
possibilités.

� On remplit le reste avec des F. et des V. Pour chacune des 38 cases restantes, 2 possibilités (F. ou
V.), donc 238 possibilités.

Finalement, il y a
(
48
10

)
ˆ 238 grilles telles que P. a gagné exactement 10 courses.

4. Pour créer une telle grille, on peut procéder selon les étapes suivantes : /2
� On place les 10 P. dans la grille :

(
48
10

)
possibilités.

� On place les 18 V. dans la grille :
(
48´10

18

)
“

(
38
18

)
possibilités.

� On remplit le reste avec des F. (aucun choix à faire).
Finalement il y a

(
48
10

)
ˆ
(
38
18

)
grilles telles que P. a gagné 10 courses et V. 18 courses.

5. On raisonne sur chaque coupe indépendamment des autres. Pour une coupe de 4 courses, il y a 3 cas /2
possibles :

‚ F. gagne 0 course : 24 possibilités (placement de P. ou V.)
‚ F. gagne 1 course :

� choix de la course gagnée par F. : 4 possibilités ;
� remplissage des autres cases par V. ou P. : 23 possibilités.
Donc 4 ˆ 23 possibilités dans ce cas.

‚ F. gagne 2 courses :
(
4
2

)
ˆ 22 possibilités.

Donc pour une coupe, il y a 24 ` 4.23 `
(
4
2

)
.22 “ 72 possibilités.

Or, il y a 12 coupes indépendantes les unes des autres. Donc �nalement, le nombre de grilles possibles
respectant cette condition est 7212.

����������������������
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Exercice 4 (/14). 1. a. Les calculs des produits matriciels donnent L2 “ 3L,M2 “ 3M ,ML “ LM “ 03. /2
b. Notons pour n P N‹, Ppnq :� Mn “ 33´1M �. /1

Pour n “ 1, on a M1 “ M et 31´1M “ M , donc Pp1q est vraie.
Supposons Ppnq vraie pour un certain n ě 1. On a alors

Mn`1 “ Mn ˆ M “ 3n´1M ˆ M “ 3n´1M2 “ 3nM car M2 “ 3M,

et ainsi Ppn ` 1q est vraie.

Par récurrence, on a montré que pour tout n P N˚, Mn “ 3n´1M .

La démonstration est identique pour la relation Ln “ 3n´1L car on a aussi la relation L2 “ 3L.
c. À l'aide des coe�cients en position 1,1 et 2,2 on trouve que a “ ´1

3 et b “ 2
3 sont les seules valeurs /1

possibles puis on véri�e la relation A “ ´1
3 L ` 2

3M .

d. Soit n P N˚. On a An “ paL ` bMqn avec aL et bM deux matrices qui commutent d'après 1.(a) car /1
aL ˆ bM “ pabqLM “ O3 “ bM ˆ aL. D'après le binôme de Newton, on a donc

An “

n∑
k“0

(
n

k

)
paLqkpbMqn´k “ pbMqn `

n∑
k“1

(
n

k

)
paLqkpbMqn´k ` paLqn

“ bn3n´1M `

n∑
k“1

(
n

k

)
akbn´l3n´2 ML︸︷︷︸

“O3

`an3n´1L

“
p´1qn

3
M `

2n

3
L

Remarque. On peut aussi démontrer le résultat par récurrence, mais a�rmer que paL`bMq
n

“ paLq
n

`pbMq
n

sans justi�cation est insu�sant.

2. X1 “

0
0
3

 et X2 “

 4
´2
5

. /1

3. a. Tout d'abord, pour Y P M3,1pRq, /2

Y “ AY ` U ô Y ´ AY “ U ô I3Y ´ AY “ U ô pI3 ´ AqY “ U.

On résout la dernière équation, où I3 ´ A “

 1 1 ´1
0 ´1 0

´2 ´1 0

 et U “

 1
´2
2

, ce qui revient à

appliquer l'algorithme du pivot de la manière suivante : 1 1 ´1 1
0 ´1 0 ´2

´2 ´1 0 2

 ⇝
L3ÐL3`2L1

 1 1 ´1 1
0 1 0 2
0 1 ´2 4

 ⇝
...

 1 0 0 ´2
0 1 0 2
0 0 1 ´1



Ainsi, l'unique solution est Y “

´2
2

´1

 .

b. Notons Ppnq : � Xn ´ Y “ AnpX0 ´ Y q � pour tout n P N. /1
� Comme A0 “ I3, on a A0pX0 ´ Y q “ X0 ´ Y et donc Pp0q est vraie.
� Ensuite, supposons Ppnq vraie pour un certain n P N. On a alors

Xn`1 ´ Y “ AXn ` U ´ Y “ ApXn ´ Y q ` AY ` U ´ Y︸ ︷︷ ︸
“0

“ A ˆ AnpX0 ´ Y q “ An`1pX0 ´ Y q,

et ainsi Ppn ` 1q est vraie.

On a montré par récurrence que Xn ´ Y “ AnpX0 ´ Y q pour tout n P N.
4. a. On procède par récurrence. /2
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� Pour n “ 1, c'est vraie car AX0 ` p
0∑

k“0

AkqU “ AX0 `A0U “ AX0 `U “ X1 par déf de la suite

pXnq.
� Supposons la formule vraie pour un certain rang n P N˚. On a alors

Xn`1 “ AXn`U “ A
(
AnX0`

( n´1∑
k“0

Ak
)
U
)

`U “ An`1X0`

( n´1∑
k“0

Ak`1
)
U`A0U “ An`1X0`

( n`1∑
i“0

Ai
)
U

ce qui montre la formule au range n ` 1.
Par principe de récurrence, on a donc montré le résultat pour tout n P N˚.

b. On observe que L ` M “ 3I3, de sorte que l'identité Ak “ 1
3

(
p´1qkL ` 2kM

)
est également véri�ée /1,5

pour k “ 0. Ainsi si n P N,

Sn “
1

3

( n∑
k“0

p´1qk
)
L `

1

3

( n∑
k“0

2k
)
M “

1 ´ p´1qn`1

6
L `

2n`1 ´ 1

3
M.

5. D'après la question 1d, on a A7 “ 1
3 (´L ` 128M) ce qui donne : /1,5

A7 “

42 ´43 43
0 128 0
86 43 85

 .

En utilisant la question 3b, on obtient alors

X7 “ Y ` A7pX0 ´ Y q “

´2
2

´1

 `

42 ´43 43
0 128 0
86 43 85

 2
´1
1

 “

´2
2

´1

 `

 170
´128
214

 “

 168
´126
213

 .
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Exercice 5 (/22). 1. Par hypothèse, la fonction f est de classe C2 donc continue sur le segment ra, bs et /2
fpaq ą 0 ą fpbq donc 0 est une valeur intermédiaire entre fpaq et fpbq. D'après le théorème des valeurs
intermédiaires, il existe α P ra, bs tel que fpαq “ 0.
De plus, par hypothèse, la fonction f est dérivable sur ra, bs de dérivée strictement négative donc f est
strictement monotone donc injective sur ra, bs. Par conséquent, 0 admet au plus un antécédent par f dans
ra, bs.
On en déduit que α est l'unique antécédent de 0 par f dans ra, bs.
En�n, si α “ a alors 0 “ fpαq “ fpaq ą 0 : c'est une contradiction. Donc α ‰ a. Et si α “ b alors
0 “ fpαq “ fpbq ă 0 : c'est une contradiction. Donc α ‰ b. Donc α Psa, br.
On a démontré qu'il existe un unique α Psa, br tel que fpαq “ 0.

2. La tangente au graphe de f au point d'abscisse x0 a pour équation cartésienne y “ f 1px0qpx´x0q ` fpx0q /1
et l'axe des abscisses a pour équation cartésienne y “ 0.
On a les équivalences suivantes :{

y “ f 1px0qpx ´ x0q ` fpx0q

y “ 0
ô

{
0 “ f 1px0qpx ´ x0q ` fpx0q

y “ 0
ô

{
x “ ´

fpx0q

f 1px0q
` x0

y “ 0

Donc l'abscisse du point d'intersection de la tangente au graphe de f au point d'abscisse x0 et de l'axe
des abscisses est ´

fpx0q

f 1px0q
` x0.

3. On représente les trois premiers termes de pxnq sur le graphe de x ÞÑ 3 ´ x3. Chaque xn s'obtient comme /2
intersection de l'axe des abscisses avec la tangente au graphe à l'abscisse xn´1. On s'approche très rapi-
dement de

√
3.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

´7

´6

´5

´4

´3

´2

´1

1

2

3

4

y “ 3 ´ x2

x0x1x2

√
3

4. Par hypothèse, la fonction f est de classe C2 sur ra, bs donc a fortiori la fonction f est de classe C1 sur /3
ra, bs et la dérivée f 1 est de classe C1 sur ra, bs. Par quotient puis di�érence avec la fonction identité qui
est de classe C1 sur ra, bs, la fonction g : x ÞÑ x ´

fpxq

f 1pxq
est de de classe C1 sur ra, bs. Et @x P ra, bs,

g1pxq “ 1 ´
pf 1

pxqq
2

´f2
pxqfpxq

pf 1pxqq2
“

f2
pxqfpxq

pf 1pxqq2
.

Et comme fpαq “ 0, gpαq “ α et g1pαq “ 0.
5. a. On rappelle que la fonction valeur absolue y ÞÑ |y| est continue sur R. /2

‹ Par hypothèse, la fonction f est de classe C2 sur ra, bs donc f 1 est continue sur le segment ra, bs et
par composition avec la fonction valeur absolue, la fonction t ÞÑ |f 1ptq| est continue sur le segment
ra, bs. D'après le théorème des bornes atteintes, cette fonction admet un minimum que l'on notera m.
Donc @t P ra, bs, |f 1ptq| ě m. De plus, m étant un minimum, il existe tm P ra, bs tel que m “ |f 1ptmq|.
Or, par hypothèse, la fonction f 1 ne s'annule pas, donc m “ |f 1ptmq| ą 0.
‹ Comme la fonction f est de classe C2 sur ra, bs, f2 est continue sur le segment ra, bs et est donc
bornée sur le segment ra, bs, autrement dit il existe M ě 0 tel que @t P ra, bs, |f2ptq| ď M . Comme
f2 n'est pas identiquement nul, M est strictement positif.

b. Par hypothèse, la fonction f est de classe C2 sur ra, bs donc f est dérivable sur ra, bs et f 1 est continue /2
sur le segment ra, bs donc, d'après le théorème des bornes atteintes, f 1 est bornée sur ra, bs. Donc il
existe L P R tel que @t P ra, bs, |f 1ptq| ď L. De plus, d'après 5a, la fonction t ÞÑ |f 1ptq| est à valeurs
strictement positives sur ra, bs, donc par transitivité, L ą 0. D'après l'inégalité des accroissements
�nis,

@t1, t2 P ra, bs, |fpt1q ´ fpt2q| ď L|t1 ´ t2|

Et par conséquent, comme α P ra, bs et que fpαq “ 0,

@t P ra, bs, |fptq| ď L|t ´ α|

c. Soit t P rα, xs Ă ra, bs. /2

D'après la question 4, |g1ptq| “ |
f2

pxqfpxq

pf 1pxqq2
| “

|f2
pxq||fpxq|

|f 1pxq|2
.
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D'après 5a, |f2ptq| ď M .
D'après 5a, 0 ă m ď |f 1ptq| donc 0 ă m2 ď |f 1ptq|2 et donc 0 ă 1

|f 1ptq|2
ď 1

m2 .
D'après 5b, |fptq| ď L|t ´ α|. De plus, t P rα, xs donc α ď t ď x donc 0 ď t ´ α ď x ´ α donc
|t ´ α| “ t ´ α ď x ´ α “ |x ´ α| et en�n comme L ą 0, |fptq| ď L|t ´ α| ď L|x ´ α|.
Par produit, on obtient que |g1ptq| ď

ML|x´α|

m2 .

Cela démontre que @t P rα, xs, |g1ptq| ď
ML|x´α|

m2 . De plus, la fonction g est dérivable sur rα, xs donc,
d'après l'inégalité des accroissements �nis, on obtient que

@t1, t2 P rα, xs, |gpt1q ´ gpt2q| ď
ML|x ´ α|

m2
|t1 ´ t2|

En particulier et parce que x P rα, xs, α P rα, xs et gpαq “ α, on a

|gpxq ´ α| ď
ML|x ´ α|

m2
|x ´ α|

d. En posant K “ ML
m2 ą 0, d'après la question précédente, on a /1

@x P ra, bs, |gpxq ´ α| ď K|x ´ α|2.

6. D'après la question 4, la fonction g est dérivable sur ra, bs et @x P ra, bs, g1pxq “
f2

pxqfpxq

pf 1pxqq2
. Or, d'après /2

l'énoncé, @x P ra, bs, f2pxq ą 0. De plus, @x P ra, bs, f 1pxq ă 0 donc f est strictement décroissante sur
ra, bs et s'annule en α. On en déduit que @x P ra, αr, fpxq ą 0 et @x Psα, bs, fpxq ă 0. Par conséquent,

@x P ra, bs, g1pxq “
f2

pxqfpxq

pf 1pxqq2
ą 0 si x ă α

“ 0 si x “ α
ă 0 si x ą α

Donc la fonction g est strictement croissante sur ra, αs et strictement décroissante sur rα, bs.
Si u est un point �xe de g, alors fpuq “ 0. Comme f s'annule une seul fois sur ra, bs, g admet un unique
point �xe, qui vaut α.
Par conséquent, comme g est croissante sur ra, αs, @x P ra, αs, gpaq ď gpxq ď gpαq “ α, c'est-à-dire que
gpra, αsq Ă ra, αs.

7. a. On va véri�er par récurrence que @n P N˚, l'assertion Hpnq “ rle terme xn est bien dé�ni et a ď /1
xn ď αs est vraie.
Initialisation : D'après l'énoncé, x0 P ra, bs donc x1 “ gpx0q est bien dé�ni et appartient à ra, αs donc
a ď x1 ď α. Donc Hp1q est vraie.
Hérédité : Soit n P N˚. On suppose que Hpnq est vraie. On a xn P ra, αs Ă ra, bs donc xn`1 “ gpxnq

est bien dé�ni et appartient à ra, αs donc a ď xn`1 ď α. Donc Hpn ` 1q est vraie.
Conclusion : d'après le théorème de récurrence, @n P N˚, l'assertion Hpnq est vraie.
De plus, d'après l'énoncé, le terme x0 est bien dé�ni, appartient à ra, bs (mais peut-être pas à ra, αs).
On en conclut que la suite pxnqnPN est bien dé�nie, minorée par a et majorée par α à partir du rang
1.

b. On va véri�er par récurrence que @n P N˚, l'assertion Kpnq “ rxn ď xn`1s est vraie. /1
Initialisation : On a x1 “ gpx0q P ra, αs. Donc x2 “ gpx1q “ x1 ´

fpx1q

f 1px1q
. Or, x1 ď α donc fpx1q ě 0

et f 1px1q ă 0. Donc x2 “ x1 ´
fpx1q

f 1px1q
ě x1. Donc Kp1q est vraie.

Hérédité : Soit n P N. On suppose que Kpnq est vraie c'est-à-dire que xn ď xn`1. D'après la question
précédente, on a a ď xn ď xn`1 ď α et, comme d'après la question 6, g est croissante sur ra, αs,
gpxnq ď gpxn`1q c'est-à-dire xn`1 ď xn`2. Donc Kpn ` 1q est vraie.
Conclusion : d'après le théorème de récurrence, @n P N˚, l'assertion Hpnq est vraie c'est-à-dire que
la suite pxnqnPN˚ est croissante.

c. D'après les questions 7a et 7b, la suite pxnqnPN˚ est croissante est majorée par α. D'après le théorème /1
de la limite monotone, elle converge vers une limite ℓ ď α.
On sait que lim

nÑ`8
xn “ ℓ. D'une part, la suite pxn`1qnPN˚ est une suite extraite de pxnqnPN˚ donc

lim
nÑ`8

xn`1 “ ℓ. D'autre part, d'après 7a, @n P N˚, a ď xn ď α donc d'après la propriété de passage

à la limite dans les inégalités, a ď ℓ ď α ď b et comme g est continue sur ra, bs, elle est continue en ℓ
donc lim

nÑ`8
gpxnq “ gpℓq c'est-à-dire que lim

nÑ`8
xn`1 “ gpℓq. Par unicité de la limite, on conclut que

ℓ “ gpℓq. Donc ℓ P ra, αs Ă ra, bs et est un point �xe de g. D'après la question 6, ℓ “ α.
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8. On va véri�er par récurrence que @n P N, l'assertion Lpnq “ r|xn ´ α| ď 1
K pK|x0 ´ α|q2

n

s est vraie. /2

Initialisation : 1
K pK|x0 ´ α|q2

0

“ 1
K pK|x0 ´ α|q1 “ |x0 ´ α| ě |x0 ´ α|. Donc Lp0q est vraie.

Hérédité : Soit n P N. On suppose que Lpnq est vraie c'est-à-dire que |xn ´ α| ď 1
K pK|x0 ´ α|q2

n

. D'après
la question 5d, |xn`1 ´ α| “ |gpxnq ´ α| ď K|xn ´ α|2. Or 0 ď |xn`1 ´ α| “ |gpxnq ´ α| ď K|xn ´ α|2

donc |xn ´ α|2 ď p 1
K pK|x0 ´ α|q2

n

q2 “ 1
K2 pK|x0 ´ α|q2

n`1

. Donc en multipliant par K, par transitivité,

|xn`1 ´ α| ď 1
K |x0 ´ α|2

n`1

.
Conclusion : d'après le théorème de récurrence, @n P N, l'assertion Lpnq est vraie c'est-à-dire que :

@n P N, |xn ´ α| ď
1

K
pKpx0 ´ αqq2

n

.

8


