
841 - Lycée du Parc Année 2023-2024

DS n°5 : Sujet 2 - Correction

Exercice 1. (/9)
1. Il y a 3 possibilités de résultat pour chacune des 48 courses. D'où 348 grilles possibles. /1

2. L'évènement contraire est : "P. ne gagne aucune course". Or, les grilles telles que P. ne gagne aucune /2
course sont celles qui ne comportent que des F ou des V. Il y en a 248 (2 possibilités pour chaque case).
Finalement, le nombre de grilles telles que P. gagne au moins une course est 348 ´ 248.

3. Pour créer une telle grille, on peut procéder selon les étapes suivantes : /2

� On place les 10 P. dans la grille :
(
48
10

)
possibilités.

� On remplit le reste avec des F. et des V. Pour chacune des 38 cases restantes, 2 possibilités (F. ou
V.), donc 238 possibilités.

Finalement, il y a
(
48
10

)
ˆ 238 grilles telles que P. a gagné exactement 10 courses.

4. Pour créer une telle grille, on peut procéder selon les étapes suivantes : /2

� On place les 10 P. dans la grille :
(
48
10

)
possibilités.

� On place les 18 V. dans la grille :
(
48´10

18

)
“
(
38
18

)
possibilités.

� On remplit le reste avec des F. (aucun choix à faire).

Finalement il y a
(
48
10

)
ˆ
(
38
18

)
grilles telles que P. a gagné 10 courses et V. 18 courses.

5. On raisonne sur chaque coupe indépendamment des autres. Pour une coupe de 4 courses, il y a 3 cas /2
possibles :

‚ F. gagne 0 course : 24 possibilités (placement de P. ou V.)

‚ F. gagne 1 course :

� choix de la course gagnée par F. : 4 possibilités ;

� remplissage des autres cases par V. ou P. : 23 possibilités.

Donc 4 ˆ 23 possibilités dans ce cas.

‚ F. gagne 2 courses :
(
4
2

)
ˆ 22 possibilités.

Donc pour une coupe, il y a 24 ` 4.23 `
(
4
2

)
.22 “ 72 possibilités.

Or, il y a 12 coupes indépendantes les unes des autres. Donc �nalement, le nombre de grilles possibles
respectant cette condition est 7212.

����������������������

Exercice 2. Comportement asymptotique de suite récurrente. (/14)

1. a. Notons g : x ÞÑ fpxq ´x. La fonction g est continue sur ra, bs par somme de fonctions continues, avec /2
gpaq “ fpaq ´ a ě 0 car fpaq P ra, bs, et gpbq ď 0.

Ainsi, d'après le théorème des valeurs intermédiaires, g s'annule au moins une fois sur ra, bs et donc
il existe α P ra, bs tel que fpαq “ α.

b. Soient α et β deux points �xes de f . Comme f est dérivable sur ra, bs avec |f 1| majorée par λ ă 1, /2
l'inégalité des accroissements �nis donne

|α ´ β| “ |fpαq ´ fpβq| ď λ|α ´ β|

Si |α ´ β| ‰ 0, cette inégalité impliquerait que 1 ă λ, ce qui est faux. Ainsi, on en déduit que
|α ´ β| “ 0, c'est à dire α “ β. Conclusion : f admet un unique point �xe.

2. On considère une suite punq dé�nie par u0 P ra, bs et @n P N, un`1 “ fpunq.

a. Comme f laisse l'intervalle ra, bs stable, on a par une récurrence immédiate que @n P N, un P ra, bs, /1
puis en appliquant l'inégalité des accroissements �nis entre un et α

|un`1 ´ α| “ |fpunq ´ fpαq| ď λ|un ´ α|.

b. Notons, pour n P N, Pn : � |un ´ α| ď λnpb ´ aq �. /2
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� u0 et α P ra, bs, donc |u0 ´ α| ď pb ´ aq ce qui montre que P0 est vraie.

� Supposons Pn vraie pour un certain rang n P N. On a alors

|un`1 ´ α| ď λ|un ´ α| ď λ ˆ λnpb ´ aq

ce qui montre Pn`1.

Par récurrence, on a donc montré que @n P N, |un ´ α| ď λnpb ´ aq.

Comme λn ÝÑ
nÑ8

0 car 0 ď λ ă 1, on en déduit par encadrement que un ÝÑ
nÑ8

α.

3. a. Soit k P N. L'égalité des accroissements �nis entre uk et α a�rme qu'il existe ck entre uk et α /2
(ck P ruk, αs ou ck P rα, uks selon l'ordre des bornes) tel que

uk`1 ´ α

uk ´ α
“

fpukq ´ fpαq

uk ´ α
“ f 1pckq.

Comme ck est dans ruk, αs ou rα, uks, on a |ck ´ α| ď |uk ´ α| ď λkpb ´ aq.

Et de plus, avec la suite pckq dé�nie ci-dessus, on a pour n P N
n´1∏
k“0

f 1pckq “

n´1∏
k“0

uk`1 ´ α

uk ´ α
“

un ´ α

u0 ´ α
par produit télescopique,

ce qui montre le résultat voulu.

b. Pour n P N, /1

n´1∏
k“0

f 1pckq

f 1pαqn
“

n´1∏
k“0

f 1pckq

f 1pαq
“

n´1∏
k“0

(
1 `

f 1pckq ´ f 1pαq

f 1pαq

)
“ exp

(
n´1∑
k“0

lnp1 ` vkq

)
.

Remarque : en toute rigueur, il pourrait y avoir un problème si 1 ` vk ď 0. Mais comme vk Ñ 0, on est sûr

qu'au moins à partir d'un certain rang, 1 ` vk ą 0. Il faudrait donc séparer le produit en deux, pour que

la somme dans l'exponentielle ne commence qu'à partir de ce rang, mais cela ne change rien à la suite du

raisonnement.

c. La fonction f2 est continue sur le segment ra, bs (car f est C2) donc f2 y est bornée. Notons A “ /2
sup
ra,bs

|f2|. L'inégalité des accroissements �nis, appliquée à f 1 qui est dérivable sur ra, bs, montre que

pour k P N, |f 1pckq ´ f 1pαq| ď A|ck ´ α| ď Apb ´ aqλk, et donc |vk| ď
Apb´aq

f 1pαq
λk.

d. Comme vk ÝÑ
kÑ8

0, on a lnp1 ` vkq „ vk, et pour q “ 1`λ
2 (qui véri�e λ ă q ă 1), on a |vk|

qk
ď /2

Mpλ
q qk ÝÑ

kÑ8
0 donc vk “ opqkq ce qui prouve �nalement que lnp1 ` vkq “ opqkq.

En appliquant le résultat admis, on en déduit donc qu'il existe ℓ P R tel que
n∑

k“0

lnp1 ` vkq ÝÑ
nÑ8

ℓ.

Ainsi

n´1∏
k“0

f 1
pckq

f 1pαqn
ÝÑ
nÑ8

exppℓq par continuité de l'exponentielle et donc

un ´ α „
nÑ8

pu0 ´ αqeℓf 1pαqn “ Cf 1pαqn.

����������������������

Exercice 3. Matrices magiques et semi-magiques. (/18)

1. Si M est une matrice de taille n, alors pour tout i P rr1, nss, MV “ M

1
...
1

 a pour i-ème coe�cient /2

n∑
k“1

mi,k, et pour tout i P rr1, nss, MJV “ MJ

1
...
1

 a pour i-ème coe�cient

n∑
k“1

mk,i.

On obtient donc l'équivalence demandée :
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� si MV “ MJV “ λV , cela veut dire que tous ces coe�cients sont les mêmes, et donc que pour tout
i dans rr1, nss,

∑n
k“1 mk,i “

∑n
k“1 mi,k “ λ, autrement dit M est semi-magique avec σpMq “ λ.

� réciproquement, si M est semi-magique, on en déduit que tous les coe�cients de MV et MJV sont
égaux à σpMq, et donc MV “ MJV “ λM avec λ “ σpMq.

2. a. Soient pα, βq P R2 et des matrices semi-magiques pM,Nq P SM2
n, avec les constantes associées σpMq /2

et σpNq.

Alors si on note respectivement mi,j , ni,j et ci,j les coe�cients des matrices M , N et αM ` βN , on
a pour tout i dans rr1, nss :

n∑
j“1

ci,j “

n∑
j“1

αmi,j `

n∑
j“1

βni,j “ α

n∑
j“1

mi,j ` β

n∑
j“1

ni,j “ ασpMq ` βσpNq.

De même pour tout j dans rr1, nss,

n∑
i“1

ci,j “

n∑
i“1

αmi,j `

n∑
i“1

βni,j “ α

n∑
i“1

mi,j ` β

n∑
i“1

ni,j “ ασpMq ` βσpNq.

La matrice αM ` βN est donc semi-magique, avec la constante σpαM ` βNq “ ασpMq ` βσpNq.

Si M et N sont de plus magiques, alors

σpαM ` βNq “ trpαM ` βNq “ α trpMq ` β trpNq “ ασpMq ` βσpNq,

et ∑
i,jPrr1,nss,i`j“n`1

ci,j “ α
∑

i,jPrr1,nss,i`j“n`1

mi,j ` β
∑

i,jPrr1,nss,i`j“n`1

ni,j “ ασpMq ` βσpNq,

donc αM ` βN P SMn est magique en plus d'être semi-magique.

b. On utilise la caractérisation de la question 1. Si M et N sont des matrices semi-magiques d'ordre n, /1
il existe λ et µ des réels tels que MV “ λV “ MJV où V “ p1 1 . . . 1qJ et NV “ µV “ NJV .
Alors MNV “ MpµV q “ µMV “ µλV et pMNqJV “ NJMJV “ NJpλV q “ λNJV “ λµV donc
MN est semi-magique puisque ν “ λµ “ µλ est un réel tel que MNV “ νV “ pMNqJV .

3. On désigne par J la matrice à coe�cients réels telle que @i P rr1, nss, @j P rr1, nss, Ji,j “ 1.

a. Notons que J “ JJ, puis JV “ JJV “ nV , donc J est semi-magique d'après la question 1, avec la /1
constante σpJq “ n. De plus tr J “ n et

∑
i,jPrr1,nss,i`j“n`1 Ji,j “

∑
i,jPrr1,nss,i`j“n`1 1 “ n, donc J

est une matrice magique.

b. On montre par récurrence que @p ě 1, Jp “ np´1J . /2
Initialisation : c'est vrai pour p “ 1 : J1 “ n0J .
Hérédité : on suppose que pour un certain p ě 1, Jp “ np´1J . Alors Jp`1 “ JpJ “ np´1J2 d'après
l'hypothèse de récurrence. Or J2 “ nJ donc Jp`1 “ npJ .
Conclusion : on a montré par récurrence que pour tout p ě 1, Jp “ np´1J .

4. Soit M une matrice semi-magique de MnpRq. Comme σpMqJ est la matrice avec tous ses coe�cients /1
égaux à sigmapMq, il su�t de montrer que les coe�cients des produits JM et MJ sont tous égaux à
σpMq. Calculons : si pi, jq P rr1, nss2,

pJMqi,j “

n∑
k“1

Ji,k︸︷︷︸
“1

Mk,j “

n∑
k“1

Mk,j “ σpMq et pMJqi,j “

n∑
k“1

Mi,k Jk,j︸︷︷︸
“1

“

n∑
k“1

Mi,k “ σpMq.

Donc JM “ σpMqJ “ MJ .

5. a. Si c ‰ 0, alors MpM2 ` aM ` bI3q “ cI3 donc M est inversible avec M´1 “ 1
c pM2 ` aM ` bI3q. /1

b. Soit M une matrice magique de trace nulle.

i. Comme M est une matrice magique de trace nulle, alors σpMq “ trpMq “ 0. Donc en particulier, /1
d'après la question 4, MJ “ σpMqJ “ 03 puisque M est semi-magique. Alors M ne peut pas être
inversible (sinon en multipliant par l'inverse de M on obtiendrait J “ 03 ce qui est impossible).

ii. D'après la question 5a, comme M n'est pas inversible, on a forcément c “ 0. Comme le coe�cient /1
a est égal à la trace de M , on a également a “ 0. On a donc M3 ` bM qui est égal à la matrice
nulle, autrement dit M3 “ λM avec le réel λ “ ´b.
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iii. Montrons par récurrence que pour tout k P N, il existe M2k`1 “ λkM . /1
Initialisation : on vient de le montrer pour k “ 1.
Hérédité : on suppose la propriété véri�ée pour un certain k P N. Alors

M2pk`1q`1 “ M2k`3 “ M2kM3 “ λM2k`1 car M3 “ λM

“ λλkM par hypothèse de récurrence.

Conclusion : pour tout k P N, M2k`1 “ λkM . Or on a vu dans la question 2a que si M est
magique, alors αM est magique pour tout réel α. Comme toutes les puissances impaires de M
sont des multiples de M , elles sont toutes magiques.

c. Soit M une matrice magique de MG3. On pose M0 “ M ´ 1
3 trpMqJ .

i. Notons que M0 est encore une matrice magique, comme combinaison linéaire de deux matrices /1
magiques (question 2a), et que de plus sa trace est nulle (car trpJq “ 3), donc σpM0q “ 0.
Donc M0 et J commutent (d'après la question 4), et on peut utiliser le binôme de Newton pour
déterminer Mp :

Mp “

(
M0 `

1

3
trpMqJ

)p

“

p∑
k“0

(
p

k

)
Mp´k

0

(
1

3
trpMqJ

)p

“ Mp
0 `

(
1

3
trpMqJ

)p

,

car tous les termes croisés s'annulent, puisque M0J “ σpM0qJ “ 03 (question 4). En utilisant
que Jp “ 3p´1J , on obtient �nalement Mp “ Mp

0 ` 3p´2 (trpMq)
p
J .

ii. Si p est impair, comme M0 est magique et de trace nulle, Mp
0 est magique d'après la question /1

5b. Donc si p est impair, on a écrit dans la question précédente Mp comme combinaison linéaire
de Mp

0 et de J qui sont toutes les deux magiques, donc Mp est magique (question 2a).

6. a. On véri�e par le calcul que A2 “ A ` 2Id. /0,5

b. On véri�e par récurrence que pour tout entier p ě 2, il existe deux entiers strictement positifs ap et /1,5
bp tels que Ap “ apA ` bpId.
Initialisation : on vient de le véri�er pour p “ 2.
Hérédité : supposons la propriété est véri�ée pour un certain p ě 2 : il existe deux entiers positifs ap
et bp tels que Ap “ apA` bpId. Alors A

p`1 “ apA
2 ` bpA “ appA` 2Idq ` bpA “ pap ` bpqA` 2apId.

Comme ap ` bp et 2ap sont bien des entiers strictement positifs, la propriété est donc véri�ée au
rang p ` 1. Conclusion : pour tout p ě 2, il existe deux entiers strictement positifs ap et bp tels que
Ap “ apA ` bpId.

c. Soit p ě 2. Raisonnons par l'absurde : si Ap est magique, alors Id “ 1
bp

pAp ´ apAq est aussi magique /1

comme combinaison linéaire des deux matrices magiques A et Ap (d'après la question 2a). Or Id n'est
pas magique car la somme de ses termes diagonaux est égale à 4, alors que la somme des coe�cients
d'une de ses lignes ou colonnes est égale à 1 (et la somme de son antédiagonale est nulle). On obtient
une contradiction, ce qui démontre que pour tout p ě 2, Ap ne peut pas être magique.

����������������������

Exercice 4. Fonctions à variation bornée. (/20)

1. Sur les fonctions monotones.

a. Soit f une fonction croissante sur ra, bs. Soit s P Spa, bq. On a : /2

vf psq “

ℓpsq∑
i“2

|fpsiq ´ fpsi´1q|

“

ℓpsq∑
i“2

fpsiq ´ fpsi´1q (car pour tout i, fpsiq ě fpsi´1q, par croissance)

“ fpsℓpsqq ´ fps1q (par télescopage)

“ fpbq ´ fpaq
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Ceci étant vrai pour toute subdivision s P Spa, bq, cela prouve que l'ensemble Af pa, bq est l'ensemble
à un seul élément : Af pa, bq “ {fpbq ´ fpaq}. Il est donc bien majoré (f est donc à variation bornée),
et sa borne supérieure vaut :

Vf pa, bq “ fpbq ´ fpaq

b. Soit f une fonction dé�nie sur ra, bs de la forme f “ g ´ h, où g et h sont deux fonctions croissantes /2
sur ra, bs. On a alors pour tout s P Spa, bq :

vf psq “

ℓpsq∑
i“2

|fpsiq ´ fpsi´1q|

“

ℓpsq∑
i“2

|
(
gpsiq ´ gpsi´1q

)
´
(
hpsiq ´ hpsi´1q

)
|

ď

ℓpsq∑
i“2

|gpsiq ´ gpsi´1q| `

ℓpsq∑
i“2

|hpsiq ´ hpsi´1q| (ineg. triang. et lin. de la somme)

ď gpbq ´ gpaq ` hpbq ´ hpaq (question précédente)

Ceci étant vrai pour toute subdivision s P Spa, bq, cela prouve que l'ensemble Af pa, bq est majoré.
Donc f est à variation bornée sur ra, bs.

2. Sur les fonctions de classe C1.

a. f P C1pra, bs,Rq donc par dé�nition, f 1 est continue sur ra, bs, qui est un segment de R. Donc par le /0,5
théorème des bornes atteintes, f 1 est bornée sur ra, bs.

b. Voici deux méthodes possibles. /1,5

§ Méthode 1. Soit M ě 0 un majorant de |f 1|. Par l'inégalité des accroissements �nis, on sait
que f est M -lispschitzienne sur ra, bs. Donc pour tout s P Spa, bq :

vf psq “

ℓpsq∑
i“2

|fpsiq ´ fpsi´1q|

ď

ℓpsq∑
i“2

M |si ´ si´1| (f est M -lispschitzienne)

ď M

ℓpsq∑
i“2

si ´ si´1 (pour tout i, si ě si´1)

ď Mpb ´ aq (par télescopage)

Ceci étant vrai pour toute subdivision s P Spa, bq, cela prouve que l'ensemble Af pa, bq est majoré.
Donc f est à variation bornée sur ra, bs.

§ Méthode 2. Pour tout s P Spa, bq :

vf psq “

ℓpsq∑
i“2

|fpsiq ´ fpsi´1q|

“

ℓpsq∑
i“2

|
∫ si

si´1

f 1ptqdt| (formule du crochet)

ď

ℓpsq∑
i“2

∫ si

si´1

|f 1ptq|dt (ineg. triangulaire)

ď

∫ b

a

|f 1ptq|dt (relation de Chasles)

Ceci étant vrai pour toute subdivision s P Spa, bq, cela prouve que l'ensemble Af pa, bq est majoré.
Donc f est à variation bornée sur ra, bs.
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3. Preuve de l'équivalence pEq.

a. Fixons B une partie de R non vide majorée et M P R. /1
L'implication pñq est claire, car si suppBq ď M , alors pour tout b P B on a :

b ď suppBq ď M

Réciproquement, supposons que pour tout b P B, b ď M . Alors M est un majorant de B. Or, suppBq

est par dé�nition le plus petit des majorants de B. Donc suppBq ď M .
L'équivalence est montrée.

Remarque : pour la réciproque, on pouvait aussi utiliser le fait qu'il existe une suite pbnqnPN d'éléments

de B telle que bn Ñ
nÑ`8

suppBq. Dans ce cas, le passage à la limite n Ñ `8 dans l'inégalité large

bn ď M donne suppBq ď M .

b. Soit c, d deux réels tels que a ď c ă d ď b. Soit s P Spc, dq une subdivision de rc, ds. Notons n :“ ℓpsq, /2
de sorte que s “ pc “ s1, . . . , sn “ dq. Formons alors une subdivision t de Spa, bq de la façon suivante :

‚ t1 :“ a

‚ t2 :“ s1, t3 :“ s2, etc jusqu'à tn`1 :“ sn, ou autrement dit pour tout i P {2, n ` 1}, ti :“ si´1

‚ tn`2 :“ b

On a alors :

vf psq “

n∑
i“2

|fpsiq ´ fpsi´1q|

“

n`1∑
k“3

|fptkq ´ fptk´1q| (chgt d'indice k “ i ` 1)

ď

n`2∑
k“2

|fptkq ´ fptk´1q| (rajout de 2 termes positifs)

ď vf ptq

ď Vf pa, bq

Cette majoration (par une constante) étant vraie pour toute subdivision s P Spc, dq, cela prouve que
l'ensemble Af pc, dq est majoré. Donc f est à variation bornée sur rc, ds.

De plus, puisque tous les éléments de Af pc, dq sont inférieurs au réel Vf pa, bq, on a par la question
précédente que la borne supérieure de Af pc, dq est elle-même inférieure à Vf pa, bq. Autrement dit :
Vf pc, dq ď Vf pa, bq. /3

c. § Montrons l'inégalité Vf px, zq ď Vf px, yq ` Vf py, zq.
Soit s P Spx, zq, mettons s “ ps1, . . . , snq, avec s1 “ x et sn “ z. Comme y Psx, zr, il existe un
indice p P {1, n} tel que sp´1 ď y ď sp. On pose alors deux subdivisions :

t “ ps1, . . . , sp´1, yq P Spx, yq

et
u “ py, sp, . . . , snq P Spy, zq

A la jonction des deux subdivisions, on a par inégalité triangulaire :

|fpspq ´ fpsp´1q| ď |fpspq ´ fpyq| ` |fpyq ´ fpsp´1q|

Donc en ajoutant de part et d'autre de l'inégalité les termes |fpsiq´fpsi´1q| pour i P {2, n} z{p},
on obtient :

vf psq ď vf ptq ` vf puq

Or, vf ptq ď Vf px, yq et vf puq ď Vf py, zq. Donc :

vf psq ď Vf px, yq ` Vf py, zq
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Cette inégalité étant vraie pour toute subdivision s P Spx, zq, cela montre que tous les élé-
ments de Af px, zq sont inférieurs au réel Vf px, yq ` Vf py, zq. Par la question a., le sup de cet
ensemble Af px, zq est donc lui-même inférieur à Vf px, yq ` Vf py, zq. D'où :

Vf px, zq ď Vf px, yq ` Vf py, zq

§ Montrons l'inégalité Vf px, zq ě Vf px, yq ` Vf py, zq.
Soit t P Spx, yq, mettons t “ pt1, . . . , tnq, et u P Spy, zq, mettons u “ pu1, . . . , umq. Posons :

s :“ pt1, . . . , tn, u1, . . . , umq

Il s'agit d'une subdivision de rx, zs. De plus :

vf psq “ vf ptq ` vf puq

car à la jonction, le terme |fpu1q ´ fptnq| est nul (il s'agit de |fpyq ´ fpyq|). D'où :

vf ptq ` vf puq ď Vf px, zq

Or, en �xant u et en constatant que cette inégalité, qui peut être ré-écrite ainsi,

vf ptq ď Vf px, zq ´ vf puq

est vraie pour toute subdivision t P Spx, yq, on a par la question a. :

Vf px, yq ď Vf px, zq ´ vf puq

Puis en écrivant cette même inégalité sous la forme

vf puq ď Vf px, zq ´ Vf px, yq

et en constatant qu'elle est vraie pour toute subdivision u P Spy, zq, on a par la question a. :

Vf py, zq ď Vf px, zq ´ Vf px, yq

D'où �nalement : Vf px, zq ě Vf px, yq ` Vf py, zq .

Finalement, les deux inégalités encadrées montrent bien la relation de Chasles voulue.

d. Montrons que g est croissante. Soit x ď y deux réels de ra, bs. Par la relation de Chasles : /2

gpyq “ gpxq ` Vf px, yq

Or, Vf px, yq ě 0, car il s'agit du sup d'un ensemble de réels positifs. Donc gpyq ě gpxq.
On a bien montré que g est croissante.

Montrons maintenant que g ´ f est croissante. Soit x ď y deux réels de ra, bs. On a :

pg ´ fqpyq ´ pg ´ fqpxq “
(
gpyq ´ gpxq

)
´
(
fpyq ´ fpxq

)
“ Vf px, yq ´

(
fpyq ´ fpxq

)
Or, la quantité |fpyq ´ fpxq| est la variation de f selon la subdivision à deux points s :“ px, yq

(subdivision de rx, ys). Donc par dé�nition de Vf px, yq, on a |fpyq ´ fpxq| ď Vf px, yq et donc en
particulier fpyq ´ fpxq ď Vf px, yq. D'où :

pg ´ fqpyq ´ pg ´ fqpxq ě 0

Ce travail montre que g ´ f est croissante.

e. On écrit alors /1
f “ g︸︷︷︸

croissante

` pf ´ gq︸ ︷︷ ︸
décroissante

ce qui prouve que f est la somme d'une fonction croissante et d'une fonction décroissante.
Ce travail étant valable pour toute fonction à variation bornée sur ra, bs, on a montré l'implication
pñq de l'équivalence pEq.
L'implication pðq a été démontrée à la question b.. L'équivalence pEq est donc bien démontrée.
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4. Variation d'une fonction continue.

a. f est continue sur s0, 1s comme produit et composée de fonctions continues. Reste à montrer la /1
continuité en 0. Or :

|fpxq| ď
√
x Ñ

xÑ0
0

Donc par encadrement, fpxq Ñ
xÑ0

0, et 0 est bien la valeur de fp0q. f est donc aussi continue en 0.

b. Soit n P N˚. Pour tout k P {2, n} : /2

fpukq “
1√
kπ

cospkπq “
p´1qk√

kπ

Donc

|fpukq ´ fpuk´1q| “ | p´1qk√
kπ

´
p´1qk´1√
pk ´ 1qπ

|

“ |p´1qk|︸ ︷︷ ︸
“1

ˆ| 1√
kπ

`
1√

pk ´ 1qπ
|

“
1√
kπ

`
1√

pk ´ 1qπ

ě
2√
kπ

(
car

1√
pk ´ 1qπ

ě
1√
kπ

)

D'où, en sommant ces inégalités sur k P {2, n} :

n∑
k“2

|fpukq ´ fpuk´1q| ě
2√
π

n∑
k“2

1√
k
.

c. Pour tout k P {2, n}, 1√
k

ě 1√
n
, donc par sommation : /1

n∑
k“2

1√
k

ě

n∑
k“2

1√
n

“ pn ´ 1q ˆ
1√
n

“
√
n ´

1√
n

Or,
√
n ´ 1√

n
Ñ

nÑ`8
`8 donc par minoration,

n∑
k“2

1√
k

Ñ
nÑ`8

`8.

d. Soit n ě 2 un entier. Posons la subdivision de r0, 1s suivante : /1

spnq :“ p0, un, un´1, . . . , u1, 1q

On a

vf pspnqq “ |fpunq ´ fp0q|︸ ︷︷ ︸
ě0

`

n∑
k“2

|fpukq ´ fpuk´1q| ` |fpu1q ´ fp1q|︸ ︷︷ ︸
ě0

ě

n∑
k“2

|fpukq ´ fpuk´1q|

ě
2√
π

n∑
k“2

1√
k

Comme
∑n

k“2
1√
k

Ñ
nÑ`8

`8, on a par minoration vf pspnqq Ñ
nÑ`8

`8. Cela montre que l'ensemble

Af p0, 1q n'est pas majoré, et donc que f n'est pas à variation bornée sur r0, 1s.
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