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Exercice 1. 1. § Étude de panqnPN.
Par croissance comparée, n4 “ op2nq, donc 3 ¨ 2n ` n4 „

nÑ8
3 ¨ 2n.

Donc :
an „

nÑ8
lnp3 ¨ 2nq “ lnp3q ` n lnp2q „

nÑ8
n lnp2q.

§ Étude de pbnqnPN.
On applique cospuq “

uÑ0
1 ´ u2

2 ` opu3q à u “ 1√
n
:

cos

(
1√
n

)
“

nÑ8
1 ´

1

2n
` o

(
1

n3{2

)
.

On a alors :

bn “ e
n ln

(
cosp 1√

n
q

)
“

nÑ8
e
n ln

(
1´ 1

2n `o
(

1

n3{2

))
.

On applique alors lnp1`uq “
uÑ0

u`opuq à u “ ´ 1
2n `o

(
1

n3{2

)
, ce qui donne, comme opuq “

nÑ8
o
(
1
n

)
:

ln

(
1 ´

1

2n
` o

(
1

n3{2

))
“

nÑ8
´

1

2n
` o

(
1

n3{2

)
` o

(
1

n

)
“

nÑ8
´

1

2n
` o

(
1

n

)
.

D'où :

n ln

(
1 ´

1

2n
` o

(
1

n3{2

))
“

nÑ8
´
1

2
` op1q.

Finalement, bn “
nÑ8

e´ 1
2 `op1q, donc bn Ñ

nÑ8
e´ 1

2 , et donc bn „
nÑ8

e´ 1
2 .

2. Au numérateur, sinpxq „
xÑ0

x, donc sin2pxq „
xÑ0

x2.

Au dénominateur :
√
4 ` x “

√
4
(
1 `

x

4

)
“ 2

√
1 `

x

4
.

En appliquant
√
1 ` t “

tÑ0
1 ` t

2 ` optq à t “ x
4 , on obtient

√
4 ` x “

xÑ0
2
(
1 `

x

8
` opxq

)
“

xÑ0
2 `

x

4
` opxq

et donc : √
4 ` x ´ 2 “

xÑ0

x

4
` opxq „

xÑ0

x

4
.

Finalement, par quotient : δpxq „
xÑ0

x2

x
4

“ 4x .

L'équivalent δpxq „
xÑ0

4x signi�e : δpxq “
xÑ0

4x ` opxq. On en déduit que :

§ δpxq ÝÑ
xÑ0

0, et donc δ est prolongeable par continuité en 0 en posant δp0q :“ 0 ;

§ δ admet un DL1 en zéro, ce qui implique par théorème que δ est dérivable en 0, et que δ1p0q “ 4 (le
coe�cient en x du DL).

Exercice 2. 1. Comme le premier tirage a lieu dans l'urne U , P pU1q “ 1.

L'évènement U2 est réalisé si et seulement si le premier tirage, qui a lieu dans l'urne U , donne une boule

noire. On a donc P pU2q “ 1
3 .
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2. Si U2 est réalisé, alors U3 est réalisé lorsque le deuxième tirage (qui a lieu dans U) donne une boule noire.

On a donc PU2
pU3q “ 1

3 car le contenu de U est toujours le même (tirages avec remise)

Si U2 est réalisé, alors U3 est réalisé lorsque le deuxième tirage (qui a lieu dans V ) donne une boule

blanche. On a donc PU2
pU3q “ 1

4

En appliquant la formule des probabilités totales avec le système complet d'évènements U2, U2 on en
déduit

P pU3q “ P pU2qPU2
pU3q ` P pU2qPU2

pU3q “
1

3
ˆ

1

3
`

2

3
ˆ

1

4
“

2 ` 3

18
“

5

18
.

3. a. Les probabilités conditionnelles PUn
pUn`1q “ 1

3 et PUn
pUn`1q “ 1

4 s'obtiennent avec le même raison-

nement que précédemment. La formule des probabilités totales avec pUn, Unq comme système complet
d'évènements donne :

P pUn`1q “ P pUnqPUn
pUn`1q ` P pUnqPUn

pUn`1q ,

c'est à dire

un`1 “
1

3
un `

1

4
p1 ´ unq “

1

12
un `

1

4
.

b. La suite punqnPN‹ est arithmético-géométrique. On détermine α telle que pun ´αq soit géométrique :
si n P N‹, un`1 ´ α “ 1

12un ` 1
4 ´ α “ 1

12 pun ´ αq si α
12 “ α ´ 1

4 , autrement dit si α “ 3
11 .

La suite pun´ 3
11 qnPN‹ est donc géométrique de raison 1

12 et vaut 1´ 3
11 en n “ 1, donc un “ 3

11 ` 8
11

(
1
12

)n´1

pour tout n P N, et un ÝÑ
nÑ8

3
11 .

Exercice 3. 1. On calcule les puissances successives de M :

M “

0 0 a
1 0 b
0 1 c

 , M2 “

0 a ac
0 b a ` bc
1 c b ` c2

 et M3 “

a ac ac ` ac2

b a ` bc ac ` b2 ` bc2

c b ` c2 a ` 2bc ` c3

 .

On cherche à écrire M3 comme une combinaison linéaire de I3, M et M2. Si une telle combinaison linéaire
existe, en identi�ant les coe�cients de la première colonne on voit qu'on a forcémentM3 “ aI3`bM`cM2.
On véri�e que les 6 autres coe�cients véri�ent bien cette relation pour montrer qu'e�ectivement M3 “

aI3 ` bM ` cM2. Autrement dit le polynôme P pXq “ X3 ´ cX2 ´ bX ´ a est un polynôme annulateur
de la matrice M .

2. Si n ě 2, il su�t de choisir α ou β égal à 1 et les autres coe�cients nuls. Si n “ 3, on a montré que
M3 “ 1

2M ` 1
2I3. Supposons donc que n ą 3. Considérons alors la division euclidienne du polynôme Xn

par le polynôme P , qui est de degré 3 : il existe Q P RrXs et R P R2rXs tels que Xn “ QpXqP pXq`RpXq.
Comme R est de degré inférieur ou égal à 2, il existe donc pα, β, γq P R3 tel que RpXq “ αX2 ` βX ` γ.
Alors, comme P pMq “ 03, on a :

Mn “ QpMqP pMq ` RpMq “ RpMq “ αM2 ` βM ` γI3.

3. On indique les probabilités conditionnelles sur le schéma suivant (par exemple, PBk
pCk`1q est indiqué sur

la �èche qui va de B vers C) :

A

B C

1 pA

1

pB 1 ´ pA ´ pB

2



4. Soit k P rr0, n ´ 1ss. Comme Ak, Bk et Ck forment un système complet d'évènements, on a

pk`1 “ PpAk`1q “ PpAkqPAk
pAk`1q︸ ︷︷ ︸
“0

`PpBkqPBk
pAk`1q︸ ︷︷ ︸
“0

`PpCkqPCk
pAk`1q︸ ︷︷ ︸
“pA

“ rkpA,

qk`1 “ PpBk`1q “ PpAkqPAk
pBk`1q︸ ︷︷ ︸
“1

`PpBkqPBk
pBk`1q︸ ︷︷ ︸
“0

`PpCkqPCk
pBk`1q︸ ︷︷ ︸
“pB

“ pk ` rkpB ,

rk`1 “ PpCk`1q “ PpAkqPAk
pCk`1q︸ ︷︷ ︸
“0

`PpBkqPBk
pCk`1q︸ ︷︷ ︸
“1

`PpCkqPCk
pCk`1q︸ ︷︷ ︸

“1´pA´pB

“ qk ` rkp1 ´ pA ´ pBq.

On peut mettre ces trois égalités sous forme matricielle : pk`1

qk`1

rk`1

 “

 0 0 pA
1 0 pB
0 1 1 ´ pA ´ pB

 pk
qk
rk

 “ M

 pk
qk
rk


avec la matrice M dé�nie précédemment, pour a “ pA, b “ pB et c “ 1 ´ pA ´ pB .

5. Par une récurrence rapide on obtient pour tout n P N,

pn
qn
rn

 “ Mn

p0
q0
r0

, et la condition initiale indique

que

p0
q0
r0

 “

1
0
0

. On a donc

pn
qn
rn

 “ Mn

1
0
0

 “ αM2

1
0
0

 ` βM

1
0
0

 ` γI3

1
0
0

 “ α

0
0
1

 ` β

0
1
0

 ` γ

1
0
0

 “

γ
β
α


donc rn “ α, qn “ β et pn “ γ.

6. Comme pA “ pB “ 1
2 , on a maintenant le diagramme suivant :

A

B C

1
1
2

1

1
2

a. M “

0 0 1{2
1 0 1{2
0 1 0

 et P pXq “ X3 ´ 1
2X ´ 1

2 .

b. Le polynôme P pXq “ X3 ´ 1
2X ´ 1

2 admet 1 comme racine évidente. On peut donc factoriser par
X ´ 1 : P pXq “ pX ´ 1qpX2 ` X ` 1

2 q (deux manières de voir : soit on pose la division euclidienne
du polynôme, soit on identi�e les coe�cients constant et dominant du facteur, et on étudie ensuite
le coe�cient devant le terme intermédiaire). Le discriminant de X2 ` X ` 1

2 est égal à 1 ´ 4 1
2 “ ´1

donc X2 ` X ` 1
2 a deux racines complexes conjuguées. Les racines carrées complexes de ´1 sont i

et ´i, et les racines de X2 ` X ` 1
2 sont donc

x1 “
´1 ` i

2
et x2 “

´1 ´ i

2
.

Comme on a déterminé trois racines distinctes de P et que P est de degré trois, ces trois racines sont

forcément de multiplicité 1. Sa forme factorisée est P pXq “ pX ´ 1qpX ` i`1
2 qpX ` 1´i

2 q.

c. Pour déterminer α, β et γ, on utilise que 1, x1 et x2 sont des racines de P . On a alors, en exploitant
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la division euclidienne établie dans la question 2. :

1n “ Qp1qP p1q︸︷︷︸
“0

`Rp1q “ α12 ` β1 ` γ

xn
1 “ Qp1qP px1q︸ ︷︷ ︸

“0

`Rpx1q “ αx2
1 ` βx1 ` γ

xn
2 “ Qp1qP px2q︸ ︷︷ ︸

“0

`Rpx2q “ αx2
2 ` βx2 ` γ

Comme x2 “ x1, on a aussi x2
2 “ x1

2 et xn
2 “ x1

n, et comme α, β et γ sont des réels, les deux
dernières lignes sont redondantes (quantités conjuguées l'une de l'autre).

Comme x1 “
i ´ 1

2
“

√
2

2
e3iπ{4, on a x2

1 “
1

2
e6iπ{4 “ ´

i

2
, et xn

1 “
1

√
2
n e

3niπ{4.

On obtient donc le système à coe�cients réels suivants :
1 “ α `β `γ (première ligne)

1√
2
n cos

(
3nπ
4

)
“ ´

β
2 `γ (partie réelle de la deuxième ligne)

1√
2
n sin

(
3nπ
4

)
“ ´α

2 `
β
2 (partie imaginaire de la deuxième ligne)

On applique la transformation L1 Ð L1 ` 4L2 ` 2L3 pour rendre le système de Cramer :
1 ` 4√

2
n cos

(
3nπ
4

)
` 2√

2
n sin

(
3nπ
4

)
“ `5γ

1√
2
n cos

(
3nπ
4

)
“ ´

β
2 `γ

1√
2
n sin

(
3nπ
4

)
“ ´α

2 `
β
2

ce qui donne


γ “ 1

5 ` 4
5
√
2
n cos

(
3nπ
4

)
` 2

5
√
2
n sin

(
3nπ
4

)
,

β “ 2pγ ´ 1√
2
n cos

(
3nπ
4

)
q “ 2

5 ´ 2
5
√
2
n cos

(
3nπ
4

)
` 4

5
√
2
n sin

(
3nπ
4

)
,

α “ β ´ 2√
2
n sin

(
3nπ
4

)
“ 2

5 ´ 2
5
√
2
n cos

(
3nπ
4

)
´ 6

5
√
2
n sin

(
3nπ
4

)
.

d. Comme pp0, q0, r0q “ pγ, β, αq “ p1, 0, 0q, on peut véri�er la condition initiale sur les expressions
obtenues en évaluant en n “ 0.
Puisque pp1, q1, r1q “ pr0pA, p0 ` r0pB , q0 ` r0p1 ´ pA ´ pBqq “ p0, 1, 0q, on peut également véri�er

que pγ, β, αq “ p0, 1, 0q pour n “ 1, en utilisant que cosp 3π
4 q “ ´ sinp 3π

4 q “ ´
√
2
2 .

En�n, on peut également considérer le comportement asymptotique : on a lorsque n Ñ 8, pn Ñ 1
5 ,

qn Ñ 2
5 et rn Ñ 2

5 . Or M

1{5
2{5
2{5

 “

1{5
2{5
2{5

 donc cette limite est cohérente avec la relation de

récurrence déterminée plus haut.

7. Si pA “ 1
9 et pB “ 5

9 , alors a “ pA “ 1
9 , b “ pB “ 5

9 et c “ 1 ´ pA ´ pB “ 1
3 et M “

0 0 1{9
1 0 5{9
0 1 1{3

. Le

polynôme annulateur déterminé dans le préliminaire s'écrit alors P “ X3 ´ 1
3X

2 ´ 5
9X ´ 1

9 .
Comme précédemment, puisque a ` b ` c “ 1, 1 est racine évidente de P . On factorise par X ´ 1 d'une
manière ou d'une autre pour obtenir P pXq “ pX ´ 1qpX2 ` 2

3X ` 1
9 q “ pX ´ 1qpX ` 1

3 q2 (identité
remarquable).
Le polynôme P a pour racine simple 1 et pour racine double ´ 1

3 . On obtient deux premières relations en
évaluant la division euclidienne de la question 2. en 1 et ´ 1

3 :
1n “ Qp1qP p1q︸︷︷︸

“0

`Rp1q “ α12 ` β1 ` γ,

(
´ 1

3

)n
“ Q

(
´ 1

3

)
P

(
´
1

3

)
︸ ︷︷ ︸

“0

`R
(
´ 1

3

)
“ α

(
´ 1

3

)2
´ β 1

3 ` γ,
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et une troisième relation en évaluant la dérivée de cette division euclidienne en ´ 1
3 qui est racine double

de P , et véri�e donc P 1
(
´ 1

3

)
“ 0. Comme nXn´1 “ QP 1 ` Q1P ` R1 “ QP 1 ` Q1P ` 2αX ` β,

n

(
´
1

3

)n´1

“ Q

(
´
1

3

)
P 1

(
´
1

3

)
︸ ︷︷ ︸

“0

`Q1

(
´
1

3

)
P

(
´
1

3

)
︸ ︷︷ ︸

“0

´2α
1

3
` β “ ´

2

3
α ` β.

Les réels pα, β, γq sont donc solutions du système linéaire suivant :
1 “ α `β `γ,(

´ 1
3

)n
“ 1

9α ´ 1
3β `γ,

n
(
´ 1

3

)n´1
“ ´ 2

3α `β.

On peut résoudre le système à l'aide du pivot de Gauss ; on obtient que γ Ñ 1
16 , β Ñ 3

8 et α Ñ 9
16 quand

n tend vers `8, et on peut à nouveau véri�er que M

9{16
3{8
1{16

 “

9{16
3{8
1{16

.

Exercice 4. 1. § On a

ln
sinx

x
“ ln

(
1 ´

x2

6
`

x4

120
` opx4q

)
“

(
´
x2

6
`

x4

120
` opx4q

)
´

1

2

(
´
x2

6
` opx2q

)2

` opx4q

car


lnp1 ` uq “ u ´ u2

2 ` opu2q

u “ ´x2

6 ` opx2q ÝÑ
xÑ0

0

opu2q “ opx4q

“ ´
x2

6
´

x4

180
` opx4q.

§ On a

ln cosx “ ln

(
1 ´

x2

2
`

x4

24
´

x6

720
` opx6q

)
“

(
´
x2

2
`

x4

24
´

x6

720
` opx6q

)
´

1

2

(
´
x2

2
`

x4

24
` opx4q

)2

`
1

3

(
´
x2

2
` opx2q

)3

` opx6q

car


lnp1 ` uq “ u ´ u2

2 ` u3

3 ` opu3q

u “ ´x2

2 ` opx2q ÝÑ
xÑ0

0

opu3q “ opx6q

“ ´
x2

2
´

x4

12
´

x6

45
` opx6q.

2. a. Soit E “
{
x2 ` fpxq2 ; x P R

}
. Cet ensemble est non vide (il contient fp0q2) et minoré (par 0), donc

il admet une borne inférieure, ce qui justi�e l'existence de ∆pfq.
Comme ∆pfq “ inf E, par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe pdnqnPN P EN

telle que dn ÝÑ
nÑ`8

∆pfq. Vu la dé�nition de E, cela se traduit immédiatement en l'existence de la

suite pxnqnPN de l'énoncé.
b. Puisque x2

n ` fpxnq2 ÝÑ
nÑ`8

∆pfq, la suite px2
n ` fpxnq2qnPN est majorée (par M , disons). Comme

fpxnq2 ě 0 pour tout n, on en déduit que px2
nqnPN est majorée (toujours par M) puis que pxnqnPN

est bornée (à valeurs dans
[
´
√
M,

√
M

]
).

Preuve de ce qui est admis : d'après le théorème de Bolzano-Weierstrass , on peut trouver une
extractrice ϕ et a P R telle que xϕpnq ÝÑ

nÑ`8
a.

Par continuité de f et par opérations, x2
n ` fpxnq2 ÝÑ

nÑ`8
a2 ` fpaq2.

Par unicité de la limite, on en déduit ∆pfq “ a2 ` fpaq2.
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c. La fonction g : x ÞÑ x2 ` fpxq2 est dérivable par opérations, et elle admet un minimum en a (qui est
évidemment intérieur, puisque le domaine de la fonction est l'intervalle R, ouvert).
On en déduit g1paq “ 0, c'est-à-dire 2a ` 2 f 1paq fpaq “ 0, ce qui conclut.

3. Soit n P N˚.
a. D'après b., on peut trouver an P R tel que a2n ` cos2npanq “ δn.

§ Comme δn ď 02 ` fnp0q2 “ 1, on a a2n ď a2n ` cos2npanq “ δn ď 1, d'où l'on tire |an| ď 1.
§ Par parité de fn, quitte à remplacer an par son opposé, on peut donc supposer an P [0, 1].

b. Soit n P N.
On cherche une suite pvnq qui tend vers 0 et telle que cos2npvnq converge vers 0. Si on dispose d'une
telle suite, alors on peut en déduire que la suite panq converge vers 0 par majoration :

a2n ď a2n ` cos2npanq “ δn ď v2n ` cos2npvnq Ñ
nÑ8

0.

On va utiliser astucieusement l'équivalent lnpcospvqq „
vÑ0

´v2

2 déterminé dans la question prélimi-

naire : on obtient que si vn tend vers 0, cos2npvnq “ exp (2n ln cospvnq) va tendre vers 0 si ´2n
v2
n

2
tend vers ´8.
On choisit pour cela vn “ n´1{3 : c'est bien une suite qui converge vers 0, et comme ´nv2n “ ´n1{3,
le terme à l'intérieur de l'exponentielle tend vers ´8 et cos2npvnq tend vers 0.
On en déduit an ÝÑ

nÑ`8
0 comme expliqué plus haut.

4. a. D'après la question c., on a ´an “ ´ cosnpanqn sinpanq cosn´1panq.
La démonstration de la question précédente donnait δn ÝÑ

nÑ`8
0. En particulier, pour n su�samment

grand, on a δn ă 02 ` cos2np0q “ 1 et donc an ‰ 0. Pour de tels n, la relation précédente se réécrit
1
n “

sinpanq

an
cos2n´1panq, et l'on obtient la relation de l'énoncé en passant au logarithme.

b. En utilisant les DL calculés à l'échau�ement et car an ÝÑ
nÑ`8

0, la relation de la question précédente

donne

lnn “

(
a2n
6

` opa2nq

)
` p2n ´ 1q

(
a2n
2

` opa2nq

)
“ na2n ` opna2nq,

donc lnn „
nÑ`8

na2n, puis a
2
n „

nÑ`8

lnn
n d'après les propriétés multiplicatives de l'équivalent.

5. a. On a a2n „
nÑ`8

lnn
n , donc a2n “ o

(
ln2 n
n

)
.

On en déduit ln
(

sin an

an

)
„

nÑ`8
´

a2
n

6 “ o
(

ln2 n
n

)
et ln cos an „

nÑ`8
´

a2
n

2 “ o
(

ln2 n
n

)
.

b. On a

lnn “ ´ ln

(
sin an
an

)
´ 2n ln cos an ` ln cos an

“ ´2n lnpcos anq ` o

(
ln2 n

n

)
“ n

(
a2n `

a4n
6

` opa4nq

)
` o

(
ln2 n

n

)
“ na2n ` n

a4n
6

` opna4nq ` o

(
ln2 n

n

)
.

On remarque que na4n „
nÑ`8

ln2 n
n , donc n

a4
n

6 ` opna4nq “ ln2 n
6n ` o

(
ln2 n
n

)
, ce qui donne

lnn “ na2n `
ln2 n

6n
` o

(
ln2 n

n

)
.
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En introduisant la suite pbnqnPN “
(
a2n ´ lnn

n

)
nPN, il vient

lnn “ lnn ` n bn `
ln2 n

6n
` o

(
ln2 n

n

)
,

d'où l'on tire

n bn “ ´
ln2 n

6n
` o

(
ln2 n

n

)
donc bn “ ´

ln2 n

6n2
` o

(
ln2 n

n2

)
.

On a ainsi montré

a2n “
lnn

n
´

ln2 n

6n2
` o

(
ln2 n

n2

)
.

c. On a cos2n an “ exp (2n ln cos an). Décomposons le calcul :
§ on a

ln cos an “ ´
a2n
2

´
a2n
12

` opa4nq

“ ´
1

2

(
lnn

n
´

ln2 n

6n2
` o

(
ln2 n

n2

))
´

1

12

(
lnn

n
` o

(
lnn

n

))2

` o

(
ln2 n

n2

)
“ ´

lnn

2n
` o

(
ln2 n

n2

)
;

§ on en déduit 2n ln cos an “ ´ lnn ` o
(

ln2 n
n

)
;

§ en�n, on a

cos2n an “ exp (2n ln cos an)

“ exp

(
´ lnn ` o

(
ln2 n

n

))
“

1

n
exp

(
o

(
ln2 n

n

))
“

1

n

(
1 ` o

(
ln2 n

n

))
“

1

n
` o

(
ln2 n

n2

)
.

Ainsi,

δn “ a2n ` cos2n an “
lnn

n
`

1

n
´

ln2 n

6n2
` o

(
ln2 n

n2

)
.

Exercice 5. 1. cf Exo 18 TD polynômes
2. idem
3. idem
4. Un polynôme réel de degré 2 est scindé sur R si et seulement si son discriminant est positif ou nul. Si

P P RrXs est scindé sur R et de degré trois, alors d'après la question précédente P 1 est encore scindé,
donc de discriminant positif ou nul puisque P 1 est de degré 2. Si P s'écrit aX3 ` bX2 ` cX ` d avec a non
nul, P 1 “ 3aX2 ` 2bX ` c et on a donc nécessairement p2bq2 ě 12ac, soit b2 ě 3ac.
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5. a. Si ApXq “

n∑
k“0

akX
k,

φpAq “ XnA

(
1

X

)
“

n∑
k“0

ak

(
1

X

)k

Xn “

n∑
k“0

akX
n´k “

n∑
k“0

an´kX
k

est un polynôme dont les coe�cients sont ceux de A, parcourus dans l'autre sens : le coe�cient de
φpAq de degré k est égal à an´k.

b. Si 0 est racine de A de multiplicitém, alorsXm divise A et pasXm`1, donc a0 “ a1 “ ¨ ¨ ¨ “ am´1 “ 0
et am ‰ 0. On en déduit que φpAq “

∑n´m
k“0 an´kX

k, avec am ‰ 0, donc φpAq est de degré n ´ m.
c. Si A est scindé sur R, il se factorise de la manière suivante :

A “ λ

m∏
i“1

pX ´ αiq
mi

m∏
i“1

p
1

X
´ αiq

miXmi

avec αi les racines réelles de A de multiplicité mi, la somme des multiplicités valant n.
Alors, comme Xn “

∏m
i“1 X

mi ,

φpAq “ Xnλ

m∏
i“1

(
1

X
´ αi

)mi

“ λ

m∏
i“1

(
1

X
´ αi

)mi

Xmi “ λ

m∏
i“1

p1 ´ αiXqmi

Si 0 n'est pas racine, on a presque �ni :

φpAq “ p´1qnλ

m∏
i“1

αmi
i

m∏
i“1

(
X ´

1

αi

)mi

.

On a factorisé φpAq en produit de polynômes de degré 1 à coefs réels, donc φpAq est scindé sur R.
Si 0 est une racine (disons α1 sans perte de généralité), alors le terme en p1 ´ α1Xqm1 est égal à 1,
et la factorisation se réécrit donc :

φpAq “ λ

m∏
i“2

p1 ´ αiXqmi “ p´1qn´m1λ

m∏
i“2

αmi
i

m∏
i“2

(
X ´

1

αi

)mi

.

On a factorisé φpAq en produit de polynômes de degré 1 à coefs réels, donc φpAq est scindé sur R.
Remarque : on retrouve bien le degré déterminé dans la question précédente)

6. Soient pa, b, c, d, eq P R5 et ApXq “ X5`aX4`bX3`cX2`dX`e. AlorsD2pAq “ 20X3`12aX2`6bX`2c,
puis φpD2pAqq “ 2cX3 ` 6bX2 ` 12aX ` 20,

et par conséquent DpφpD2pAqqq “ 6cX2 ` 12bX ` 12a.

Remarque : on a réussi à isoler trois coe�cients consécutifs du polynôme initial.

7. Soit P

n∑
i“0

aiX
i P RrXs de degré n un polynôme scindé sur R. Pour chaque k P rr0, n ´ 2ss, on va faire

apparaître un polynôme de degré 2 dont les coe�cients sont reliés à ak, ak`1 et ak`2.
On commence par faire disparaître les termes de degré inférieur à k en dérivant k fois P :

DkpP q “

n∑
i“k

ai
i!

pi ´ kq!
Xi´k “

n´k∑
i“0

ai`k
pi ` kq!

i!
Xi.

Ensuite on retourne ce polynôme, qui est de degré n ´ k :

φpDkpP qq “

n´k∑
i“0

apn´k´iq`k
ppn ´ k ´ iq ` kq!

pn ´ k ´ iq!
Xi “

n´k∑
i“0

an´i
pn ´ iq!

pn ´ k ´ iq!
Xi.
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et on dérive n ´ k ´ 2 fois le résultat obtenu, pour ne garder plus qu'une somme de 3 termes consécutifs :

Dn´k´2pφpDkpP qqq “

n´k∑
i“n´k´2

an´i
pn ´ iq!

pn ´ k ´ iq!

i!

pi ´ pn ´ k ´ 2qq!
Xi´pn´k´2q

“ n!

n´k∑
i“n´k´2

µn´i

pn ´ k ´ iq!pi ´ pn ´ k ´ 2qq!
Xi´pn´k´2q

“ n!
(µk`2

2
` µk`1X `

µk

2
X2

)
.

On a utilisé pour passer à la deuxième ligne la relation n!µn´i “ n!
an´i(

n
n´i

) “ an´ipn ´ iq!i!, et mis n! en

facteur de la somme. Dans la dernière expression, le terme constant correspond au terme de la somme
d'indice i “ n ´ k ´ 2, le terme en X correspond à l'indice i “ n ´ k ´ 1 et le terme en X2 à i “ n ´ k.

Or, comme P est scindé sur R, DkpP q est également scindé sur R, en itérant le résultat de la question 3.
Alors φpDkpP qq est encore scindé d'après la question 5.a.
Puis Dn´k´2pφpDkpP qqq doit également être scindé, à nouveau par la question 3.
Le polynôme de degré 2 obtenu plus haut est donc scindé sur R, et son discriminant µ2

k`1 ´ 4µk

2
µk`2

2 doit
donc être positif ou nul. On obtient donc les conditions nécessaires qu'il fallait démontrer : si P est scindé
sur R et de degré n, alors pour tout k dans rr0, n ´ 2ss,

µ2
k`1 ě µkµk`2.
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