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DS N°6 - CORRECTION

Exercice 1. 1. » Etude de (an)nen-
Par croissance comparée, n* = o(2"), donc 3-2" +n* ~ 3.2",
n—0o0
Donc :

ap, ~ In(3-2") = In(3) +nln(2) ~ |nln(2).

n—o0 n—o0

» Etude de (by)nen.
On applique cos(u) = 1-% +o(u?)au= -

ok
1 _ 1 . 1
cos N 5 T o\ =37
On a alors :
bn _ enln(cos(ﬁ)) _ enln(l—%n_,_o(nslm)).
n—o00
On applique alors In(l +u) =, uto(u) du = — 5 +0(=33), ce qui donne, comme o(u) = o(L):

il 1 1 1 1y 1 1
n *%+Om n:@*ﬁ‘#Om‘FOﬁﬂ:@*ﬁﬁ’Og

D’ou :
In(1 ! = 1 1
nln 72n+ 372 nﬁw7§+0( )
Finalement, b, = e 3%°(1) doncb, — e 3,et donc|b, ~ e 2.
n—00 n—o0 n—o0

2. Au numérateur, sin(x) ~, &, donc sin?(z) ~ 2.

r— z—0

VIFE= 11+ 5) =2 145

En appliquant /1 + ¢ o 1+ % +o(t)at==%, on obtient

Au dénominateur :

Vid+z :02(14—%—%-0(3:)) 202-1-%4-0(@‘)
et donc : " .
Vi+z—2 = —+4o(z) ~ —.
z—0 4 z—0 4

[ V)

Finalement, par quotient : §(x) ~, % = .
z—0
L’équivalent §(z) ~ 4z signifie : §(x) =, 4z + o(x). On en déduit que :
» i(x) - 0, et donc § est prolongeable par continuité en 0 en posant 6(0) := 0;

» 0 admet un DL en zéro, ce qui implique par théoréme que § est dérivable en 0, et que §'(0) = 4 (le
coefficient en « du DL).

Exercice 2. 1. Comme le premier tirage a lieu dans 'urne U, | P(U;y) = 1.

L’événement Us est réalisé si et seulement si le premier tirage, qui a lieu dans ’urne U, donne une boule
noire. On a donc | P(U;) = 3.




2. Si Us est réalisé, alors Us est réalisé lorsque le deuxiéme tirage (qui a lieu dans U) donne une boule noire.

On a donc | Py, (Us) = % car le contenu de U est toujours le méme (tirages avec remise)

Si Us est réalisé, alors Us est réalisé lorsque le deuxiéme tirage (qui a lieu dans V) donne une boule
blanche. On a donc | Py, (Us) = 1

En appliquant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements Us, Us on en
déduit

— 1 2 1 2+3 )

Wl =

3. a. Les probabilités conditionnelles Py, (Up41) = % et Pr—~(Un11) = 1 s’obtiennent avec le méme raison-

nement que précédemment. La formule des probabilités totales avec (U,,, U,,) comme systéme complet
d’événements donne :

P(UnJrl) = P(Un)PUn (Un+1) + P(m)Pﬂ(Un+l) )

c’est & dire

1 1 1 1
Un4+1 = gun + 1(1 — Un) =| —=<Unp + -

b. La suite (un)nen+ est arithmético-géométrique. On détermine « telle que (u, — «) soit géométrique :
. x _ 1 1 _ 1 s 1 i 3
sine N, upi1 —a = 75Uy + 3 —a = 15(u, —a) si 5 =a— 3, autrement dit si o = 3.

. 3 PO : 1 3 _ _ 3 . 8 (1l
La suite (u,— 57 )nen+ est donc géométrique de raison 35 et vaut 1—53 enn = 1,donc | u, = 53 + 17 (12)

pour tout n € N, et | u,, — %
n—0o0
Exercice 3. 1. On calcule les puissances successives de M :
0 0 a 0 a ac a ac ac + ac?
M=|1 0 b|, M>?=10 b a+bc| e¢e M>=|b a+bc ac+b>+ bc?
01 ¢ 1 ¢ b+c? c b+ a+2bc+c

On cherche & écrire M> comme une combinaison linéaire de I3, M et M?2. Si une telle combinaison linéaire
existe, en identifiant les coefficients de la premiére colonne on voit qu’on a forcément M3 = als+bM +cM?.
On vérifie que les 6 autres coefficients vérifient bien cette relation pour montrer qu’effectivement M3 =

al3 + bM + cM?. Autrement dit le polynome ‘ P(X)=X3—cX?-bX —a ‘ est un polynéme annulateur
de la matrice M.

2. Si n = 2, il suffit de choisir v ou S égal & 1 et les autres coefficients nuls. Si n = 3, on a montré que
M3 = %M + %13. Supposons donc que n > 3. Considérons alors la division euclidienne du polynome X"
par le polynome P, qui est de degré 3 : il existe Q € R[X] et R € Ry[X] tels que X™ = Q(X)P(X)+ R(X).
Comme R est de degré inférieur ou égal a 2, il existe donc (a, 3,7) € R? tel que R(X) = aX? + X + 7.
Alors, comme P(M) =03, on a :

M™ = Q(M)P(M) + R(M) = R(M) = aM? + BM + vIs.

3. On indique les probabilités conditionnelles sur le schéma suivant (par exemple, Pp, (Ck1) est indiqué sur
la fleche qui va de B vers C) :

A

B PB COl—pa—pB



4. Soit k € [[0,n — 1]. Comme Ay, By et C, forment un systéme complet d’événements, on a

Pit1 = P(Apy1) = P(Ag) Pa, (Aks1) +P(Bi) P, (Ak+1) +P(Cr) P, (Akt1) = Tpa,
—— —— —

=0 =0 =PA
Gr+1 = P(B+1) = P(A) Pa, (Bi11) +P(Bi) P, (Bg+1) +P(Ck) Po, (Bi+1) = pr + 1D5,
\q,l_/ \‘,O_/ ———
= = =PB

Tht1 = P(Crt1) = P(Ak) Pa, (Cry1) +P(Bi) P, (Crt1) +P(Ck) Po, (Cry1) = g + r1(1 —pa — pB)-
=0 el —1—pa—p5

On peut mettre ces trois égalités sous forme matricielle :

Dk+1 0 0 DA Dk Dk
g+1 | =11 0 DB a | =M| g
Tkl 0 1 1-pa—psB Tk T

avec la matrice M définie précédemment, pour |a =pa, b=pgpetc=1—ps — pB.

Pn Po
5. Par une récurrence rapide on obtient pour tout ne N, | ¢, | = M™ | qo |, et la condition initiale indique
Tn To
Do 1
que | g | =10].On adonc
To 0
D 1 1 1 1 0 0 1 v
G| =M"0| =aM?* 0| +B8M |0 +7I3|0]| =a 0] +8[|1]+~|0]=|5
Tn 0 0 0 0 1 0 0 «

donc rn=a,qn=6etpn=fy.‘

6. Comme py = pp = %, on a maintenant le diagramme suivant :

A
1
1 2
A/_\
BZ 1 ¢
1
00 1/2
a. M= {1 0 1/2]et|P(X)=X3-1x -1
01 0

b. Le polynome P(X) = X — £X — 7 admet 1 comme racine évidente. On peut donc factoriser par

X —1:P(X)=(X—-1)(X?+ X + 3) (deux maniéres de voir : soit on pose la division euclidienne
du polynome, soit on identifie les coefficients constant et dominant du facteur, et on étudie ensuite
le coefficient devant le terme intermeédiaire). Le discriminant de X2 + X + 1 est égal a1 — 41 = —1
donc X2 + X + % a deux racines complexes conjuguées. Les racines carrées complexes de —1 sont 4
et —i, et les racines de X2 + X + % sont donc

1+ 1
et ro = .
2 2 2

xr1 =

Comme on a déterminé trois racines distinctes de P et que P est de degré trois, ces trois racines sont
forcément de multiplicité 1. Sa forme factorisée est | P(X) = (X — 1)(X + Z1)(X + 134).

c. Pour déterminer «, [ et ~, on utilise que 1, x; et x2 sont des racines de P. On a alors, en exploitant



la division euclidienne établie dans la question 2. :

1" = Q(l)i(/l_)/—i—R(l) =al?+ Bl +~
=0

2 = Q(1) P(z1) +R(21) = ca? + By + v

=0
2% = Q(1) P(x2) +R(w2) = a3 + Bra + v

=0

Comme 7o = 77, on a aussi 2 = T1° et ¥} = 1", et comme «, 3 et v sont des réels, les deux
derniéres lignes sont redondantes (quantités conjuguées I'une de I'autre).

i-1_ V2 3im /4 2 i
= —¢ ,onaxy = =——,et 2l =
2 2 12 2 !
On obtient donc le systéme & coefficients réels suivants :

1 4 .
76617r/4 _ e3n27r/4_

Comme z1 =

e

1 = a 4B +7v (premiére ligne)
ﬁ cos (2T) = —g +7v  (partie réelle de la deuxiéme ligne)
ﬁ sin (21) = -¢ +§ (partie imaginaire de la deuxiéme ligne)

On applique la transformation Ly < L1 + 4Ls + 2L3 pour rendre le systéme de Cramer :

1+ \/%n cos(:”?T”)-k\/%n sin (327) = +5y
ﬁcos(‘g%r) = —£ 4
e () = g+

(35m) =2 - ﬁcos (32m) 4 ﬁsjn (8o |
v 3nm

ce qui donne | ¢ 8 = 2(y — ﬁco o
a=ﬁ—ﬁsin(7) =%—WCOS(T)—%SHI(T).
0

obtenues en évaluant en n = 0.
Puisque (p1,q1,71) = (ropa,po + 7opB,q0 + ro(1 —pa —pp)) = (0,1,0), on peut également vérifier

que (v, 8,a) = (0,1,0) pour n = 1, en utilisant que cos(%) = —sin(%”) = —%.
Enfin, on peut également considérer le comportement asymptotique : on a lorsque n — o0, p, — %,
1/5 1/5
Gn — % et r, — % Or M |2/5] = [2/5] donc cette limite est cohérente avec la relation de
2/5 2/5
récurrence déterminée plus haut.
0 0 1/9
7. SipA=%etp3=g,alorsa=p,4=%,b=p3=getc=1—pA—pB=%etM= 1 0 5/9]|.Le
0 1 1/3

polynéme annulateur déterminé dans le préliminaire s’écrit alors P = X3 — 1X? — 23X — L.

Comme précédemment, puisque a + b + ¢ = 1, 1 est racine évidente de P. On factorise par X — 1 d’une
maniére ou d'une autre pour obtenir P(X) = (X — 1)(X% + 2X + §) = (X — 1)(X + 1)? (identité
remarquable).

Le polynéme P a pour racine simple 1 et pour racine double —%. On obtient deux premiéres relations en
évaluant la division euclidienne de la question 2. en 1 et —% :

1" = Q(l)i(/llﬂ%(l) =al? + 1+,



et une troisiéme relation en évaluant la dérivée de cette division euclidienne en —% qui est racine double
de P, et vérifie donc P’ (—%) = 0. Comme nX"™' = QP' + Q'P + R' = QP + Q'P + 20X + f3,

" 1\ /1 (1 1 1 2
o(-3) me(-5)r ()@ (c5)r () o= —fors
=0 -0

Les réels («, 3,7) sont donc solutions du systéme linéaire suivant :

1 a 48 47,
1\7 1 1
(=) = g0 =38 47
nCDT = a4
On peut résoudre le systéme a I’aide du pivot de Gauss; on obtient que v — %, 8 — % et @ — 1% quand

9/16 9/16

n tend vers +0o0, et on peut & nouveau vérifier que M | 3/8 | = | 3/8

1/16 1/16

Exercice 4. 1. » On a
sinx z? x?
1 =In(1-"+-— 4
n— n( 6+120+0(x)>
2?2zt 4 1 x? 9 2 4
( €+ﬁ+ (J? )) —2<—6+0(Z‘ )) +O(Jf)
In(1 + u) =u—“;+o(u2)
z?2 2
car u=—%+o(r?) — 0
x—0
o(u?) = o(x?)
2?2 a2t 4
=% 180 W)
» On a

2 24 720

2 4 6
lncosx—ln(l—x—&-x—x—&-o(x(;))
2?2zt af 6 1 z? ozt 4 S| z? 9 ° 6
(—2—1—24—7204—0(30))—2(—2+24+0(x)> +3(—2 o(x)) + o(z®)

- _r r 6
5 12 a5 oW

2. a. Soit E = {2? + f(x)?; z € R}. Cet ensemble est non vide (il contient f(0)?) et minoré (par 0), donc
il admet une borne inférieure, ce qui justifie 'existence de A(f).
Comme A(f) = inf E, par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe (dy,)nen € EY
telle que d, st A(f). Vu la définition de FE, cela se traduit immeédiatement en Iexistence de la

suite (2, )nen de I’énonce.

b. Puisque 22 + f(z,)? " A(f), la suite (22 + f(2,)?)nen est majorée (par M, disons). Comme
n——+0o0

f(x,)? = 0 pour tout n, on en déduit que (22 ),en est majorée (toujours par M) puis que (2,,)nen
est bornée (& valeurs dans [—\/M, \/M} ).

Preuve de ce qui est admis : d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass , on peut trouver une

extractrice ¢ et a € R telle que xg(,,) T
n——+0o0

Par continuité de f et par opérations, 22 + f(x,)? o a’ + f(a)?.

Par unicité de la limite, on en déduit A(f) = a? + f(a)2.



c. La fonction g : o +— 22 + f(x)? est dérivable par opérations, et elle admet un minimum en a (qui est
évidemment intérieur, puisque le domaine de la fonction est l'intervalle R, ouvert).
On en déduit ¢'(a) = 0, c’est-a-dire 2a + 2 f'(a) f(a) = 0, ce qui conclut.
. Soit n € N*,
a. D’aprés b., on peut trouver a, € R tel que a2 + cos*(a,) = 6,.
» Comme §,, < 0% + f,(0)2 =1, on a a? < a2 + cos*(a,) = &, < 1, d’ott 'on tire |a,| < 1.
» Par parité de f,,, quitte & remplacer a,, par son opposé, on peut donc supposer a,, € [0, 1].
b. Soit n € N.
On cherche une suite (v,) qui tend vers 0 et telle que cos®(v,,) converge vers 0. Si on dispose d’une
telle suite, alors on peut en déduire que la suite (a,) converge vers 0 par majoration :
a2 < a2 + cos®"(a,) = 6, < v2 +cos®(v,) — 0.
n—o0
On va utiliser astucieusement 1’équivalent In(cos(v)) ~, —% déterminé dans la question prélimi-
v—>
2
naire : on obtient que si v, tend vers 0, cos®"(v,) = exp (2nlncos(v,)) va tendre vers 0 si —2nz
tend vers —oo.
On choisit pour cela v, = n~1/3 : ¢’est bien une suite qui converge vers 0, et comme —nw2 = —nl/3,
le terme & l'intérieur de I'exponentielle tend vers —oo et cos®”(v,,) tend vers 0.
On en déduit a,, - 0 comme expliqué plus haut.
n—-+0o
a. D’aprés la question c., on a —a,, = — cos"(a,)n sin(a,) cos" *(a,).
La démonstration de la question précédente donnait d,, .y 0. En particulier, pour n suffisamment
n—+ao0
grand, on a §,, < 02 + cos?"(0) = 1 et donc a, # 0. Pour de tels n, la relation précédente se réécrit
% = m;fia") cos?"~1(ay,), et I'on obtient la relation de ’énoncé en passant au logarithme.
b. En utilisant les DL calculés & ’échauffement et car a,, "y 0, la relation de la question précédente
n—+0ao0
donne
2 2
a a
Inn = (6" + o(ai)) +(2n—1) (2” + o(ai))
=na2 +o(na2),
doncInn ~ na?, puisa? ~ 127 d’apres les propriétés multiplicatives de I'équivalent.
n——+0o0 n——+0o
a. Onaa? ~ 7 donca? =0 (m)
n—+oo n
O déduit 1 sina, ~ _U«i _ In’n t 1 ~ _ai _ In’n
n en dedquit in T, oo 5 = o TL et Incosay oo 5 = o e
b. On a
sin a
lnn:—ln< ")—anncosan—i—lncosan
an
In®n
= —2n In(cosa,) + o (
n
4 2
5 G 4 In“n
=n (an + F” + O(an)) +o (n)
4 2
a In“n
=na’ + ngn +o(nat) +o (> .
n

2 4 2 2 .
On remarque que nar ~ IHT”, donc n ‘%" +o(nal) = l%”" +o (lnn”), ce qui donne

n—+0o0
9 In?n In?n
Inn=na, + —— +o| — ).
6n n



En introduisant la suite (b,)nen = (a2 — th")neN, il vient

In?n In%n
Inn=mnn+nb, + —+o0| — |,
6n n

d’ou 'on tire

6n n
In%n In?n
donc bn:—w+o<n2).

On a ainsi montré

c. On a cos®" a,, = exp (2n Incos a, ). Décomposons le calcul :

» on a
ay, ay
Incosa, = 5 T 1o T o(al)
1 /Ilnn ln2n+ In?n 1 lnn+ Inn 2+ In?n
=— | — - o —— | — 40| — o
2\ n 6n2 n? 12\ n n n?
Inn N In?n
e o) .
2n n2 '
» on en déduit 2n Incosa, = —Inn + o (%) ;

» enfin, on a

cos®™ a,, = exp (2n Incosay,

E
(o)
)

Ainsi,

2 2n
On = a,, +cos*" a, = — + — —

Exercice 5. 1. cf Exo 18 TD polynémes
2. idem
3. idem
4. Un polynodme réel de degré 2 est scindé sur R si et seulement si son discriminant est positif ou nul. Si
P e R[X] est scindé sur R et de degré trois, alors d’aprés la question précédente P’ est encore scindé,
donc de discriminant positif ou nul puisque P’ est de degré 2. Si P s’écrit aX> +bX? + cX + d avec a non
nul, P’ = 3aX? + 2bX + c et on a donc nécessairement (2b)? > 12ac, soit b> > 3ac.



5.

a. Si A(X) = Zaka,

k=0

p(A) = X"A <)1(> - zn:ak ( . ) ZakX" g g:_oankxk

k=0
est un polyndme dont les coefficients sont ceux de A, parcourus dans l'autre sens : le coefficient de
©(A) de degré k est égal & a,,_.
b. Si 0 est racine de A de multiplicité m, alors X™ divise A et pas X™*!, doncag =a; = -+ = a1 =0
et am # 0. On en déduit que p(A) = > 7" an_i X", avec a,, # 0, donc (A) est de degré n — m.
c. Si A est scindé sur R, il se factorise de la maniére suivante :

m ml m "
A= )\lj[l — o) .Hlff i X

avec «; les racines réelles de A de multiplicité m;, la somme des multiplicités valant n.
Alors, comme X" =[], X™,

i=1 i i

On a factorisé p(A) en produit de polynomes de degré 1 & coefs réels, donc ¢(A) est scindé sur R.
Si 0 est une racine (disons «; sans perte de généralité), alors le terme en (1 — a3 X)™! est égal & 1,
et la factorisation se réécrit donc :

A = A [0 - )™ = (= [or ] (X - ;)m .
i=2 i=2 i=2 ¢

On a factorisé p(A) en produit de polynomes de degré 1 a coefs réels, donc ¢(A) est scindé sur R.
Remarque : on retrouve bien le degré déterminé dans la question précédente)

6. Soient (a,b,c,d,e) € R® et A(X) = X5+aX*+bX3+cX?+dX +e. Alors D?(A) = 20X3+12aX?+6bX +2c,

puis ¢(D?*(4)) = 2¢X3 + 6bX? + 12aX + 20,
et par conséquent ‘ D(p(D?*(A))) = 6cX? + 12bX + 12a.

Remarque : on a réussi a isoler trois coefficients consécutifs du polyndéme initial.

Soit PZaiXi € R[X] de degré n un polynéme scindé sur R. Pour chaque k € [0,n — 2], on va faire
i=0
apparaitre un polyndéme de degré 2 dont les coefficients sont reliés a ag, ar+1 et agia.

On commence par faire disparaitre les termes de degré inférieur a k en dérivant k fois P

n . n—k
k il ik (i + k)!
P) = X" = i —— X
) ;a(z’—k)! ; LT
Ensuite on retourne ce polyndme, qui est de degré n — k :
n—k
& B ((n—Fk—1) + E)! (n— z) .
@(D (P)) = ; A(n—k—i)+k (n —k_ Z Z Gy — z — ’L) — = X"



et on dérive n — k — 2 fois le résultat obtenu, pour ne garder plus qu'une somme de 3 termes consécutifs :

n—~k . .
Y il ,
Dn7k72 Dk: P _ - (n 7’)' : Xzf(nfk72)
(@lD(F)) iz;ﬂ‘l (n—k— )l (i—(n—k—2))
n—~k " )
—n! n—1 Xif(nfkr72)
" iz;ﬂ (n—k— )i —(n—k—2))
Hi+2 Kk -2
=nl faa

Qp—j

On a utilisé pour passer & la deuxiéme ligne la relation nly,_, = nlﬁ
n—i

facteur de la somme. Dans la derniére expression, le terme constant correspond au terme de la somme

d’indice i = n — k — 2, le terme en X correspond & l'indice i =n —k — 1 et le terme en X2 a4 i=n — k.

= an_;(n —)li!, et mis n! en

Or, comme P est scindé sur R, D¥(P) est également scindé sur R, en itérant le résultat de la question 3.
Alors ¢(D¥(P)) est encore scindé d’aprés la question 5.a.
Puis D"~*~2(p(D¥(P))) doit également étre scindé, & nouveau par la question 3.

Le polynome de degré 2 obtenu plus haut est donc scindé sur R, et son discriminant 43 , ; — 44 252 doit
donc étre positif ou nul. On obtient donc les conditions nécessaires qu’il fallait démontrer : si P est scindé
sur R et de degré n, alors pour tout k dans [[0,n — 2],

2
M1 = Hk k2




