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DS N°7 - Correction

Exercice 1. 1. Notons qu’il suffit de vérifier que les ensembles donnés sont (ou non) des sous-espaces vectoriels.

a.

b.

(0,0,0) n’est pas un élément de Ey, et donc Fj n’est pas un espace vectoriel.

Ey < C([0,1]), qui est un R-espace vectoriel. De plus, la fonction constante égale & 0 appartient & Es.
1l reste seulement & vérifier si E5 est stable par combinaison linéaire : soient f,g € Es, et soit A € R. La
fonction Af + g est toujours de classe C' sur [0, 1], et par ailleurs,

(Af +9)(0) = AF(0) +9(0) = 0 = (Af + 9)(1),
donc A\f + g € Es. On en conclut que Fsy est un espace vectoriel.
Cette fois, la matrice nulle appartient bien & F3, mais au vu de sa définition, on peut se douter que cet
espace n’est pas stable par combinaison linéaire, il s’agit donc de trouver un contre-exemple. Considérons
donc A = (0 1) et B = (O O). On vérifie facilement que A% = B? = 0, mais par contre (A + B)? =

0 0 10
Iy # 0, ce qui montre bien que E3 n’est pas un espace vectoriel.

. Montrons que FE; = {u ecN | VneN u,i3 = un} est un sous-espace vectoriel de CN : la suite nulle vérifie

la condition donnée, et si u et v sont dans Fy et A € C, alors w = u + Av vérifie :
VneN, Wpis = Upsz + AUpis = Uy + AUy = Wy

donc w € E4. On en conclut que F4 est un espace vectoriel.

. La famille des deux vecteurs (uj,us) est libre puisqu’ils ne sont pas colinéaires. Par contre (uq,usg,us3)

est liée puisque uz = 2us — uq, et enfin (uy, us, us, uy) est liée puisqu’elle contient une famille liée.

La famille (uj,us,u3) n’est pas génératrice de R?, sinon elle serait libre puisqu’elle est de cardinal 3!
Montrons-le sans dimension : comme uz € Vect(uy, us) (cf plus haut), 'espace engendré par les (uq, us, uz)
est le plan engendré par u; et us. Le produit vectoriel de u; et ug, par exemple, n’est pas dans ce plan,
1
donc | —1 | n’est pas dans 'espace vectoriel engendré par (uq,us, us).
-1

On montre les deux inclusions : par linéarité il suffit de montrer que uy et us sont dans Vect(us,uy) et
que ug et uy sont dans Vect(u, us).

On commence par ces deux derniers : on a déja montré que uz = 2us — u1 € Vect(ug,us), et par ailleurs
ug = ug — ug € Vect(ug, usz). Donc Vect(us, uq) < Vect(ug, uz).

Pour ’autre inclusion, on utilise que u; = ug — 2u4 et us = uz — ug4.

Alternative, avec la dimension : Une fois qu’on a montré que Vect(ug, us) < Vect(u, us), on peut dire
que comme (u1,uz) et (us, uyq) sont des familles libres, les deux sous-espaces vectoriels sont de dimension
2, et on a donc l'inclusion réciproque grace au cours de dimension finie.

3. Soient P,@Q € R[X], et soit A € R.

et

>

4

PAP + Q) = X(AP + Q)(X) + (AP + Q)'(2X)
= X(\P(X)+ QX))+ A\P'(2X) + Q'(2X)
= AMXP(X)+ P'(2X)) + XQ(X) + Q'(2X)
= A(P) + 6(Q),
donc ¢ est linéaire. Si P est non nul, le degré de ¢(P) est égal & deg P + 1. Ceci a deux conséquences :
¢ est injective, puisque si P est non nul, ¢(P) # 0.

¢ n’est pas surjective puisqu’il n’est pas possible que ¢(P) soit de degré 0. Autrement dit I'image de ¢ ne
contient pas les polynémes constants.
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Exercice 2 (Suite d’intégrales). Soit n € N, on considére 'intégrale :

1
I, = / (1 —t)" e 2tdt.
0

1. Pour chaque n € N, la fonction ¢ — (1 —t)" e~ 2! est continue sur le segment [0, 1], donc I,, est bien définie.

1 1
-1 1 1

Iy = / e 2tdt = {th] = - <1 — 2) ,
0 2 0 2 e

1 1 oyt 1 1 1 1
I :/ (1—t)e2tdt = {(1—t)e—2t} — 7/ e 2tdt = —(1—1y) = =(2—2Iy) = ~ <1+>.
0 \\(;)_/:,\(/t')’ 2 0 2 0 2 4 4 e2

-1
On a procédé & une intégration par parties avec u(t) = 1 —t, u/(t) = 1, v/(t) = e 2! et v(t) = 76_2t.

2. Pour t € [0,1],0 < 1 —¢ < 1 donc (1 — )"t < (1 — )" pour n € N, et comme e 2 > 0, on a donc
0< (1—t)"*le™2 < (1—t)"e~2! pour tout t € [0, 1]. Par croissance de 'intégrale sur [0, 1], cela montre que
0 < I,41 < I, pour tout n € N. La suite (I,,)nen est décroissante et minorée par 0, donc converge vers un
réel positif ou nul.

3. Soit n € N. Comme e~2! < 1 pour tout ¢ € [0,1], et (1 —#)" > 0, on a (1 —t)"e~ 2" < (1 — )" donc par
1
croissance de l'intégrale sur [0, 1], I, < fol(lft)"dt = [77%&(1 — t)”“} =T On procéde & une nouvelle
0o n

intégration par parties en posant u(t) = (1 —t)"*! et v(t) = ¢ 2t de sorte que u'(t) = —(n + 1)(1 — t)"

et v/(t) = e72t. On a alors :

-1 1 1 1 1 1
Ipsr = |(1— )+ 22t _n+ / (l—t)”e’”dt:f—n—'— I
2 o 2 Jo 2 2

d’ou le résultat demandé.

4. Comme pour tout n e N, 0 < I, < on en déduit par encadrement que I, tend vers 0, tout comme I, ;1.

1
ntis
La relation précédente donne 1 — nl, = I,, + 2I,,,1 — 0 donc nl, — 1 et I, ~ % quand n — +o0.

5. Comme I, 11 ~ L+ % quand n — o0, on écrit I,,11 = % + 0(1) dans légalité 1 — (n + 1)I,, = 21,41, et

n+1 n
on écrit I, = % + by, o b, est un o (%) que l'on cherche & préciser.

1 2 1
1—(n+1)(+bn> —+0(>
n n n
1
=1—-1—— —nby, + by.
n

Comme b,, est un o ( L ), il reste seulement,

1 2 (1)
—— —nb,=—4+o0(—|,
n n n

3 1
donc b, = —— +o0 (2>, et pour conclure :
n

n2
1 3 1
In=n‘n2+"<n2>‘
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1
1+ 22 exp(z?)
f est définie sur R entier, et paire. Elle est 'inverse d’une fonction de classe C* qui ne s’annule pas, et est
donc elle aussi de classe C* et admet des DL & tout ordre en 0.

On a

Exercice 3. 1. Calculer le DL4(0) de f : x — . On observe avant toute chose que la fonction

exp(x?) = 1 + 2% + o(2?)
donc 1+ 22 exp(z?) = 1 + 22 + 2* + o(2?)
1
1+ 22 + 2t + o(a?)

donc flz) =

1— (2% +2* + o(z")) + (2% + 0(:02))2 + o(x?)

1 2 2
e =1 —u+u®+o(u
car { u=2%+z*+ o(z?) x?

~
z—0

o(u?) = o(x*)

=1—2%+o(a*).

1+ ax?
rT———s.
1+ ba?
a. Quelque soit b dans R, 1 + bz? ne s’annule pas dans un voisinage de 0. La fonction f est donc de classe

C® au voisinage de 0, comme somme et quotient de fonctions de classe C*® avec le dénominateur qui ne
s’annule pas. Elle admet donc un DL & tout ordre en 0.

2. On fixe a,b € R, et on considére la fonction f : z — arctan(z) —

b. Comme arctan’(z) = ﬁ, son DL & lordre 7 en 0 s’obtient aisément, :
3 5 7
x x x 7
arctan(r) = r— — + — — — +o(z').
(@) =,o— 5 +5 7 tol)
On va développer x ﬁ‘;ﬂfz au moins jusqu’a ’ordre 7 et choisir a et b de sorte & annuler le plus de termes
possibles.
1+ ax?

_ 3V(1 _ 12 2\2 _ (1213 6
T oo (x + az”)(1 — bz + (bx®)* — (bx")° + o(x”))

= x4+ (a— bz + (b? — ab)z® + (ab® = b*)z" + o(z").
r—
» Le terme de premier ordre se compense avec celui du DL d’arctan.

» Pour annuler le terme d’ordre trois, il faut imposer a — b = —

» Pour annuler le terme d’ordre cinq, il faut imposer > — ab =

Or bv?> —ab=b(b—a) = % si on a annulé le terme d’ordre 3.
Cela impose donc que b = % puis a = b — % = %.

= ol

Pour que le développement limité de f en 0 ait son premier terme non nul de degré le plus élevé possible,

il faut donc choisir a = & et b = % Le premier terme non nul est de degré 7 (on peut vérifier que

15
1
ab* —b* = b*(a —b) # —1).
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2m
Exercice 4. Etude de l'intégrale I(z) = / In(z® — 2 cos(@)x + 1)db.
0
1. a. Soit # € R. Le polynome X2 — 2cos(0)X + 1 a pour discriminant 4cos?(f) — 4 = —4sin?(f), qui a /1,5
pour racines carrées complexes +2isin(6). Il admet donc deux racines complexes conjuguées, a savoir
cos(0) + isin(f), autrement dit e? et e~. Comme il est de degré deux et unitaire, on peut écrire sa

factorisation : ) )
X2 —2cos(0)X +1= (X —e)(X —e™ ).

b. Soit n € N*. Le polynome X" — 1 admet pour racine les racines n-iémes de Punité, ¢’est-a-dire les e2#7/" /1,5
pour k allant de 0 An — 1. Il y en a n, et c’est le degré de X™ — 1, donc elles sont toutes racines simples,
et comme le polynéme est unitaire on a la factorisation :

n—1
X" —1= H (X _62ik7r/n) )
k=0
c. En utilisant les deux relations précédentes, on obtient /1

n—1

H (X — eiy) (X - e‘iy)

- k nl k
(X — eiznw) H (X — efisz)

=0 k=0

" 1)°

Zli[: (X2 —2cos<2iﬂ-) X+ 1)

3 =
= O

Il
/QET‘

c 2k

en utilisant que [Ty (X — e %% ) = [Ty (X = ™) = X7 =T = X" 1.
2. a. Si x € R\{—1,1}, alors quel que soit 6 € [0,27], 22 — 2cos(#)z + 1 ne s’annule pas, est donc strictement /1

positif et § +— In(z? — 2cos(f)z + 1) est donc bien définie et continue par composition sur le segment
[0,27] : Vintégrale I(x) est donc bien définie.

b. Si & # +1, on écrit I(z) comme limite d’'une somme de Riemann pour utiliser ce qui précéde : /3
21 2k
I im — 2_ =7
(x) nlﬁn&o -~ Zln(z 2cos< " >x+1)
k=0
n—1
2 2k
lim ~"ln (H (m2 — 2cos(7r> T+ 1))
n—+w n ke0 n

lim 2 In ((z" —1)?)

n—+0 N

4
= lim £1n|x”—1|.
n—+w N

Il faut & présent distinguer deux cas :

» sijx| > 1, |x|™ tend vers 400 et |z™ — 1] est équivalent & |z™| = |z|™. Alors par propriété du In,

—

1
Injz" =1 =njz|" +In|l — —| ~ nln|z|
" n—ow

et on obtient

4
I(z) = lim —ﬂ-ln|x” — 1] =4rln|z|.
n—+0w N

» si x| <1, 2™ tend vers 0 et alors In |x™ — 1| converge vers 0 quand n — c0. On en conclut I(z) = 0.



R - R3
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Exercice 5. v dr—y -2z
Y — —x + 2z
z or —y — 3z
x z x z T+ AT
1. Soient |y | et [§] dansR3 et AeR. Alors |y | +A |5 | = | v+ Aj |, et donc /1
z z z z z+ AZ
x z d(x+ A%) — (y + Ay) — 2(z + A2) do —y — 2z 47 — 5 — 2z x
flltyl +Xly = —(x+ AZ) +2(z 4+ \2) = —r+2z |+A| —T+2Z =fly|+Xf
z z 5(x + AZ) — (y + AJ) — 3(z + AZ) S5z —y— 3z 52 —§ — 3% z
donc f : R?® — R3 est linéaire, c’est donc un endomorphisme de R3.
4 -1 =2
Alternative : on introduit la matrice A = [ -1 0 2 | de sorte que f : X — AX est 'application
5 -1 =3
linéaire canoniquement associée a la matrice A, linéaire d’aprés le cours.
2. SiveKer(f — Id), alors (f — Id)*(v) = (f — Id)((f — Id)(v)) = 0, donc on a bien linclusion Ker(f — Id) = /1
Ker ((f — Id)?).
x
3. Soit |y | e R3. /1,5
z
T 3r—y—22=0 T 1
Alors [y | eKer(f—Id) = —2—-—y+22=0 «— - —=zx=y=z— |y| =21
z Sr—y—4z=0 z 1
1
Notons v; = | 1 |. On vient de montrer que Ker(f — Id) < Vect(vy), et 'inclusion réciproque est vraie car
1
on a bien (f — Id)(v1) = Ogs. On a donc déterminé une base (vy) de Ker(f — Id).
3 -1 =2
4. Pour alléger les calculs, on utilise ’écriture matricielle : f —Id est associée a la matrice | -1 —1 2 | quia /2
5 -1 —4
0 0 O z z 8z — 82 — 0
pourcarré | 8 0 —8|.Autrementditsi | y | e R3alors | y | € Ker(f—1d)? < B —
—4dx+42=0
-4 0 4 z z
1 0
r=z<= [y|=2|1]+@w—=2)|1].On afait apparaitre artificiellement v; comme premier vecteur, et
z 1
0
on définit vy = | 1 |. Ce qui précéde montre que Ker(f — Id)? < Vect(vy, v2), et on a linclusion réciproque
0

en vérifiant que vy est bien dans Ker(f — Id)? (il est clair que vy y est d’aprés ce qui précéde).
Comme (v1,v2) est une famille de deux vecteurs non colinéaires, elle est libre, et c’est donc une base de
Ker(f — Id)? qu’elle engendre.

0 -1
Remarque : avec I'indication, on pouvait voir qu’en définissant v = | 1 |, (f — Id)(v2) = [ =1 | = —vy est
0 -1

dans Ker(f — Id) d’aprés la question précédente, donc v, est dans Ker(f — Id)?, et non colinéaire & v;. Cela
suffit & conclure si on s’autorise & raisonner avec la dimension... mais il faut justifier que Ker(f — Id)? est de
dimension 2 et pas 3.

—~



x
. Soit |y | e R3.

z
x S5x—y—22=0 =0 x 0
Alors [y | eKer(f+Id) = <{ —z+y+2:=0 - < n yl=2z|-2
y+2z=0
z Sx—y—22=0 z 1
0
Notons v3 = | =2 | . On vient de montrer que Ker(f + Id) < Vect(vs), et Iinclusion réciproque est vraie car
1
on a bien (f + Id)(v3) = Ogz. On a donc déterminé une base (v3) de Ker(f + Id).
x x
. Soit |y | € R3. Montrons qu’il existe un unique triplet A, Ao, A3 tel que |y | = A1 + Agvg + Agvg =
z z
1 0 0
M1 +2 1] +A3|—2]. Ceci équivaut au systéme
1 0 1
)\1 = X /\1 =T
A A —2)\3 = Yy = Ao =y+2>\3—/\1=y+22’—3$
A1 A3 = z A3 =z—=
x
Comme le systéme a une unique solution, (v, vz, v3) est bien une base de R?, et les coordonnées de | y | € R3
z

dans cette base sont donc (z,y + 2z — 3z, 2 — x), autrement dit :

=xv; + (y + 22 — 3x)va + (2 — x)v3.

n ey

. Soit n € N*. Comme v; € Ker(f — Id), f(v1) = v1 et par récurrence immédiate f™(v;) = v;. Comme
vz € Ker(f + Id), f(vs) = —vs et par récurrence immeédiate f™(vs) = (—1)"v3, en utilisant la linéarité de f.

. Sin e N* etsif et gsont des endomorphismes qui commutent, alors on peut montrer la formule du binome
n

de Newton comme pour les matrices : (f+¢g)" = Z (Z) f¥og™F, par récurrence sur n. On applique ensuite
k=0

cette formule aux endomorphismes f — Id et g = Id (qui commutent !).

Comme (f — Id)¥(vq) est nul pour tout k > 2, on en déduit f" (ve) = n(f — Id)(va) +va = —nwvy + vy d’aprés

le calcul effectué plus haut.

T
. En utilisant I’écriture de | y | dans la base (v1, ve,v3), on obtient :
z

fm = f"(zvy + (y + 22 — 3x)ve + (2 — )v3)

IS

=af"(v1)+ (y+22—3x)f"(v2) + (z — x) f"(v3) par linéarité de f
=av1 + (y + 22 — 32)(—nv1 + v2) + (2 — 2)(—1)"vs

x —n(y + 2z — 3z)
=|lz+(1—-n)y+2z—3x)—2(z—z)(-1)"
z—n(y+2z—3z)+ (z —a)(-1)"

On vérifie qu’on obtient l'identité pour n = 0 et la fonction f pour n = 1.
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Exercice 6. 1. a. Si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A contient Og et A = {Op +u,u€ A} donc A /1
est un sous-espace affine de E avec a = Op

b. Soit a € E. Alors {a} = {a + u,u € {Og}}, et {Og} est un sous-espace vectoriel de E, donc {a} est un /1
sous-espace affine de E.

c. Soit A = {a + u,u € F} un sous-espace affine et (v, w) € A%. Alors il existe u; € F tel que v =a +uj et /1
ug € F tel que w = a+ug. Doncv—w = a+u; — (a+ug) = u; —ug € F car F est stable par combinaison
linéaire.

d. Soit A = {a+ u,u€ F} et a € A. On procéde par double inclusion : /1,5

» Sive A, comme a et v sont dans A, leur différence appartient & F d’aprés la question précédente, et
on lanote u =v —a€ F. Alors v = o + u avec u € F, autrement dit v € {a + u,u € F}.

» Réciproquement, si v € {a + u,u € F}, il existe u € F tel que v = « + u. Mais comme « est dans
A ={a+u,ue F},il existe aussi & € F' tel que @ = a + 4. Alors v = o +u = a + @ + u, or @+ u est
bien dans F' (qui est stable par combinaison linéaire) donc on a montré que v € A = {a + u,u € F}.

Alternative : comme « € A, il existe u, € F tel que o = a + u,. On peut alors écrire

r€A < JueFx=a+u — JuoeF,r=a+1 < x€{a+d,ue F}.
avec U = U + Uq
uel < uelF

e. Si A est un sous-espace vectoriel, alors il contient 0g. Réciproquement si A est un sous-espace affine de /1,5
E qui contient O, il existe a dans F et F un sous-espace vectoriel de E tels que A = {a + u,u € F},
et d’aprés la question précédente avec o = Op, on a également A = {0 + u,u € F'} = F donc A est un
sous-espace vectoriel de F.

2. Dans cette question, on pose : E =K[X], F={Pe E, P(1)=P(-1)} et A={Pe E, P(1) =2+ P(-1)}.

a. Le polynome nul appartient bien & F. Si P et @ sont des polynomes de F et A € K, alors /1

(P+2Q) (1) = P()+AQ(1) = P(=1)+2Q(-1) = (P + Q) (-1)

car P,QeF
donc P + AQ € F et on a montré que F' est un sous-espace vectoriel de F.
b. On vérifie que pour P = X, P(1) =1 =2+ P(-1). Donc X € A. /1
c. On va montrer que A = {X + @, Q € F'} par double inclusion. /2

» Si P € A, montrons que P — X est dans F' :

(P=X)1)=P(1)=1_ = 2+P(-1)=1=P(-1)+1=(P=X)(-1)

On a donc montré que A c {X + Q,Q € F}.

» SiPe{X+Q,QeF},ilexiste Q€ F tel que P =X + Q. Alors P(1) =1+ Q(1) S F1+Q(—1)
car €

et 2+ P(—-1) =2—-1+Q(—-1) = 1+ Q(-1) donc P appartient bien & A. On a donc prouvé que
{X+Q,Qe F} c A

3. Dans cette question, on pose : E = RY (’ensemble des suites réelles),
F={ue E}Vn €N, upio + 2upy1 —8u, =0} et A={ue E|Vne N, upt2 + 2un 1 — 8u, = 10},

a. La suite nulle vérifie la propriété de récurrence définissant F. Si u et v sont des suites de F' et A € R, /2
alors la suite w = u + Av vérifie pour tout n € N :

Wpt2 + 2Wnt1 — 8Wy = Unto + 2Upi1 — Uy + A(Vny2 + 20541 — 8vp) =0

Donc F' est bien un sous-espace vectoriel de E. On sait que les suites récurrentes linéaires d’ordre deux
sont engendrées par des suites données par les racines de 1’équation caractéristique r? + 2r — 8 = 0. Ici



les racines sont évidentes, il s’agit de 2 et —4. On note 7, = 2™ et s,, = (—4)" ces deux suites : montrons
qu’elles forment une famille libre. Soit (A1, A2) € R? tel que A\;7 + Ags = Ogn. Alors en évaluant cette
égalité pour n = 0 et n = 1 on obtient le systéme suivant :

/\1+)\2 =0 (’I’L=0)
{)\12+)\2(—4) =0 (n=1)

ce qui donne rapidement A\; = Ay = 0. La famille est libre, et engendre F', c’est donc une base de F.

b. Si u est une suite de A qui converge vers ¢, par passage & la limite dans la relation définissant A on
obtient £+ 2¢ — 8¢ = 10, autrement dit £ = —2. Remarquons que ’ensemble A contient la suite constante
de valeur —2, qu’on va noter —2pn.

c. On va montrer que A = {—2pn + u,u € F}. Comme —2pn € A et F est un sous-espace vectoriel, cela
montrera que A est un sous-espace affine de E. On procéde & nouveau par double inclusion :

» Sive A, montrons que v + 2gn est dans F : sine N
Unto + 2+ 2(vpe1 +2) — 8(vn +2) = vpao + 20541 — 80, —10=0carve A
donc v + 2~ est bien dans F. On a donc montré que A < {—2pn + u,u € F}.
» Sive {—2pn +u,uec F},il existe u € F' tel que v = —2px + u. Alors si n € N,
Unt2+2054+1—8V, = (—2+Un12)+2(—24upt1)—8(—2+uy,) = 10— (upi2+2upt1—8uy) = 10 car u € F
donc v appartient bien & A. On a donc prouvé que {—2gn +u,u € F'} < A.

Comme A = {—2y + u,u € F'} et qu’on connait une base (s,7) de F, les suites de A sont de la forme
u = —2pn + ar + Bs avec « et B des réels, autrement dit

VneNu, =—-2+a2" + 3(—4)".

En bonus :

Exercice 7. 1. a. Siz = 1, I’égalité est vérifiée. Si x # 1, on reconnait une somme géométrique :
1—2a™

Lzt +am 2™t =
11—z

)

d’oul le résultat.

b. D’aprés (a), ™ — 1 est divisible par x — 1. Comme x et m sont supérieurs a 2, c’est un diviseur strict. Or,
si x = 3, alors x — 1 > 2, donc " — 1 n’est pas premier. Donc, par contraposée, si £ — 1 est premier,
alors z = 2.

2. a. D’aprés la formule du 1(a) appliquée & = = 2P et m = ¢, 2P — 1 divise 27 — 1.

b. Supposons m non premier. Il existe alors p et ¢ supérieurs ou égaux a 2 tels que m = pq, donc, d’apreés
(a), 2™ —1 est divisible par 2P — 1. C’est un diviseur strict et supérieur a 2, donc 2™ — 1 n’est pas premier.
D’ou, par contraposée, le résultat voulu.

¢. On remarque que les puissances de 2 ont pour chiffre des unités 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6... de sorte que 2™ — 1
a pour chiffre des unités 3 ou 5 lorsque m est pair. Si 2™ — 1 est premier, alors m est premier d’aprés la
question précédente, donc si m > 3 il n’est pas pair, et le chiffre des unités de 2™ — 1 est alors 1 ou 7.

3. Soit ¢ € N tel que a = bq + r. Alors :
Uy =2 — 1 =2 — 1= (2" — D)a" + 2" — 1,
donc, d’aprés la formule du 1(a) appliquée & 2° et m = ¢ :
g = up(x®07V 4 220D 1) 4,

Oro<r<b—1,donc 0 <u, < 2~1 —1 < up — 1. Donc u, est bien le reste de la division euclidienne de
Ug PAT Up.
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