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Exercice 1. 1. Notons qu'il su�t de véri�er que les ensembles donnés sont (ou non) des sous-espaces vectoriels. /3

a. p0, 0, 0q n'est pas un élément de E1, et donc E1 n'est pas un espace vectoriel.

b. E2 Ă C1pr0, 1sq, qui est un R-espace vectoriel. De plus, la fonction constante égale à 0 appartient à E2.
Il reste seulement à véri�er si E2 est stable par combinaison linéaire : soient f, g P E2, et soit λ P R. La
fonction λf ` g est toujours de classe C1 sur r0, 1s, et par ailleurs,

pλf ` gqp0q “ λfp0q ` gp0q “ 0 “ pλf ` gqp1q,

donc λf ` g P E2. On en conclut que E2 est un espace vectoriel.

c. Cette fois, la matrice nulle appartient bien à E3, mais au vu de sa dé�nition, on peut se douter que cet
espace n'est pas stable par combinaison linéaire, il s'agit donc de trouver un contre-exemple. Considérons

donc A “

(
0 1
0 0

)
et B “

(
0 0
1 0

)
. On véri�e facilement que A2 “ B2 “ 0, mais par contre pA ` Bq2 “

I2 ‰ 0, ce qui montre bien que E3 n'est pas un espace vectoriel.

d. Montrons que E4 “
{
u P CN ∣∣@n P N, un`3 “ un

}
est un sous-espace vectoriel de CN : la suite nulle véri�e

la condition donnée, et si u et v sont dans E4 et λ P C, alors w “ u ` λv véri�e :

@n P N, wn`3 “ un`3 ` λvn`3 “ un ` λvn “ wn

donc w P E4. On en conclut que E4 est un espace vectoriel.

2. a. La famille des deux vecteurs pu1, u2q est libre puisqu'ils ne sont pas colinéaires. Par contre pu1, u2, u3q /2
est liée puisque u3 “ 2u2 ´ u1, et en�n pu1, u2, u3, u4q est liée puisqu'elle contient une famille liée.

b. La famille pu1, u2, u3q n'est pas génératrice de R3, sinon elle serait libre puisqu'elle est de cardinal 3 ! /1
Montrons-le sans dimension : comme u3 P Vectpu1, u2q (cf plus haut), l'espace engendré par les pu1, u2, u3q

est le plan engendré par u1 et u2. Le produit vectoriel de u1 et u2, par exemple, n'est pas dans ce plan,

donc

 1
´1
´1

 n'est pas dans l'espace vectoriel engendré par pu1, u2, u3q.

c. On montre les deux inclusions : par linéarité il su�t de montrer que u1 et u2 sont dans Vectpu3, u4q et /1
que u3 et u4 sont dans Vectpu1, u2q.
On commence par ces deux derniers : on a déjà montré que u3 “ 2u2 ´ u1 P Vectpu1, u2q, et par ailleurs
u4 “ u2 ´ u1 P Vectpu1, u2q. Donc Vectpu3, u4q Ă Vectpu1, u2q.
Pour l'autre inclusion, on utilise que u1 “ u3 ´ 2u4 et u2 “ u3 ´ u4.
Alternative, avec la dimension : Une fois qu'on a montré que Vectpu3, u4q Ă Vectpu1, u2q, on peut dire
que comme pu1, u2q et pu3, u4q sont des familles libres, les deux sous-espaces vectoriels sont de dimension
2, et on a donc l'inclusion réciproque grâce au cours de dimension �nie.

3. Soient P,Q P RrXs, et soit λ P R. /3

ϕpλP ` Qq “ XpλP ` QqpXq ` pλP ` Qq1p2Xq

“ XpλP pXq ` QpXqq ` λP 1p2Xq ` Q1p2Xq

“ λpXP pXq ` P 1p2Xqq ` XQpXq ` Q1p2Xq

“ λϕpP q ` ϕpQq,

et donc ϕ est linéaire. Si P est non nul, le degré de ϕpP q est égal à degP ` 1. Ceci a deux conséquences :

§ ϕ est injective, puisque si P est non nul, ϕpP q ‰ 0.

§ ϕ n'est pas surjective puisqu'il n'est pas possible que ϕpP q soit de degré 0. Autrement dit l'image de ϕ ne
contient pas les polynômes constants.
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Exercice 2 (Suite d'intégrales). Soit n P N, on considère l'intégrale :

In “

∫ 1

0

p1 ´ tqn e´2 tdt.

1. Pour chaque n P N, la fonction t ÞÑ p1 ´ tqn e´2 t est continue sur le segment r0, 1s, donc In est bien dé�nie. /2

I0 “

∫ 1

0

e´2 tdt “

[
´1

2
e´2 t

]1
0

“
1

2

(
1 ´

1

e2

)
,

I1 “

∫ 1

0

p1 ´ tq︸ ︷︷ ︸
uptq

e´2 t︸︷︷︸
v1ptq

dt “

[
p1 ´ tq

´1

2
e´2 t

]1
0

´
1

2

∫ 1

0

e´2 tdt “
1

2
p1 ´ I0q “

1

4
p2 ´ 2I0q “

1

4

(
1 `

1

e2

)
.

On a procédé à une intégration par parties avec uptq “ 1 ´ t, u1ptq “ 1, v1ptq “ e´2 t et vptq “
´1

2
e´2 t.

2. Pour t P r0, 1s, 0 ď 1 ´ t ď 1 donc p1 ´ tqn`1 ď p1 ´ tqn pour n P N, et comme e´2t ą 0, on a donc /2
0 ď p1´ tqn`1e´2t ď p1´ tqne´2t pour tout t P r0, 1s. Par croissance de l'intégrale sur r0, 1s, cela montre que
0 ď In`1 ď In pour tout n P N. La suite pInqnPN est décroissante et minorée par 0, donc converge vers un
réel positif ou nul.

3. Soit n P N. Comme e´2t ď 1 pour tout t P r0, 1s, et p1 ´ tqn ě 0, on a p1 ´ tqne´2t ď p1 ´ tqn donc par /2

croissance de l'intégrale sur r0, 1s, In ď
∫ 1

0
p1´tqndt “

[
´ 1

n`1 p1 ´ tqn`1
]1
0

“
1

n ` 1
. On procède à une nouvelle

intégration par parties en posant uptq “ p1 ´ tqn`1 et vptq “
´1

2
e´2 t, de sorte que u1ptq “ ´pn ` 1qp1 ´ tqn

et v1ptq “ e´2t. On a alors :

In`1 “

[
p1 ´ tqn`1 ´1

2
e´2 t

]1
0

´
n ` 1

2

∫ 1

0

p1 ´ tqn e´2 tdt “
1

2
´

n ` 1

2
In,

d'où le résultat demandé.

4. Comme pour tout n P N, 0 ď In ď 1
n`1 , on en déduit par encadrement que In tend vers 0, tout comme In`1. /1

La relation précédente donne 1 ´ nIn “ In ` 2In`1 Ñ 0 donc nIn Ñ 1 et In „ 1
n quand n Ñ `8.

5. Comme In`1 „ 1
n`1 „ 1

n quand n Ñ 8, on écrit In`1 “ 1
n ` o

(
1
n

)
dans l'égalité 1 ´ pn ` 1qIn “ 2In`1, et /2

on écrit In “ 1
n ` bn, où bn est un o

(
1
n

)
que l'on cherche à préciser.

1 ´ pn ` 1q

(
1

n
` bn

)
“

2

n
` o

(
1

n

)
“ 1 ´ 1 ´

1

n
´ nbn ` bn.

Comme bn est un o
(
1
n

)
, il reste seulement

´
1

n
´ nbn “

2

n
` o

(
1

n

)
,

donc bn “ ´
3

n2
` o

(
1

n2

)
, et pour conclure :

In “
1

n
´

3

n2
` o

(
1

n2

)
.
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Exercice 3. 1. Calculer le DL4p0q de f : x ÞÑ
1

1 ` x2 exppx2q
. On observe avant toute chose que la fonction /2

f est dé�nie sur R entier, et paire. Elle est l'inverse d'une fonction de classe C8 qui ne s'annule pas, et est
donc elle aussi de classe C8 et admet des DL à tout ordre en 0.
On a

exppx2q “ 1 ` x2 ` opx2q

donc 1 ` x2 exppx2q “ 1 ` x2 ` x4 ` opx4q

donc fpxq “
1

1 ` x2 ` x4 ` opx4q

“ 1 ´
(
x2 ` x4 ` opx4q

)
`
(
x2 ` opx2q

)2
` opx4q

car


1

1`u “ 1 ´ u ` u2 ` opu2q

u “ x2 ` x4 ` opx4q „
xÑ0

x2

opu2q “ opx4q

“ 1 ´ x2 ` opx4q.

2. On �xe a, b P R, et on considère la fonction f : x ÞÑ arctanpxq ´ x
1 ` ax2

1 ` bx2
.

a. Quelque soit b dans R, 1 ` bx2 ne s'annule pas dans un voisinage de 0. La fonction f est donc de classe /1
C8 au voisinage de 0, comme somme et quotient de fonctions de classe C8 avec le dénominateur qui ne
s'annule pas. Elle admet donc un DL à tout ordre en 0.

b. Comme arctan1pxq “ 1
1`x2 , son DL à l'ordre 7 en 0 s'obtient aisément : /2

arctanpxq “
xÑ0

x ´
x3

3
`

x5

5
´

x7

7
` opx7q.

On va développer x 1`ax2

1`bx2 au moins jusqu'à l'ordre 7 et choisir a et b de sorte à annuler le plus de termes
possibles.

x
1 ` ax2

1 ` bx2
“

xÑ0
px ` ax3qp1 ´ bx2 ` pbx2q2 ´ pbx2q3 ` opx6qq

“
xÑ0

x ` pa ´ bqx3 ` pb2 ´ abqx5 ` pab2 ´ b3qx7 ` opx7q.

§ Le terme de premier ordre se compense avec celui du DL d'arctan.

§ Pour annuler le terme d'ordre trois, il faut imposer a ´ b “ ´ 1
3 .

§ Pour annuler le terme d'ordre cinq, il faut imposer b2 ´ ab “ 1
5 .

Or b2 ´ ab “ bpb ´ aq “ b
3 si on a annulé le terme d'ordre 3.

Cela impose donc que b “ 3
5 puis a “ b ´ 1

3 “ 4
15 .

Pour que le développement limité de f en 0 ait son premier terme non nul de degré le plus élevé possible,
il faut donc choisir a “ 4

15 et b “ 3
5 . Le premier terme non nul est de degré 7 (on peut véri�er que

ab2 ´ b3 “ b2pa ´ bq ‰ ´1
7 ).
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Exercice 4. Étude de l'intégrale Ipxq “

∫ 2π

0

ln
(
x2 ´ 2 cospθqx ` 1

)
dθ.

1. a. Soit θ P R. Le polynôme X2 ´ 2 cospθqX ` 1 a pour discriminant 4 cos2pθq ´ 4 “ ´4 sin2pθq, qui a /1,5
pour racines carrées complexes ˘2i sinpθq. Il admet donc deux racines complexes conjuguées, à savoir
cospθq ˘ i sinpθq, autrement dit eiθ et e´iθ. Comme il est de degré deux et unitaire, on peut écrire sa
factorisation :

X2 ´ 2 cospθqX ` 1 “ pX ´ eiθqpX ´ e´iθq.

b. Soit n P N˚. Le polynôme Xn ´1 admet pour racine les racines n-ièmes de l'unité, c'est-à-dire les e2ikπ{n, /1,5
pour k allant de 0 à n ´ 1. Il y en a n, et c'est le degré de Xn ´ 1, donc elles sont toutes racines simples,
et comme le polynôme est unitaire on a la factorisation :

Xn ´ 1 “

n´1∏
k“0

(
X ´ e2ikπ{n

)
.

c. En utilisant les deux relations précédentes, on obtient /1

n´1∏
k“0

(
X2 ´ 2 cos

(
2kπ

n

)
X ` 1

)
“

n´1∏
k“0

(
X ´ ei

2kπ
n

)
pX ´ e´i 2kπ

n q

“

n´1∏
k“0

(
X ´ ei

2kπ
n

) n´1∏
k“0

(
X ´ e´i 2kπ

n

)
“
(
Xn ´ 1

)2
.

en utilisant que
∏n´1

k“0

(
X ´ e´i 2kπ

n

)
“
∏n´1

k“0

(
X ´ ei

2kπ
n

)
“ Xn ´ 1 “ Xn ´ 1.

2. a. Si x P Rz{´1, 1}, alors quel que soit θ P r0, 2πs, x2 ´ 2 cospθqx ` 1 ne s'annule pas, est donc strictement /1
positif et θ ÞÑ lnpx2 ´ 2 cospθqx ` 1q est donc bien dé�nie et continue par composition sur le segment
r0, 2πs : l'intégrale Ipxq est donc bien dé�nie.

b. Si x ‰ ˘1, on écrit Ipxq comme limite d'une somme de Riemann pour utiliser ce qui précède : /3

Ipxq “ lim
nÑ`8

2π

n

n´1∑
k“0

ln

(
x2 ´ 2 cos

(
2kπ

n

)
x ` 1

)

“ lim
nÑ`8

2π

n
ln

(
n´1∏
k“0

(
x2 ´ 2 cos

(
2kπ

n

)
x ` 1

))

“ lim
nÑ`8

2π

n
ln
(
pxn ´ 1q2

)
“ lim

nÑ`8

4π

n
ln |xn ´ 1| .

Il faut à présent distinguer deux cas :

§ si |x| ą 1, |x|n tend vers `8 et |xn ´ 1| est équivalent à |xn| “ |x|n. Alors par propriété du ln,

ln |xn ´ 1| “ ln |x|n ` ln |1 ´
1

xn
| „
nÑ8

n ln |x|

et on obtient

Ipxq “ lim
nÑ`8

4π

n
ln |xn ´ 1| “ 4π ln |x|.

§ si |x| ă 1, xn tend vers 0 et alors ln |xn ´ 1| converge vers 0 quand n Ñ 8. On en conclut Ipxq “ 0.
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Exercice 5.

R3 Ñ R3x
y
z

 ÞÑ

4x ´ y ´ 2z
´x ` 2z

5x ´ y ´ 3z

 .

1. Soient

x
y
z

 et

x̃
ỹ
z̃

 dans R3 et λ P R. Alors

x
y
z

` λ

x̃
ỹ
z̃

 “

x ` λx̃
y ` λỹ
z ` λz̃

, et donc /1

f

x
y
z

` λ

x̃
ỹ
z̃

 “

4px ` λx̃q ´ py ` λỹq ´ 2pz ` λz̃q

´px ` λx̃q ` 2pz ` λz̃q

5px ` λx̃q ´ py ` λỹq ´ 3pz ` λz̃q

 “

4x ´ y ´ 2z
´x ` 2z

5x ´ y ´ 3z

`λ

4x̃ ´ ỹ ´ 2z̃
´x̃ ` 2z̃

5x̃ ´ ỹ ´ 3z̃

 “ f

x
y
z

`λf

x̃
ỹ
z̃


donc f : R3 Ñ R3 est linéaire, c'est donc un endomorphisme de R3.

Alternative : on introduit la matrice A “

 4 ´1 ´2
´1 0 2
5 ´1 ´3

 de sorte que f : X ÞÑ AX est l'application

linéaire canoniquement associée à la matrice A, linéaire d'après le cours.

2. Si v P Kerpf ´ Idq, alors pf ´ Idq2pvq “ pf ´ Idqppf ´ Idqpvqq “ 0, donc on a bien l'inclusion Kerpf ´ Idq Ă /1
Ker

(
pf ´ Idq2

)
.

3. Soit

x
y
z

 P R3. /1,5

Alors

x
y
z

 P Kerpf ´ Idq ðñ

 3x ´ y ´ 2z “ 0
´x ´ y ` 2z “ 0
5x ´ y ´ 4z “ 0

ðñ ¨ ¨ ¨ ðñ x “ y “ z ðñ

x
y
z

 “ x

1
1
1

.

Notons v1 “

1
1
1

. On vient de montrer que Kerpf ´ Idq Ă Vectpv1q, et l'inclusion réciproque est vraie car

on a bien pf ´ Idqpv1q “ 0R3 . On a donc déterminé une base (v1) de Kerpf ´ Idq.

4. Pour alléger les calculs, on utilise l'écriture matricielle : f´Id est associée à la matrice

 3 ´1 ´2
´1 ´1 2
5 ´1 ´4

 qui a /2

pour carré

 0 0 0
8 0 ´8

´4 0 4

. Autrement dit si

x
y
z

 P R3 alors

x
y
z

 P Kerpf´Idq2 ðñ

{
8x ´ 8z “ 0
´4x ` 4z “ 0

ðñ

x “ z ðñ

x
y
z

 “ x

1
1
1

` py ´xq

0
1
0

. On a fait apparaître arti�ciellement v1 comme premier vecteur, et

on dé�nit v2 “

0
1
0

. Ce qui précède montre que Kerpf ´ Idq2 Ă Vectpv1, v2q, et on a l'inclusion réciproque

en véri�ant que v2 est bien dans Kerpf ´ Idq2 (il est clair que v1 y est d'après ce qui précède).
Comme pv1, v2q est une famille de deux vecteurs non colinéaires, elle est libre, et c'est donc une base de
Kerpf ´ Idq2 qu'elle engendre.

Remarque : avec l'indication, on pouvait voir qu'en dé�nissant v2 “

0
1
0

, pf ´ Idqpv2q “

´1
´1
´1

 “ ´v1 est

dans Kerpf ´ Idq d'après la question précédente, donc v2 est dans Kerpf ´ Idq2, et non colinéaire à v1. Cela
su�t à conclure si on s'autorise à raisonner avec la dimension... mais il faut justi�er que Kerpf ´ Idq2 est de
dimension 2 et pas 3.
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5. Soit

x
y
z

 P R3. /1,5

Alors

x
y
z

 P Kerpf ` Idq ðñ

 5x ´ y ´ 2z “ 0
´x ` y ` 2z “ 0
5x ´ y ´ 2z “ 0

ðñ ¨ ¨ ¨ ðñ

{
x “ 0
y ` 2z “ 0

ðñ

x
y
z

 “ z

 0
´2
1

.

Notons v3 “

 0
´2
1

. On vient de montrer que Kerpf ` Idq Ă Vectpv3q, et l'inclusion réciproque est vraie car

on a bien pf ` Idqpv3q “ 0R3 . On a donc déterminé une base (v3) de Kerpf ` Idq.

6. Soit

x
y
z

 P R3. Montrons qu'il existe un unique triplet λ1, λ2, λ3 tel que

x
y
z

 “ λ1v1 ` λ2v2 ` λ3v3 “ /2

λ1

1
1
1

` λ2

0
1
0

` λ3

 0
´2
1

. Ceci équivaut au système

 λ1 “ x
λ1 `λ2 ´2λ3 “ y
λ1 λ3 “ z

ðñ

 λ1 “ x
λ2 “ y ` 2λ3 ´ λ1 “ y ` 2z ´ 3x
λ3 “ z ´ x

Comme le système a une unique solution, pv1, v2, v3q est bien une base de R3, et les coordonnées de

x
y
z

 P R3

dans cette base sont donc px, y ` 2z ´ 3x, z ´ xq, autrement dit :x
y
z

 “ xv1 ` py ` 2z ´ 3xqv2 ` pz ´ xqv3.

7. Soit n P N˚. Comme v1 P Kerpf ´ Idq, fpv1q “ v1 et par récurrence immédiate fnpv1q “ v1. Comme /2
v3 P Kerpf ` Idq, fpv3q “ ´v3 et par récurrence immédiate fnpv3q “ p´1qnv3, en utilisant la linéarité de f .

8. Si n P N˚, et si f et g sont des endomorphismes qui commutent, alors on peut montrer la formule du binôme /3

de Newton comme pour les matrices : pf `gqn “

n∑
k“0

(
n

k

)
fk ˝gn´k, par récurrence sur n. On applique ensuite

cette formule aux endomorphismes f ´ Id et g “ Id (qui commutent !).
Comme pf ´ Idqkpv2q est nul pour tout k ě 2, on en déduit fn (v2) “ npf ´ Idqpv2q `v2 “ ´nv1 `v2 d'après
le calcul e�ectué plus haut.

9. En utilisant l'écriture de

x
y
z

 dans la base pv1, v2, v3q, on obtient : /2

fn

x
y
z

 “ fnpxv1 ` py ` 2z ´ 3xqv2 ` pz ´ xqv3q

“ xfnpv1q ` py ` 2z ´ 3xqfnpv2q ` pz ´ xqfnpv3q par linéarité de fn

“ xv1 ` py ` 2z ´ 3xqp´nv1 ` v2q ` pz ´ xqp´1qnv3

“

 x ´ npy ` 2z ´ 3xq

x ` p1 ´ nqpy ` 2z ´ 3xq ´ 2pz ´ xqp´1qn

x ´ npy ` 2z ´ 3xq ` pz ´ xqp´1qn


On véri�e qu'on obtient l'identité pour n “ 0 et la fonction f pour n “ 1.
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Exercice 6. 1. a. Si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A contient 0E et A “ {0E ` u, u P A} donc A /1
est un sous-espace a�ne de E avec a “ 0E

b. Soit a P E. Alors {a} “ {a ` u, u P {0E}}, et {0E} est un sous-espace vectoriel de E, donc {a} est un /1
sous-espace a�ne de E.

c. Soit A “ {a ` u, u P F} un sous-espace a�ne et pv, wq P A2. Alors il existe u1 P F tel que v “ a ` u1 et /1
u2 P F tel que w “ a`u2. Donc v´w “ a`u1 ´ pa`u2q “ u1 ´u2 P F car F est stable par combinaison
linéaire.

d. Soit A “ {a ` u, u P F} et α P A. On procède par double inclusion : /1,5

§ Si v P A, comme α et v sont dans A, leur di�érence appartient à F d'après la question précédente, et
on la note u “ v ´ α P F . Alors v “ α ` u avec u P F , autrement dit v P {α ` u, u P F}.

§ Réciproquement, si v P {α ` u, u P F}, il existe u P F tel que v “ α ` u. Mais comme α est dans
A “ {a ` u, u P F}, il existe aussi ũ P F tel que α “ a ` ũ. Alors v “ α ` u “ a ` ũ ` u, or ũ ` u est
bien dans F (qui est stable par combinaison linéaire) donc on a montré que v P A “ {a ` u, u P F}.

Alternative : comme α P A, il existe uα P F tel que α “ a ` uα. On peut alors écrire

x P A ðñ Du P F, x “ a ` u ðñ
avec u “ ũ ` uα

u P F ðñ ũ P F

Dũ P F, x “ α ` ũ ðñ x P {α ` ũ, u P F}.

e. Si A est un sous-espace vectoriel, alors il contient 0E . Réciproquement si A est un sous-espace a�ne de /1,5
E qui contient 0E , il existe a dans E et F un sous-espace vectoriel de E tels que A “ {a ` u, u P F},
et d'après la question précédente avec α “ 0E , on a également A “ {0E ` u, u P F} “ F donc A est un
sous-espace vectoriel de E.

2. Dans cette question, on pose : E “ KrXs, F “ {P P E, P p1q “ P p´1q} et A “ {P P E, P p1q “ 2`P p´1q}.

a. Le polynôme nul appartient bien à F . Si P et Q sont des polynômes de F et λ P K, alors /1

(P ` λQ) p1q “ P p1q ` λQp1q “
car P,QPF

P p´1q ` λQp´1q “ (P ` λQ) p´1q

donc P ` λQ P F et on a montré que F est un sous-espace vectoriel de E.

b. On véri�e que pour P “ X, P p1q “ 1 “ 2 ` P p´1q. Donc X P A. /1

c. On va montrer que A “ {X ` Q,Q P F} par double inclusion. /2

§ Si P P A, montrons que P ´ X est dans F :

pP ´ Xqp1q “ P p1q ´ 1 “
car PPA

2 ` P p´1q ´ 1 “ P p´1q ` 1 “ pP ´ Xqp´1q

On a donc montré que A Ă {X ` Q,Q P F}.

§ Si P P {X ` Q,Q P F}, il existe Q P F tel que P “ X ` Q. Alors P p1q “ 1 ` Qp1q “
car QPF

1 ` Qp´1q

et 2 ` P p´1q “ 2 ´ 1 ` Qp´1q “ 1 ` Qp´1q donc P appartient bien à A. On a donc prouvé que
{X ` Q,Q P F} Ă A.

3. Dans cette question, on pose : E “ RN (l'ensemble des suites réelles),

F “ {u P E
∣∣@n P N, un`2 ` 2un`1 ´ 8un “ 0} et A “ {u P E

∣∣@n P N, un`2 ` 2un`1 ´ 8un “ 10}.

a. La suite nulle véri�e la propriété de récurrence dé�nissant F . Si u et v sont des suites de F et λ P R, /2
alors la suite w “ u ` λv véri�e pour tout n P N :

wn`2 ` 2wn`1 ´ 8wn “ un`2 ` 2un`1 ´ 8un ` λpvn`2 ` 2vn`1 ´ 8vnq “ 0

Donc F est bien un sous-espace vectoriel de E. On sait que les suites récurrentes linéaires d'ordre deux
sont engendrées par des suites données par les racines de l'équation caractéristique r2 ` 2r ´ 8 “ 0. Ici
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les racines sont évidentes, il s'agit de 2 et ´4. On note rn “ 2n et sn “ p´4qn ces deux suites : montrons
qu'elles forment une famille libre. Soit pλ1, λ2q P R2 tel que λ1r ` λ2s “ 0RN . Alors en évaluant cette
égalité pour n “ 0 et n “ 1 on obtient le système suivant :{

λ1 ` λ2 “ 0 pn “ 0q

λ12 ` λ2p´4q “ 0 pn “ 1q

ce qui donne rapidement λ1 “ λ2 “ 0. La famille est libre, et engendre F , c'est donc une base de F .

b. Si u est une suite de A qui converge vers ℓ, par passage à la limite dans la relation dé�nissant A on /1
obtient ℓ` 2ℓ´ 8ℓ “ 10, autrement dit ℓ “ ´2. Remarquons que l'ensemble A contient la suite constante
de valeur ´2, qu'on va noter ´2RN .

c. On va montrer que A “ {´2RN ` u, u P F}. Comme ´2RN P A et F est un sous-espace vectoriel, cela /3
montrera que A est un sous-espace a�ne de E. On procède à nouveau par double inclusion :

§ Si v P A, montrons que v ` 2RN est dans F : si n P N

vn`2 ` 2 ` 2pvn`1 ` 2q ´ 8pvn ` 2q “ vn`2 ` 2vn`1 ´ 8vn ´ 10 “ 0 car v P A

donc v ` 2RN est bien dans F . On a donc montré que A Ă {´2RN ` u, u P F}.

§ Si v P {´2RN ` u, u P F}, il existe u P F tel que v “ ´2RN ` u. Alors si n P N,

vn`2`2vn`1´8vn “ p´2`un`2q`2p´2`un`1q´8p´2`unq “ 10´pun`2`2un`1´8unq “ 10 car u P F

donc v appartient bien à A. On a donc prouvé que {´2RN ` u, u P F} Ă A.

Comme A “ {´2RN ` u, u P F} et qu'on connaît une base ps, rq de F , les suites de A sont de la forme
u “ ´2RN ` αr ` βs avec α et β des réels, autrement dit

@n P N, un “ ´2 ` α2n ` βp´4qn.

En bonus :

Exercice 7. 1. a. Si x “ 1, l'égalité est véri�ée. Si x ‰ 1, on reconnaît une somme géométrique : /1

1 ` x ` ¨ ¨ ¨ ` xm´2 ` xm´1 “
1 ´ xm

1 ´ x
,

d'où le résultat.

b. D'après (a), xm ´1 est divisible par x´1. Comme x et m sont supérieurs à 2, c'est un diviseur strict. Or, /1
si x ě 3, alors x ´ 1 ě 2, donc xm ´ 1 n'est pas premier. Donc, par contraposée, si xm ´ 1 est premier,
alors x “ 2.

2. a. D'après la formule du 1(a) appliquée à x “ 2p et m “ q, 2p ´ 1 divise 2pq ´ 1. /1

b. Supposons m non premier. Il existe alors p et q supérieurs ou égaux à 2 tels que m “ pq, donc, d'après /1
(a), 2m ´1 est divisible par 2p ´1. C'est un diviseur strict et supérieur à 2, donc 2m ´1 n'est pas premier.
D'où, par contraposée, le résultat voulu.

c. On remarque que les puissances de 2 ont pour chi�re des unités 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6... de sorte que 2m ´ 1 /3
a pour chi�re des unités 3 ou 5 lorsque m est pair. Si 2m ´ 1 est premier, alors m est premier d'après la
question précédente, donc si m ě 3 il n'est pas pair, et le chi�re des unités de 2m ´ 1 est alors 1 ou 7.

3. Soit q P N tel que a “ bq ` r. Alors : /3

ua “ xa ´ 1 “ xbq`r ´ 1 “ pxbq ´ 1qxr ` xr ´ 1,

donc, d'après la formule du 1(a) appliquée à xb et m “ q :

ua “ ubpxbpq´1q ` xbpq´2q ` ¨ ¨ ¨ ` 1qxr ` ur.

Or 0 ď r ď b ´ 1, donc 0 ď ur ď xb´1 ´ 1 ď ub ´ 1. Donc ur est bien le reste de la division euclidienne de
ua par ub.
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