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DS N°8 - Correction

. _ k L. ..
Exercice 1. » Pour tout k € N*, }%11 = V3(2)" — V33 donc la série converge, comme combinaison /2
linéaire de séries géométriques de raisons strictement inférieures en module & 1. Le calcul donne :

_f(2—)_ %

400 k

2F —1 2
Z 21@71:\/53 1_ _\[7 _l
=1 V3 3

In (1) Ik — In(k + 1 1 1
kH - n(k+1) = — donc la série est télescopique. /2

" In(k)In(k + 1) In(k) In(k + 1) In(k+1) In(k)

» Pour tout &k > 2

1
Comme ;- (k) tend vers 0, la série converge donc, et sa somme vaut 3, ln(lg)(l’;?,ill) = T

» C’est une somme de Riemann! Pour tout n e N : /3

n—1 k5

e
ED DY i D Zf()

avec f : x> 75 qui est bien continue sur [0,1]. Donc :

1 2 3 1
9 x x 1 3 1—1n(2)
——— |dr=|——-In(1 = —7.
n—>+0“n3zk3+n3 / / 1+2133 /0 (l‘ 1+IL'3> x |:3 3 Il( +$>:|0 3

» On note P, = H;=1(X —j+1), avec la convention Py = 1. Les P; sont alors de degré i, donc échelonnés en /3
degré, et il y en a n + 1 = dim(R,[X]), donc ils forment bien une base de R,,[X]. On décompose P dans
cette base : il existe un unique (n + 1)-uplet (o, ..., o) tel que P = Y7 a;P;. Pour chaque i € [[0,n], et

N grand, on a
N Pk Nk(k—l)-- —itl)
ILEEDS Doy

k=i k:=z
Donc comme P = )" | o; P;, la série considérée converge comme combinaison linéaire de séries convergentes,
et sa somme vaut :

=1
< Il

l.mz

~+00 P(k) n +00 R(k) n
Z T = Z (677 %l =|€e Z (67N
k=0 1=0 k=0 =0

Exercice 2.

. e —x(1+t2) . . .
1. a. Soit = € R. La fonction intégrée f : ¢t — % est continue sur R comme quotient de deux fonctions /1

continues dont le dénominateur ne s’annule pas. Cette fonction admet donc des primitives (théoréme
fondamental de I’analyse), et si 'on note F' I'une d’entre elle, on a ¢(x) = F(1) — F(0).

Ainsi, | ¢ est bien défini sur R. ‘

b. Premiérement, /1,5
boe0 b ™
»(0) = /0 mdt = /0 Wdt = arctan(1l) — arctan(0) = 1

2 g
e—m(1+t ) e T

Puis, pour « > 0 et ¢t € [0,1], on a —z(1 + t?) < —x, donc e—2(1+t%) < =% ot donc S < e
Ainsi, par croissance de l'intégrale, on obtient puisque toutes ces quantités sont positives :

1 7w(1+t2) 1 —x 1 1
(S (S ™
0< = ——di< | —dt=¢" [ ——=dt=e"—.
#(@) /0 L +¢2 /0 1L+¢2 ¢ /O 1 +¢2 ©q



. On sait que lim e™® = 0 et, par encadrement, on en déduit que | lim ¢(x) = 0.

T—+00 r——+00

. La fonction z — —z(1 + t?) est une fonction affine, donc de classe C* sur R. Par composition avec la
fonction exponentielle (elle aussi C*), on en déduit que f; est C* (donc en particulier C?) sur R.
Ensuite, pour tout z € R,

Fl@) = =1+ )™M et | (@) = (14 2) 7041,

Ensuite, comme ¢ € [0,1], on a 1+ ¢? < 2 et donc (1 + t2)2 < 4. Et pour z € [-1,1], on a —z < 1 donc

—z(1 + %) < 2 et donc e~ *(1+") < 2. Par produit d’inégalités (out tous les termes sont positifs), on en

déduit
@) = (1+£2) %04

. On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange & f; a l'ordre 2 (ce qui est possible car f; est C?) entre 0 et
h e [—1,1], avec M = 4e? qui est un majorant de |f/'| sur [—1,1] (cf. question précédente) :

|f:(h) = £:(0) — hf}(0)] < M%

c’est-a-dire

e P+ 1 4 h(1 + 17| < 2e2h2

. Par linéarité de l'intégrale

1 [ (eth)(1+2)  —ax(14%)
gD(fC + h) — qp(;p) + h/ e—w(1+t2)dt _ / (e _ € B he_w(l+t2)> a
0

o 1+t 1+ ¢2

teall+th h(1+t%) 2
= — (e~ —1—=h(1+1¢t%))dt
A el 0+)

. D’aprés l'inégalité triangulaire pour les intégrales et les résultats des questions 2b et 3a :

) 2
e—1(1+t )

1 1
h) — h —x(1+t2)dt g/
plo+h) = ple)+h [ e ==

‘e_h(th) —1+h(1+ tQ)‘ dt

<2e2h2

Lema (46 2,2 2,2

. A partir de la question précédente et en divisant par || (pour h € [—1,1]\{0}) on obtient

1 2 21,2
plo+h) + @) | / e_mmdt’ 2 ho(@) = 26|hlp(x) — 0,
0 —

h Al
donc par encadrement, ceci implique que

1
lim p(x +h) —p(x) _ _/ o e (1) gy
h—0 h 0

1
On en conclut que ¢ est dérivable en x, de dérivée | o' (z) = —/ e () gy
0

. Supposons x > 0. On effectue le changement de variable « u = /xt », c’est-a-dire que l'on définit

Y(u) = %, et donc 9 est C! sur [0, /2] avec ¢’ (u) = %, P(0)=0et v(/z)=1":

1 Y (V) NG N 1 N
QOI(I) = 7/ efm(lth?)dt _ 7\/ efzefa:t(‘)dt _ 7671/ eiw(ﬁﬁidu _ 76 / efu2du.
0 (0) 0 Vi NE

/0,5

/2

/1

/1

/2

/1

/1



4. a. La fonction G est une primitive de ¢t — e_tz, donc G est dérivable et pour tout z € R, |G'(x) =e . /0,5

b. La dérivée de la fonction f : z +— o(2?) + G(z)? est f' : x — 22¢'(2?) + 2G’(2)G(z). Or pour x > 0, /1,5

_z2 V2 T
(& 2 2 2
f'(x) = 2x¢ (2%) 4+ 2G" (2)G(x =721’—/ e Vdt + 27" / e~ Vdt = 0.
(2) (z7) (2)G(z) = ), ;

Comme f est nulle sur R* et que la fonction fonction f est continue, on en déduit que f est constante
sur R .

+G(0)2 =% +0. /1
En passant a la limite, en sachant que lim ¢(z) = 0, on obtient lim G(x)* = 7, et enfin, comme
r—+00 T ——+00

c. D’aprés la question précédente, on a pour tout z € Ry, o(z?) + G(2)? = (0)

G(z) est positif pour tout z € RT, on en déduit finalement que

+00 R
/ o dt = lim G(z) = ?
0

x—+00

Exercice 3. Déterminons un équivalent du terme général de la série considérée : /4

(o)
: <1+}1>”H ~eo (0w (1+2)) = e (@ (2= 540 (1))
oot oo o) o)
(i) e (m () mew (0 (- o (59)
ot 2 ()

e
n1+2a

Ainsi, le terme général est équivalent a , en particulier il est positif & partir d’un certain rang.

» Sia>0, est le terme général d’une série de Riemann convergente, et par comparaison entre série &

e
n1+2a
termes positifs, la série considérée converge.

. € . L. . . . PR
» Sia<0, —5a est le terme général d’une série de Riemann divergente, et par comparaison entre série a
n

termes positifs, la série considérée diverge.

Exercice 4.
1. a. Soit u = (z,y,2) et v = (a,b,c) e R3 et A\e R. On a /1
flu+ ) = f((z+ Aa,y + Ab, z + Ac))
=(—x—Aa—2y —2\b—32—3X¢,2(y + \b) +4(z + A¢),z + da— z — Ac)
=(—z—2y—3z,...,... )+ A(-a—2b—c, ..., ...)
= f(u) + Af(v).

Ainsi, | f est linéaire.



3.

4.

b. Pour (x,y,2) € R3,

(:v,y7z)eker(f) — f((x,y,z)) = (0,0,0)
—zr—2y—32=0 T =2z
— (2y+4z=0 = (y=-22z = (1,9,2)
r—2=0 z=2z

Ainsi, | ker(f) = Vect ((1,-2,1)). |La famille ((1,—2,1)) est libre (un seul vecteur non nul) et génératrice

de ker(f), donc c’est une base de ker(f).

=2z.(1,-2,1).

c. D’aprés la question précédente, on a dim(ker(f)) =1 et le théoréme du rang appliqué & f donne donc

dim(Im(f)) = dim(R?) — dim (ker(f)) =3 —1

Ensuite f((1,0,0)) = (—=1,0,1) et f((0,1,0)) =

(—2,2,0), donc ((—1,0,1),(—2,2,0)) est une famille libre

(car deux vecteurs non colinéaires) de deux vecteurs de Im(f), et comme dlm(Im( f)) =2, on en déduit

que | ((—=1,0,1),(—2,2,0)) est une base de Im(f).

Remarque. On aurait pu choisir d’autres vecteurs, par exemple f(1,0,0) et f(0,0,1) =

une base de Im(f).

a. Soit (z,y,z) € R3,

(,y,2)EH — z4+y+z2=0 <

(—3,4,-1

) forment aussi

rT=—-y—=z
y=y = (r,9,2) =y.(=1,1,0) + 2.(-1,0,1)
Zz =z

Ainsi, | H = Vect((~1,1,0), (~1,0,1)) et dim(H) = 2.

b. Soit (z,y, z) € R3,

f2((x,y,z)) = f(—x—2y—3z,2y+4z,m—z))

= (z+2y+32—2(2y + 4z)

= (—2x — 2y — 2z,4x + 4y + 4z, —2x — 2y — 22)

=2x+y+2).(-1,2,-1)

c. Ona (z,y,2)eker(f) s r+y+2=0< (z,y,2) € H donc ker(f?)

((—=1,1,0),(—1,0,1)) est une base de ker(f?).

—3(z—2),22y +42) + 4(z — 2),—z — 2y — 3z — (z — 2))

= H et d’aprés la question (a),

D’aprés le théoréme du rang pour Iapplication f2, on a dim(Im(f?)) = 3 — dim(ker(f?)) =3 -2 =1, et

comme f((3,0,0)) = (=1,2,-1) la famille

Pour tout (z,y,2) € R3,

f?’((x,y,z)) = f(Q(I +y+ Z)(i

((—=1,2,—1)) est une base de Im(f?).

1,2,-1)) = 2(x +y + 2)f((~1,2,~1)) = Ogs

en utilisant le fait que (—1,2,—1) € Vect((1,-2,1)) = ker(f). Ainsi, | f* = Ozs).

a. On a f2(u) = 6.(—1,2,—1) # (0,0,0) donc | u ¢ ker(f?).

b. On a f(u) = (—6,6,0) et f2(u) = (6,12,
/\1,)\2,/\3 € R, on a

AL — 6y —6X3 =0
Autdo. f(w)+ A1 f2(u) = (0,0,0) & { A\ +6X + 1203 =0 <=

A

Ainsi, la famille (u, flw), f2(u)) est libre et composée de 3 = dim(R?) vecteurs, donc c’est une base de R3.

- 6)\3 =0 6)\2

A —6Xa — 6A3 =0
12)0 + 18)3 = 0

=0

=

—6). Montrons que la famille (u, f(u), f?(u)) est libre : pour

A =0
A=0
A3 =0

/1,5

/1,5

/1

/0,5

/1,5

/1

/0,5

/1,5



5.

a. Premiérement, C(f) = L(R?) et £L(R?) est un espace vectoriel. De plus, f o Oz(rsy = Og(rs) = Oz sy © f,
donc 0£(R~3) € C(f)
Ensuite, pour hy et ho € C(f) et Ae R, on a

(hi+ Mha)o f=hiof+Agof=fohy+Afohy=fo(hi+ ).

Ainsi, hy + Aho € C(f).

Justifications. Premiére égalité : distributivité de la composition sur la somme d’applications linéaire. Deuxiéme

égalité : on utilise le fait que hq et ho commutent avec f pour changer 'ordre des compositions (f o hy = hy o f).
Troisiéme égalité : linéarité de f.

Conclusion : ‘ C(f) est un sous espace vectoriel de £(R3). ‘

Ensuite, on a

foldgs = f =Idgsof,  fof=f*=fof et fPof=f=fof

ce qui justifie que ’ Idgs, f et f2 appartiennent a C(f). ‘

b. Pour (z,y,2) € R3 on a

fog((zy,2) = ==2(@@+y+2).(-1,2,-1)

et

gof((fca%z)) =0
donc fog=go f(=—f?), cest-a-dire g € C(f).

=2z +y+2).(-1,2,-1)

c. Par linéarité de h, il suffit de vérifier la relation pour les vecteurs de la base (u, f(u), f2(u)). Pour u, c’est
la relation initiale h(u) = au + Bf(u) + v f*(u). Pour f(u), on a :

h(f(w)) = f(h(u) = flau+ Bf(u) +vf*(w) = af(u) + Bf(f(u) +71f(f*(w)).

La premiére égalité utilise le fait que h et f commutent, et la troisiéme la linéarité de f. De méme,

h(f(w) = f2(h(w)) = f2(au+ Bf(w) +7f*(w)) = af?(u) + BF(f(u) + 7. (f*(w),

et on conclut grace a la linéarité de h que h = aIdgs +8f + 7f?, puisque ces deux applications linéaires
coincident sur une base de R3.

d. Comme C(f) est un espace vectoriel, et Idgs, f et f2 sont dans C(f), on a Vect(Idgs, f, f?) = C(f) car
un espace vectoriel est stable par combinaison linéaire.
Ensuite, si h € C(f), d’aprés la question précédente, il existe o, 5 et v € R tels que h = aIdgs +5f +vf2,
donc h € Vect(Idgs, f, f?), ce qui montre 'autre inclusion : C'(f) < Vect(Idgs, f, f2).

Ainsi, par double inclusion, on a montré que | C(f) = Vect(Idgs, f, f?).

De plus, (IdRs, HLf 2) est une famille libre, car une relation de liaison entre ces trois applications linéaires
donne en particulier une relation de liaison entre u, f(u) et f2(u), qui est alors triviale puisqu’on a
montré que cette famille est libre. Ainsi, (IdRs . f, f2) est une base de C(f), qui est donc de dimension 3.

/1

/1

/2

/2

6. L’endomorphisme f étudié dans la partie I vérifie /> = 0z gs) et f? # 0z (ga), donc‘ f est nilpotent d’indice 3. ‘ /1

7.

a. On sait que f? = Og(g), donc ker(f?) = E (puisque tous les vecteurs de E ont une image nulle). Et
ker(fP~1) # E puisque fP~! n’est pas 'application nulle. Donc il existe un vecteur de E qui n’est pas

dans ker(fP~1), c’est a dire : ‘Hu € E\ ker(fP—1). ‘

b. Soit A1,..., A, € R tels que Mju+ Aaf(u) + -+ A\ fP7H(u) =0 (*) .
En appliquant fP~1 & ’égalité (), on obtient

M) + Ao fP(u) + -+ A fPH(u) = P71 (0E) = 0p

=0g car fP:fIH»l:.A.:OL(E)

/1

/2



c’est-a-dire A1 fP71(u) = Og, et comme fP~1(u) # Og, car u ¢ ker(fP~1), on en déduit que \; = 0.
On répéte le méme raisonnement en appliquant cette fois fP=2 a I’égalité () (et en utilisant le fait que

)\1 = 0) :
Ao fP7Hu) + XafP(u) + -+ [P (u) = fP73(08) = 0,
——
#0E =0
donc Ay = 0.
En répétant le méme raisonnement (en appliquant P2, ...) on déduit que ‘ AM =A==}, =0. ‘

Ainsi, la famille (u, f(u),..., fP~!(u)) est libre.

c. Une famille libre contient toujours moins de vecteurs que la dimension de I’espace, donc /1

p=|(u, f(w),.... " (v)] < dim(E) = n.

8. Soit f une application linéaire d’indice de nilpotence maximal n = dim E. D’aprés 7a et b, il existe u € E tel /3
que (u, f(u), -+, f""1(u)) soit une base de E (famille libre de cardinal n = dim E).
Si h e C(f), on note (ag, - an—1) € R™ le coordonnées de h(u) dans cette base.
On montre comme en 5¢ que h = Z;:Ol a; f', en vérifiant I’égalité pour chaque vecteur de la base : si
ke [0,n—1],

n—1 n—1
h(fF () = fF(h(u) = f* (Z az-f’(u)) = > aif'(fF(u)
=0 1=0

puisque h commute aussi avec f*, qui est linéaire, et f¥ o fi = fio f*.
On a donc montré que pour tout h € C(f), h s’écrit comme combinaison linéaire de Idg, f, f2,..., f* L
L’autre inclusion Vect(Idg, f, f2,..., f*~ 1) = C(f) découle du fait que toutes les puissances de f commutent

avec f. On a donc légalité ‘ C(f) = Vect(Idg, f, f?, .. _’fn—l).‘
Cette famille génératrice est libre, puisque comme en 5c, une relation de liaison entre ces applications induit

une relation de liaison sur la famille libre (u, f(u), ..., f* (u)). On a donc exhibé une base de C(f), qui est
donc de dimension n.

Exercice 5. 1. a. Pour n e N*, /1

n n+1
1 1 1 1 1 1
Wy, — Wpt1 = — —In(n) — E k+ln(n+1)—ln<n+ )— :1n(1+7)—

— k P n n+1 n n+1
) 1y 11 1 .
b. Comme =+ - 0,onaln|{1+ — ) =——— +0| — | quand n — o0, d’ot /2
n n n 2n? n2
1 1 N 1 1 1 1 n 1 1 N 1
Wy — W =———+o|—=|— = ———+4o0|—=|==—=+o0|—=
" T o2 n? n+1 nn+1) 2n? n? 2n? n?
i ! ! + ! ( équival ). On ad L
uisque ———— = — + o | — ar équivalence). On a donc | w, —w ~ —.
p q TL(TL + 1) TL2 n2 p quiv n n+1 oo 2”2

c. La série > k—g est convergente (série de Riemann avec 2 > 1), donc par linéarité et comparaison de séries /2

a termes positifs, on en déduit que ‘ > (wy, — wg41) est convergente. ‘

n
Or, les sommes partielles de cette série se calculent par télescopage : pour n € N*, Z(wk — Wgy1) =
k=1
w1 — W41, €t donc la suite (w,,) converge.
2. a. La fonction ¢ est dérivable sur R%, de dérivée ¢/(t) = —% In(t) + 1 x 1 = %I;(t) pour t € R%. Ainsi, /1
¢ (t) est du signe de 1 — In(¢) ce qui permet d’obtenir le tableau de variations suivant :



La limite en 0 s’obtient par produit de limites, et celle en +00 est une limite usuelle de croissances
compareées.

2
. La fonction ® : ¢ — % est une primitive de ¢ sur ]0, +oo. /1

. Pour n > 1, /1

2n+2 2n

Sont2 — Son = E g — E Up = U2p42 + U2pyl =
k=1 k=1

In(2n+2) In(2n+1)
2n + 2 2n +1

=p(2n+2)—e(2n+1).

Or la fonction ¢ est décroissante sur [e, +o0[ et 2n+2>2n+ 1> 3 > e, donc ¢(2n +2) < p(2n + 1).
On a montré que VYn € N* Sy, 5 — So, <0, autrement dit, ‘la suite (S, ) est décroissante.

. Pour n > 1, /1

In(2n+3)  In(2n +2)
2n + 3 2n + 2

SQn+3 - S2n+1 = U2n+3 + U2pt2 = — = _90(2771 + 3) + @(271 + 2)

Comme ¢ est décroissante sur [e, +00[, on en déduit que Sap,+5—S2,+1 = 0, et donc‘ (S2n+1) est croissante. ‘

In(2n+1)
i1 o0

Les suites (Sa;,) et (S2,+1) vérifient : 'une est croissante, l’autre est décroissante et la différence des deux

Enfin, Sop41 — Son = Usnt1 = —

tend vers 0, ce sont donc ‘ deux suites adjacentes. ‘

. D’aprés la propriété des suites adjacentes, (Sa;,) et (Sa,+1) convergent vers une méme limite, que 'on /1
note S.

Cela signifie que pour la suite (S,,), ses termes de rang pair et de rang impair convergent vers la méme
limite S. Comme ces deux suites extraites recouvrent entiérement (S,,), cela implique que (S,,) converge
également, vers S.

Comme (S,) est la suite des sommes partielles de la série > ug, et que 'on a montré que cette suite

converge, cela signifie que | > uy, est une série convergente.
k=1

/1

. Pour étudier la convergence absolue, on remarque que pour k > 1

In(k) 1 1
. et donc 7= 1n(k)|uk| =

(lusl)

|uk| - k—0>oo

Comme 3 % est une série divergente (série harmonique), on en déduit par comparaison de séries a termes

positifs que Y |ux| est divergente. Ainsi, | > ug ne converge pas absolument.
k=1

. Soit k > 3. D’aprés la question 2, la fonction ¢ est décroissante sur [e, +o0[, donc en particulier sur /1
[k, k + 1]. Ainsi, Vt € [k, k+ 1], ok + 1) < o(t) < p(k) et par croissance de 'intégrale, en intégrant sur
un intervalle de taille 1, on obtient

k+1

@w+n<4 o(t) dt < (k).

. En sommant I'inégalité de droite de k = 3 jusqu’a k = n et en appliquant la relation de Chasles, on /1

obtient
n+1
[ etae-
3

n

k41 "
Z/k gp(t)dt<zl ]ik)

k=3 k=3




d’ou

\Y

v, = Z ln}ik) B %111(”)2 _ ln;Z) N Z ln]ik) B %ln(n)Q In(2) N /
=1 k=3 ?

c. En reconnaissant la primitive ® calculée en 2b, on voit que pour n > 3,

In(n+1) In(n+1)2 In(n)? " In(t)
S — = 1) — —=dt < "apreés 4a.
Un41 — Un 1 5 + 5 pn+1) /n " dt <0 d’aprés 4a

Ainsi, ‘(vn) est décroissante.‘ Il reste & montrer que la suite (v,) est minorée pour pouvoir conclure

qu’elle converge (par convergence monotone). En utilisant & nouveau la primitive ®, on minore :

In(2)

n+1 n N
vn > +/3 o(t) dt — %111(”)2 _In(2) In(2)

5 e+~ 2(3) - 2(n) >

In(2)—In(3)2
2

par croissance de ®. Comme (v,,) est minorée par , et décroissante, elle est convergente.

d. Comme v,, converge vers une limite finie, que I’on note ici ¢, on a

i k) _ L2+ o4 o(0) .

=1 k 2 ——

d’on ’équivalent demandé.

5. Pour n > 1, 0n a

B SIEIEE U UM SRl L)
= =1 5=0 k=1

2n
In(k)
SZn + ]; k

Aprés avoir utilisé la linéarité, on a séparé les termes de rangs pairs et de rangs impairs (qui sont nuls) de la
somme. Ensuite,

" In(2) + In(k In(k 1 Kn(k " In(k
S2n:Z (); ()_Z ;E;):ln(Q)ZEJFZ ]({;)_Z ](€)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
i HTL2 n TL2
zln(Q)Z%‘i"Un 1(2) — Qn—l (22)
k=1
_(2) z":% v v+ In(n)? — (1n2(n) +1n(2))
k=1
zln(Q)Z%+vn—v2n—ln(2)ln(n)—ln(;)
k=1

6. Comme la suite (v,) converge, et en notant ¢ sa limite, on a v, — £ et vy, —> £. Cela donne donc, &

n—oo n—o0
partir des calculs de la question précédente,
Sop, = ln(2)(i 1 ln(n)) + Uy, — Vo, — In(2)" In(2)y+¢—4¢— In(2)* _ In(2)y — In(2)"
2n — £ A n 2n 2 oo v 2 - Y 9

ou l'on a utilisé la convergence de (w,,) vers v, question lc. Par ailleurs, Ss,, étant une somme partielle de la
série Y wuy qui est convergente, on a

f(_1>kln](€k) _ lim Sy =|n(2)y ln(2)2-

n— oo 2

/2

/1

/3

n



Exercice 6. Soit T' € N* et Pr ’ensemble des suites complexes périodiques de période T'.

Pr — cT

u  —> (ug, - ,ur—1)
dim CT = T. Une base de Pr est donnée par 'image réciproque par cette application de la base canonique
de CT : c’est la base composée des suites T-périodiques qui valent 1 en un seul rang inférieur & 7 — 1 et 0
pour les autres rangs inférieurs a4 7' — 1.

1. On peut montrer que "application ¢ : { est linéaire et bijective, donc dim Pr =

2im

2. Si Uz désigne I'ensemble des racines T-iémes de 1'unité, alors pour w = e , Ur = {wk k € [[0,7 — 1]}.
On note alors u* la suite donnée par pour tout n > 0, u¥ = w*", qui est périodique de période T puisque
T
w' = 1.
Soit (Ags A1y .-y Ar—1) € CT=1 tels que Agu® + -+ + Ap_qul =1 = Ocn.
Alors en particulier, pour tout n € [0,T — 1],

Mol + Al + Aou? + -+ Ao gul T = Aw? + MW" + Ao (W) 4+ A (W) T = 0.

On considére alors le polynome P(X) = Ao+ M X + X X2+ -+ Ap_1 XT=Y | qui est de degré inférieur a T.
D’aprés ce qui précede, les w™ sont racines de P, pour tout n € [[0,7 — 1]. Ces racines sont toutes distinctes,
et il y en a donc plus que le degré de P : ceci implique que P est le polynéme nul, donc tous ses coefficients
sont nuls.

On a ainsi prouvé la liberté de la famille de suites considérée. Comme c’est une famille composée de T
éléments, c’est donc une autre base de Pr, qui est de dimension T d’aprés la question précédente.



