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Exercice 1. § Pour tout k P N‹, 2k´1√
3
2k´1 “

√
3
(
2
3

)k
´

√
3 1
3k

donc la série converge, comme combinaison /2

linéaire de séries géométriques de raisons strictement inférieures en module à 1. Le calcul donne :

`8∑
k“1

2k ´ 1
√
3
2k´1

“
√
3 ¨

2

3
¨

1

1 ´ 2
3

´
√
3 ¨

1

3
¨

1

1 ´ 1
3

“
√
3

(
2 ´

1

2

)
“

3
√
3

2
.

§ Pour tout k ě 2,
ln
(

k
k`1

)
lnpkq lnpk ` 1q

“
ln k ´ lnpk ` 1q

lnpkq lnpk ` 1q
“

1

lnpk ` 1q
´

1

lnpkq
donc la série est télescopique. /2

Comme 1
lnpkq

tend vers 0, la série converge donc, et sa somme vaut
∑`8

k“2

ln( k
k`1 )

lnpkq lnpk`1q
“ ´

1

lnp2q
.

§ C'est une somme de Riemann ! Pour tout n P N : /3

1

n3

n´1∑
k“0

k5

k3 ` n3
“

1

n

n´1∑
k“0

k5

n5

1 ` k3

n3

“
1

n

n´1∑
k“0

f

(
k

n

)
,

avec f : x ÞÑ x5

1`x3 qui est bien continue sur r0, 1s. Donc :

lim
nÑ`8

1

n3

n´1∑
k“0

k5

k3 ` n3
“

∫ 1

0

f “

∫ 1

0

x5

1 ` x3
dx “

∫ 1

0

(
x2 ´

x2

1 ` x3

)
dx “

[
x3

3
´

1

3
lnp1 ` x3q

]1
0

“
1 ´ lnp2q

3
.

§ On note Pi “
∏i
j“1pX ´ j ` 1q, avec la convention P0 “ 1. Les Pi sont alors de degré i, donc échelonnés en /3

degré, et il y en a n ` 1 “ dimpRnrXsq, donc ils forment bien une base de RnrXs. On décompose P dans
cette base : il existe un unique pn` 1q-uplet pα0, . . . , αnq tel que P “

∑n
i“0 αiPi. Pour chaque i P rr0, nss, et

N grand, on a
N∑
k“0

Pipkq

k!
“

N∑
k“i

kpk ´ 1q ¨ ¨ ¨ pk ´ i` 1q

k!
“

N∑
k“i

1

pk ´ iq!
“

N´i∑
k“0

1

k!
Ñ e.

Donc comme P “
∑n
i“0 αiPi, la série considérée converge comme combinaison linéaire de séries convergentes,

et sa somme vaut :
`8∑
k“0

P pkq

k!
“

n∑
i“0

αi

`8∑
k“0

Pipkq

k!
“ e

n∑
i“0

αi.

Exercice 2.

1. a. Soit x P R. La fonction intégrée f : t ÞÑ e´xp1`t2q

1`t2 est continue sur R comme quotient de deux fonctions /1
continues dont le dénominateur ne s'annule pas. Cette fonction admet donc des primitives (théorème
fondamental de l'analyse), et si l'on note F l'une d'entre elle, on a φpxq “ F p1q ´ F p0q.
Ainsi, φ est bien dé�ni sur R.

b. Premièrement, /1,5

φp0q “

∫ 1

0

e´0

1 ` t2
dt “

∫ 1

0

1

1 ` t2
dt “ arctanp1q ´ arctanp0q “

π

4
.

Puis, pour x ě 0 et t P r0, 1s, on a ´xp1 ` t2q ď ´x, donc e´xp1`t2q ď e´x et donc e´xp1`t2q

1`t2 ď e´x

1`t2 .
Ainsi, par croissance de l'intégrale, on obtient puisque toutes ces quantités sont positives :

0 ď φpxq “

∫ 1

0

e´xp1`t2q

1 ` t2
dt ď

∫ 1

0

e´x

1 ` t2
dt “ e´x

∫ 1

0

1

1 ` t2
dt “ e´xπ

4
.
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c. On sait que lim
xÑ`8

e´x “ 0 et, par encadrement, on en déduit que lim
xÑ`8

φpxq “ 0. /0,5

2. a. La fonction x ÞÑ ´xp1 ` t2q est une fonction a�ne, donc de classe C8 sur R. Par composition avec la /2
fonction exponentielle (elle aussi C8), on en déduit que ft est C8 (donc en particulier C2) sur R.
Ensuite, pour tout x P R,

f 1
tpxq “ ´p1 ` t2qe´xp1`t2q et f2

t pxq “
(
1 ` t2

)2
e´xp1`t2q.

Ensuite, comme t P r0, 1s, on a 1 ` t2 ď 2 et donc
(
1 ` t2

)2
ď 4. Et pour x P r´1, 1s, on a ´x ď 1 donc

´xp1 ` t2q ď 2 et donc e´xp1`t2q ď e2. Par produit d'inégalités (où tous les termes sont positifs), on en
déduit ∣∣f2

t pxq
∣∣ “

(
1 ` t2

)2
e´xp1`t2q ď 4e2.

b. On applique l'inégalité de Taylor-Lagrange à ft à l'ordre 2 (ce qui est possible car ft est C2) entre 0 et /1
h P r´1, 1s, avec M “ 4e2 qui est un majorant de |f2

t | sur r´1, 1s (cf. question précédente) :

∣∣ftphq ´ ftp0q ´ hf 1
tp0q

∣∣ ď M
h2

2

c'est-à-dire ∣∣e´hp1`t2q ´ 1 ` hp1 ` t2q
∣∣ ď 2e2h2.

3. a. Par linéarité de l'intégrale /1

φpx` hq ´ φpxq ` h

∫ 1

0

e´xp1`t2qdt “

∫ 1

0

(
e´px`hqp1`t2q

1 ` t2
´

e´xp1`t2q

1 ` t2
´ he´xp1`t2q

)
dt

“

∫ 1

0

e´xp1`t2q

1 ` t2
(
e´hp1`t2q ´ 1 ´ hp1 ` t2q

)
dt

b. D'après l'inégalité triangulaire pour les intégrales et les résultats des questions 2b et 3a : /2∣∣∣∣φpx` hq ´ φpxq ` h

∫ 1

0

e´xp1`t2qdt

∣∣∣∣ ď

∫ 1

0

∣∣∣∣∣e´xp1`t2q

1 ` t2

∣∣∣∣∣ ∣∣∣e´hp1`t2q ´ 1 ` hp1 ` t2q

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
ď2e2h2

dt

ď

∫ 1

0

e´xp1`t2q

1 ` t2
2e2h2dt “ 2e2h2φpxq.

c. À partir de la question précédente et en divisant par |h| (pour h P r´1, 1sz{0}) on obtient /1∣∣∣∣φpx` hq ` φpxq

h
`

∫ 1

0

e´xp1`t2qdt

∣∣∣∣ ď
2e2h2φpxq

|h|
“ 2e2|h|φpxq ÝÑ

hÑ0
0,

donc par encadrement, ceci implique que

lim
hÑ0

φpx` hq ´ φpxq

h
“ ´

∫ 1

0

e´xp1`t2qdt.

On en conclut que φ est dérivable en x, de dérivée φ1pxq “ ´

∫ 1

0

e´xp1`t2qdt.

d. Supposons x ą 0. On e�ectue le changement de variable � u “
√
xt �, c'est-à-dire que l'on dé�nit /1

ψpuq “ u√
x
, et donc ψ est C1 sur r0,

√
xs avec ψ1puq “ 1√

x
, ψp0q “ 0 et ψp

√
xq “ 1 :

φ1pxq “ ´

∫ 1

0

e´xp1`t2qdt “ ´

∫ ψp
√
xq

ψp0q

e´xe´xt2dt “ ´e´x

∫ √
x

0

e
´xp u√

x
q
2 1√

x
du “ ´

e´x

√
x

∫ √
x

0

e´u2

du.
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4. a. La fonction G est une primitive de t ÞÑ e´t2 , donc G est dérivable et pour tout x P R, G1pxq “ e´x2

. /0,5

b. La dérivée de la fonction f : x ÞÑ φpx2q `Gpxq2 est f 1 : x ÞÑ 2xφ1px2q ` 2G1pxqGpxq. Or pour x ą 0, /1,5

f 1pxq “ 2xφ1px2q ` 2G1pxqGpxq “ ´2x
e´x2

√
x2

∫ √
x2

0

e´t2dt` 2e´x2

∫ x

0

e´t2dt “ 0.

Comme f 1 est nulle sur R˚
` et que la fonction fonction f est continue, on en déduit que f est constante

sur R`.

c. D'après la question précédente, on a pour tout x P R`, φpx2q `Gpxq2 “ φp0q `Gp0q2 “ π
4 ` 0. /1

En passant à la limite, en sachant que lim
xÑ`8

φpxq “ 0, on obtient lim
xÑ`8

Gpxq2 “ π
4 , et en�n, comme

Gpxq est positif pour tout x P R`, on en déduit �nalement que

∫ `8

0

e´t2dt “ lim
xÑ`8

Gpxq “

√
π

2

Exercice 3. Déterminons un équivalent du terme général de la série considérée : /4

§

(
1 ´ cos

(
1

n

))α
„

nÑ8

1

n2α
,

§

(
1 `

1

n

)n`1

“ exp

(
pn` 1q ln

(
1 `

1

n

))
“

nÑ8
exp

(
pn` 1q

(
1

n
´

1

2n2
` o

(
1

n2

)))

“ exp

(
1 `

1

n
´

1

2n
` o

(
1

n

))
“ e ¨ exp

(
1

2n
` o

(
1

n

))
“ e

(
1 `

1

2n
` o

(
1

n

))
,

§

(
1 `

1

n` 1

)n
“ exp

(
n ln

(
1 `

1

n` 1

))
“

nÑ8
exp

(
n

(
1

n` 1
´

1

2pn` 1q2
` o

(
1

n2

)))

“ exp

(
1 ´

1

n` 1
`

n

2pn` 1q2
` o

(
1

n

))
“ e ¨ exp

(
´

1

2n
` o

(
1

n

))
“ e

(
1 ´

1

2n
` o

(
1

n

))
.

Ainsi, le terme général est équivalent à
e

n1`2α
, en particulier il est positif à partir d'un certain rang.

§ Si α ą 0,
e

n1`2α
est le terme général d'une série de Riemann convergente, et par comparaison entre série à

termes positifs, la série considérée converge.

§ Si α ď 0,
e

n1`2α
est le terme général d'une série de Riemann divergente, et par comparaison entre série à

termes positifs, la série considérée diverge.

Exercice 4.

1. a. Soit u “ px, y, zq et v “ pa, b, cq P R3, et λ P R. On a /1

fpu` λvq “ f
(
px` λa, y ` λb, z ` λcq

)
“ p´x´ λa´ 2y ´ 2λb´ 3z ´ 3λc, 2py ` λbq ` 4pz ` λcq, x` λa´ z ´ λcq

“ p´x´ 2y ´ 3z, . . . , . . . q ` λp´a´ 2b´ c, . . . , . . . q

“ fpuq ` λfpvq.

Ainsi, f est linéaire.

3



b. Pour px, y, zq P R3, /1,5

px, y, zq P kerpfq ðñ f
(
px, y, zq

)
“ p0, 0, 0q

ðñ


´x´ 2y ´ 3z “ 0

2y ` 4z “ 0

x´ z “ 0

ðñ


x “ z

y “ ´2z

z “ z

ðñ px, y, zq “ z.p1,´2, 1q.

Ainsi, kerpfq “ Vect
(
p1,´2, 1q

)
. La famille

(
p1,´2, 1q

)
est libre (un seul vecteur non nul) et génératrice

de kerpfq, donc c'est une base de kerpfq.

c. D'après la question précédente, on a dim
(
kerpfq

)
“ 1 et le théorème du rang appliqué à f donne donc /1,5

dim
(
Impfq

)
“ dimpR3q ´ dim

(
kerpfq

)
“ 3 ´ 1 “ 2.

Ensuite f
(
p1, 0, 0q

)
“ p´1, 0, 1q et f

(
p0, 1, 0q

)
“ p´2, 2, 0q, donc

(
p´1, 0, 1q, p´2, 2, 0q

)
est une famille libre

(car deux vecteurs non colinéaires) de deux vecteurs de Impfq, et comme dimpImpfqq “ 2, on en déduit

que
(
p´1, 0, 1q, p´2, 2, 0q

)
est une base de Impfq.

Remarque. On aurait pu choisir d'autres vecteurs, par exemple fp1, 0, 0q et fp0, 0, 1q “ p´3, 4,´1q forment aussi

une base de Impfq.

2. a. Soit px, y, zq P R3, /1

px, y, zq P H ðñ x` y ` z “ 0 ðñ


x “ ´y ´ z

y “ y

z “ z

ðñ px, y, zq “ y.p´1, 1, 0q ` z.p´1, 0, 1q

Ainsi, H “ Vect
(
p´1, 1, 0q, p´1, 0, 1q

)
et dimpHq “ 2.

b. Soit px, y, zq P R3, /0,5

f2
(
px, y, zq

)
“ f
(

´ x´ 2y ´ 3z, 2y ` 4z, x´ zq
)

“
(
x` 2y ` 3z ´ 2p2y ` 4zq ´ 3px´ zq, 2p2y ` 4zq ` 4px´ zq,´x´ 2y ´ 3z ´ px´ zq

)
“ p´2x´ 2y ´ 2z, 4x` 4y ` 4z,´2x´ 2y ´ 2zq

“ 2px` y ` zq.p´1, 2,´1q

c. On a px, y, zq P kerpf2q ô x` y` z “ 0 ô px, y, zq P H donc kerpf2q “ H et d'après la question (a), /1,5(
p´1, 1, 0q, p´1, 0, 1q

)
est une base de kerpf2q.

D'après le théorème du rang pour l'application f2, on a dimpImpf2qq “ 3 ´ dimpkerpf2qq “ 3 ´ 2 “ 1, et

comme f
(
p 1
2 , 0, 0q

)
“ p´1, 2,´1q la famille

(
p´1, 2,´1q

)
est une base de Impf2q.

3. Pour tout px, y, zq P R3, /1

f3
(
px, y, zq

)
“ f

(
2px` y ` zq.p´1, 2,´1q

)
“ 2px` y ` zqf

(
p´1, 2,´1q

)
“ 0R3

en utilisant le fait que p´1, 2,´1q P Vect
(
p1,´2, 1q

)
“ kerpfq. Ainsi, f3 “ 0LpR3q.

4. a. On a f2puq “ 6.p´1, 2,´1q ‰ p0, 0, 0q donc u R kerpf2q. /0,5

b. On a fpuq “ p´6, 6, 0q et f2puq “ p´6, 12,´6q. Montrons que la famille
(
u, fpuq, f2puq

)
est libre : pour /1,5

λ1, λ2, λ3 P R, on a

λ1.u`λ2.fpuq`λ1.f
2puq “ p0, 0, 0q ô


λ1 ´ 6λ2 ´ 6λ3 “ 0

λ1 ` 6λ2 ` 12λ3 “ 0

λ1 ´ 6λ3 “ 0

ô


λ1 ´ 6λ2 ´ 6λ3 “ 0

12λ2 ` 18λ3 “ 0

6λ2 “ 0

ô


λ1 “ 0

λ2 “ 0

λ3 “ 0

Ainsi, la famille
(
u, fpuq, f2puq

)
est libre et composée de 3 “ dimpR3q vecteurs, donc c'est une base de R3.
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5. a. Premièrement, Cpfq Ă LpR3q et LpR3q est un espace vectoriel. De plus, f ˝ 0LpR3q “ 0LpR3q “ 0LpR3q ˝ f , /1
donc 0LpR3q P Cpfq.

Ensuite, pour h1 et h2 P Cpfq et λ P R, on a

ph1 ` λh2q ˝ f “ h1 ˝ f ` λh2 ˝ f “ f ˝ h1 ` λf ˝ h2 “ f ˝ ph1 ` λh2q.

Ainsi, h1 ` λh2 P Cpfq.
Justi�cations. Première égalité : distributivité de la composition sur la somme d'applications linéaire. Deuxième

égalité : on utilise le fait que h1 et h2 commutent avec f pour changer l'ordre des compositions (f ˝ h1 “ h1 ˝ f).

Troisième égalité : linéarité de f .

Conclusion : Cpfq est un sous espace vectoriel de LpR3q.
Ensuite, on a

f ˝ IdR3 “ f “ IdR3 ˝f, f ˝ f “ f2 “ f ˝ f et f2 ˝ f “ f3 “ f ˝ f2

ce qui justi�e que IdR3 , f et f2 appartiennent à Cpfq.

b. Pour px, y, zq P R3, on a /1

f ˝ g
(
px, y, zq

)
“ ¨ ¨ ¨ “ ´2px` y ` zq.p´1, 2,´1q

et
g ˝ f

(
px, y, zq

)
“ ¨ ¨ ¨ “ ´2px` y ` zq.p´1, 2,´1q

donc f ˝ g “ g ˝ fp“ ´f2q, c'est-à-dire g P Cpfq.
/2

c. Par linéarité de h, il su�t de véri�er la relation pour les vecteurs de la base pu, fpuq, f2puqq. Pour u, c'est
la relation initiale hpuq “ αu` βfpuq ` γf2puq. Pour fpuq, on a :

hpfpuqq “ fphpuqq “ fpαu` βfpuq ` γf2puqq “ αfpuq ` βfpfpuqq ` γfpf2puqq.

La première égalité utilise le fait que h et f commutent, et la troisième la linéarité de f . De même,

hpf2puqq “ f2phpuqq “ f2pαu` βfpuq ` γf2puqq “ αf2puq ` βfpf2puqq ` γf2pf2puq,

et on conclut grâce à la linéarité de h que h “ α IdR3 `βf ` γf2, puisque ces deux applications linéaires
coïncident sur une base de R3.

d. Comme Cpfq est un espace vectoriel, et IdR3 , f et f2 sont dans Cpfq, on a VectpIdR3 , f, f2q Ă Cpfq car /2
un espace vectoriel est stable par combinaison linéaire.
Ensuite, si h P Cpfq, d'après la question précédente, il existe α, β et γ P R tels que h “ α IdR3 `βf`γf2,
donc h P VectpIdR3 , f, f2q, ce qui montre l'autre inclusion : Cpfq Ă VectpIdR3 , f, f2q.

Ainsi, par double inclusion, on a montré que Cpfq “ Vect
(
IdR3 , f, f2

)
.

De plus,
(
IdR3 , f, f2

)
est une famille libre, car une relation de liaison entre ces trois applications linéaires

donne en particulier une relation de liaison entre u, fpuq et f2puq, qui est alors triviale puisqu'on a
montré que cette famille est libre. Ainsi,

(
IdR3 , f, f2

)
est une base de Cpfq, qui est donc de dimension 3.

6. L'endomorphisme f étudié dans la partie I véri�e f3 “ 0LpR3q et f2 ‰ 0LpR3q, donc f est nilpotent d'indice 3. /1

7. a. On sait que fp “ 0LpEq, donc kerpfpq “ E (puisque tous les vecteurs de E ont une image nulle). Et /1
kerpfp´1q ‰ E puisque fp´1 n'est pas l'application nulle. Donc il existe un vecteur de E qui n'est pas

dans kerpfp´1q, c'est a dire : Du P Ez kerpfp´1q.

b. Soit λ1, . . . , λp P R tels que λ1u` λ2fpuq ` ¨ ¨ ¨ ` λpf
p´1puq “ 0E (‹) . /2

En appliquant fp´1 à l'égalité p‹q, on obtient

λ1f
p´1puq ` λ2f

ppuq ` ¨ ¨ ¨ ` λpf
2p´1puq︸ ︷︷ ︸

“0E car fp“fp`1“¨¨¨“0LpEq

“ fp´1p0Eq “ 0E

5



c'est-à-dire λ1fp´1puq “ 0E , et comme fp´1puq ‰ 0E , car u R kerpfp´1q, on en déduit que λ1 “ 0.
On répète le même raisonnement en appliquant cette fois fp´2 à l'égalité p‹q (et en utilisant le fait que
λ1 “ 0) :

λ2 f
p´1puq︸ ︷︷ ︸
‰0E

`λ3f
ppuq ` ¨ ¨ ¨ ` f2p´2puq︸ ︷︷ ︸

“0E

“ fp´2p0Eq “ 0E ,

donc λ2 “ 0.

En répétant le même raisonnement (en appliquant fp´3, . . .) on déduit que λ1 “ λ2 “ ¨ ¨ ¨ “ λp “ 0.

Ainsi, la famille
(
u, fpuq, . . . , fp´1puq

)
est libre.

c. Une famille libre contient toujours moins de vecteurs que la dimension de l'espace, donc /1

p “
∣∣(u, fpuq, . . . , fp´1puq

)∣∣ ď dimpEq “ n.

8. Soit f une application linéaire d'indice de nilpotence maximal n “ dimE. D'après 7a et b, il existe u P E tel /3
que pu, fpuq, ¨ ¨ ¨ , fn´1puqq soit une base de E (famille libre de cardinal n “ dimE).
Si h P Cpfq, on note pα0, ¨ ¨ ¨αn´1q P Rn le coordonnées de hpuq dans cette base.
On montre comme en 5c que h “

∑n´1
i“0 αif

i, en véri�ant l'égalité pour chaque vecteur de la base : si
k P rr0, n´ 1ss,

hpfkpuqq “ fkphpuqq “ fk

(
n´1∑
i“0

αif
ipuq

)
“

n´1∑
i“0

αif
ipfkpuqq

puisque h commute aussi avec fk, qui est linéaire, et fk ˝ f i “ f i ˝ fk.
On a donc montré que pour tout h P Cpfq, h s'écrit comme combinaison linéaire de IdE , f, f

2, . . . , fn´1.
L'autre inclusion VectpIdE , f, f

2, . . . , fn´1q Ă Cpfq découle du fait que toutes les puissances de f commutent

avec f . On a donc l'égalité Cpfq “ VectpIdE , f, f
2, . . . , fn´1q.

Cette famille génératrice est libre, puisque comme en 5c, une relation de liaison entre ces applications induit
une relation de liaison sur la famille libre pu, fpuq, . . . , fn´1puqq. On a donc exhibé une base de Cpfq, qui est
donc de dimension n.

Exercice 5. 1. a. Pour n P N˚, /1

wn ´ wn`1 “

n∑
k“1

1

k
´ lnpnq ´

n`1∑
k“1

1

k
` lnpn` 1q “ ln

(
n` 1

n

)
´

1

n` 1
“ ln

(
1 `

1

n

)
´

1

n` 1
.

b. Comme 1
n Ñ 0, on a ln

(
1 `

1

n

)
“

1

n
´

1

2n2
` o

(
1

n2

)
quand n Ñ 8, d'où /2

wn ´ wn`1 “
1

n
´

1

2n2
` o

(
1

n2

)
´

1

n` 1
“

1

npn` 1q
´

1

2n2
` o

(
1

n2

)
“

1

2n2
` o

(
1

n2

)

puisque
1

npn` 1q
“

1

n2
` o

(
1

n2

)
(par équivalence). On a donc wn ´ wn`1 „

nÑ8

1

2n2
.

c. La série
∑

1
k2 est convergente (série de Riemann avec 2 ą 1), donc par linéarité et comparaison de séries /2

à termes positifs, on en déduit que
∑

pwk ´ wk`1q est convergente.

Or, les sommes partielles de cette série se calculent par télescopage : pour n P N˚,
n∑
k“1

pwk ´ wk`1q “

w1 ´ wn`1, et donc la suite pwnq converge.

2. a. La fonction φ est dérivable sur R˚
`, de dérivée φ1ptq “ ´ 1

t2 lnptq ` 1
t ˆ 1

t “
1´lnptq
t2 pour t P R˚

`. Ainsi, /1
φ1ptq est du signe de 1 ´ lnptq ce qui permet d'obtenir le tableau de variations suivant :
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t

φ1ptq

φptq

0 e `8

` 0 ´

´8´8

1
e
1
e

00

La limite en 0 s'obtient par produit de limites, et celle en `8 est une limite usuelle de croissances
comparées.

b. La fonction Φ : t ÞÑ
lnptq2

2 est une primitive de φ sur s0,`8. /1

3. a. Pour n ě 1, /1

S2n`2 ´ S2n “

2n`2∑
k“1

uk ´

2n∑
k“1

uk “ u2n`2 ` u2n`1 “
lnp2n` 2q

2n` 2
´

lnp2n` 1q

2n` 1
“ φp2n` 2q ´ φp2n` 1q.

Or la fonction φ est décroissante sur re,`8r et 2n` 2 ě 2n` 1 ě 3 ě e, donc φp2n` 2q ď φp2n` 1q.

On a montré que @n P N˚, S2n`2 ´ S2n ď 0, autrement dit, la suite pS2nq est décroissante.

b. Pour n ě 1, /1

S2n`3 ´ S2n`1 “ u2n`3 ` u2n`2 “ ´
lnp2n` 3q

2n` 3
`

lnp2n` 2q

2n` 2
“ ´φp2n` 3q ` φp2n` 2q.

Comme φ est décroissante sur re,`8r, on en déduit que S2n`3´S2n`1 ě 0, et donc pS2n`1q est croissante.

En�n, S2n`1 ´ S2n “ u2n`1 “ ´
lnp2n`1q

2n`1 ÝÑ
nÑ8

0.

Les suites pS2nq et pS2n`1q véri�ent : l'une est croissante, l'autre est décroissante et la di�érence des deux
tend vers 0, ce sont donc deux suites adjacentes.

c. D'après la propriété des suites adjacentes, pS2nq et pS2n`1q convergent vers une même limite, que l'on /1
note S.
Cela signi�e que pour la suite pSnq, ses termes de rang pair et de rang impair convergent vers la même
limite S. Comme ces deux suites extraites recouvrent entièrement pSnq, cela implique que pSnq converge
également vers S.
Comme pSnq est la suite des sommes partielles de la série

∑
uk, et que l'on a montré que cette suite

converge, cela signi�e que
∑
kě1

uk est une série convergente.

/1
d. Pour étudier la convergence absolue, on remarque que pour k ě 1

|uk| “
lnpkq

k
et donc

1

k
“

1

lnpkq
|uk| “ o

kÑ8
p|uk|q

Comme
∑

1
k est une série divergente (série harmonique), on en déduit par comparaison de séries à termes

positifs que
∑

|uk| est divergente. Ainsi,
∑
kě1

uk ne converge pas absolument.

4. a. Soit k ě 3. D'après la question 2, la fonction φ est décroissante sur re,`8r, donc en particulier sur /1
rk, k ` 1s. Ainsi, @t P rk, k ` 1s, φpk ` 1q ď φptq ď φpkq et par croissance de l'intégrale, en intégrant sur
un intervalle de taille 1, on obtient

φpk ` 1q ď

∫ k`1

k

φptq dt ď φpkq.

b. En sommant l'inégalité de droite de k “ 3 jusqu'à k “ n et en appliquant la relation de Chasles, on /1
obtient ∫ n`1

3

φptq dt “

n∑
k“3

∫ k`1

k

φptq dt ď

n∑
k“3

lnpkq

k
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d'où

vn “

n∑
k“1

lnpkq

k
´

1

2
lnpnq2 “

lnp2q

2
`

n∑
k“3

lnpkq

k
´

1

2
lnpnq2 ě

lnp2q

2
`

∫ n`1

3

φptq dt´
1

2
lnpnq2.

c. En reconnaissant la primitive Φ calculée en 2b, on voit que pour n ě 3, /2

vn`1 ´ vn “
lnpn` 1q

n` 1
´

lnpn` 1q2

2
`

lnpnq2

2
“ φpn` 1q ´

∫ n`1

n

lnptq

t
dt ď 0 d'après 4a.

Ainsi, pvnq est décroissante. Il reste à montrer que la suite pvnq est minorée pour pouvoir conclure

qu'elle converge (par convergence monotone). En utilisant à nouveau la primitive Φ, on minore :

vn ě
lnp2q

2
`

∫ n`1

3

φptq dt´
1

2
lnpnq2 “

lnp2q

2
` Φpn` 1q ´ Φp3q ´ Φpnq ě

lnp2q

2
´ Φp3q

par croissance de Φ. Comme pvnq est minorée par lnp2q´lnp3q
2

2 , et décroissante, elle est convergente.

d. Comme vn converge vers une limite �nie, que l'on note ici ℓ, on a /1

n∑
k“1

lnpkq

k
“

1

2
lnpnq2 ` ℓ` opℓq︸ ︷︷ ︸

“oplnpnq2q

.

d'où l'équivalent demandé.

5. Pour n ě 1, on a /3

S2n `

2n∑
k“1

lnpkq

k
“

2n∑
k“1

(
p´1qk ` 1

) lnpkq

k
“

n∑
i“1

2
lnp2iq

2i
`

n´1∑
j“0

0 “ 2

n∑
k“1

lnp2kq

2k
.

Après avoir utilisé la linéarité, on a séparé les termes de rangs pairs et de rangs impairs (qui sont nuls) de la
somme. Ensuite,

S2n “

n∑
k“1

lnp2q ` lnpkq

k
´

2n∑
k“1

lnpkq

k
“ lnp2q

n∑
k“1

1

k
`

n∑
k“1

lnpkq

k
´

2n∑
k“1

lnpkq

k

“ lnp2q

n∑
k“1

1

k
` vn `

lnpnq2

2
´ v2n ´

lnp2nq2

2

“ lnp2q

n∑
k“1

1

k
` vn ´ v2n `

lnpnq2 ´
(
lnpnq ` lnp2q

)2
2

“ lnp2q

n∑
k“1

1

k
` vn ´ v2n ´ lnp2q lnpnq ´

lnp2q2

2

6. Comme la suite pvnq converge, et en notant ℓ sa limite, on a vn ÝÑ
nÑ8

ℓ et v2n ÝÑ
nÑ8

ℓ. Cela donne donc, à /1

partir des calculs de la question précédente,

S2n “ lnp2q

( n∑
k“1

1

k
´ lnpnq

)
` vn ´ v2n ´

lnp2q2

2
ÝÑ
nÑ8

lnp2qγ ` ℓ´ ℓ´
lnp2q2

2
“ lnp2qγ ´

lnp2q2

2

où l'on a utilisé la convergence de pwnq vers γ, question 1c. Par ailleurs, S2n étant une somme partielle de la
série

∑
uk qui est convergente, on a

`8∑
k“1

p´1qk
lnpkq

k
“ lim
nÑ8

S2n “ lnp2qγ ´
lnp2q2

2
.
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Exercice 6. Soit T P N‹ et PT l'ensemble des suites complexes périodiques de période T .

1. On peut montrer que l'application ϕ :

{
PT ÝÑ CT
u ÞÝÑ pu0, ¨ ¨ ¨ , uT´1q

est linéaire et bijective, donc dimPT “

dimCT “ T . Une base de PT est donnée par l'image réciproque par cette application de la base canonique
de CT : c'est la base composée des suites T -périodiques qui valent 1 en un seul rang inférieur à T ´ 1 et 0
pour les autres rangs inférieurs à T ´ 1.

2. Si UT désigne l'ensemble des racines T -ièmes de l'unité, alors pour ω “ e
2iπ
T , UT “ {ωk, k P rr0, T ´ 1ss}.

On note alors uk la suite donnée par pour tout n ě 0, ukn “ ωkn, qui est périodique de période T puisque
ωT “ 1.
Soit pλ0, λ1, . . . , λT´1q P CT´1 tels que λ0u0 ` ¨ ¨ ¨ ` λT´1u

T´1 “ 0CN .
Alors en particulier, pour tout n P rr0, T ´ 1ss,

λ0u
0
n ` λ1u

1
n ` λ2u

2
n ` ¨ ¨ ¨ ` λT´1u

T´1
n “ λ0ω

0 ` λ1ω
n ` λ2pωnq2 ` ¨ ¨ ¨ ` λT´1pωnqT´1 “ 0.

On considère alors le polynôme P pXq “ λ0 `λ1X`λ2X
2 ` ¨ ¨ ¨ `λT´1X

pT´1q, qui est de degré inférieur à T .
D'après ce qui précède, les ωn sont racines de P , pour tout n P rr0, T ´ 1ss. Ces racines sont toutes distinctes,
et il y en a donc plus que le degré de P : ceci implique que P est le polynôme nul, donc tous ses coe�cients
sont nuls.
On a ainsi prouvé la liberté de la famille de suites considérée. Comme c'est une famille composée de T
éléments, c'est donc une autre base de PT , qui est de dimension T d'après la question précédente.
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