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. . .y cos(n
Vrai/Faux. 1. La série de terme général u, = (2 ) est convergente.
n

Vrai : cette série est convergente car absolument convergente, puisque pour tout n € N* on a ’encadrement

1

=X "o
n2

cos(n?)

0<|—3

n

qui est le terme d’une série convergente & termes positifs (série de Riemann avec a = 2).

2. Soient (up)n=1 et (vn)n>1 des suites a valeurs réelles.
La série de terme général u, converge si et seulement si les séries de terme général u,, + v, et de terme
général v,, convergent toutes deur.
Faux : le sens réciproque est vrai mais le sens direct évidemment faux : par exemple si u est la suite nulle
et v, = L, on obtient un contre-exemple.

3. Si E est un espace vectoriel et f: E — E est un endomorphisme injectif, alors il est bijectif.
Faux : On peut penser & f : R[X]| — R[X] définie par f(P) = X P pour tout polynoéme P. Cette fonction est
injective mais pas bijective (les polynomes de degré 0 n’ont pas d’antécédents par f). Il faut nécessairement
un contre-exemple en dimension infinie puisque 1’assertion est vraie en dimension finie.

4. Soit f : E — F une application linéaire avec E et F' des espaces vectoriels de méme dimension finie.
Alors f est surjective si et seulement si ker f = {Og}.
Vrai : si F et F ont méme dimension, f est surjective si et seulement si elle est injective, ce qui est équivalent
a ker f = {Og} par linéarité.

5. Soient X etY deux variables aléatoires suivant une loi de Bernoulli de méme parameétre.
Alors leur somme suit une loi de Bernoulli avec ce paramétre.
Faux : si A est une partie de I'univers _de proba 1/2, ¥ 4 et Wpq-4 sont des variables aléatoires suivant une loi

de Bernoulli de paramétre P(A) = P(A) = 1/2. Mais leur somme est la variable aléatoire certaine de valeur
1, qui n’est pas une loi de Bernoulli de paramétre 1/2.

6. Soient X et Y des variables aléatoires & valeurs réelles sur un méme univers fini.
Alors X et Y sont indépendantes si et seulement si E(XY) = E(X)E(Y).
Faux : le sens direct est vrai mais la réciproque est fausse : par exemple si X suit une loi de Bernoulli de
paramétre quelconque et Y = X — 1, X et Y ne sont pas indépendantes, et par linéarité de I'’espérance

E(XY) =E(X?) - E(X) =0.

7. L’ensemble des suites a valeurs complexes vérifiant la relation de récurrence wu, o = 4uny1 — 4u, pour tout
n € N admet pour base ((2")nen, (N2™)nen)-
Vrai : On note £ cet ensemble, et on vérifie que les deux suites sont bien dans £.
Montrons qu’elles sont linéairement indépendantes : si A1 et Ay sont des complexes tels que pour tout n € N,
A12™ + Aon2™ = 0, alors en particulier pour n = 0 on a A; = 0, et par suite Ao = 0. Ces deux suites forment
donc une famille libre de £.
Ensuite, 'application linéaire ® : £ — C? qui a une suite u de £ associe ses deux premiéres valeurs (ug, uy)
est un isomorphisme (linéaire + bijectif). Donc € est de dimension 2 et la famille libre exhibée est donc une
base de E.
Alternative acceptée pour éviter cet argument de dimension : le couple de suites est une famille génératrice
de £ d’apres le cours du début de ’année.

8. Si les colonnes d’une matrice forment une famille liée, alors le rang de la matrice est nul.
. 1 1 . . . 1
Faux : la matrice <1 1> est de rang 1 : son image est la droite vectorielle engendrée par le vecteur <1>

ANe pas confondre avec le déterminant !

9. Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétres (20,1/5).
Alors il y a moins de 16 chances sur 500 pour que X soit supérieur a 14.



Vrai : La variable aléatoire X a pour espérance E(X) = np = 4 et pour variance V(X) = np(1 —p) = 2.
On applique le théoréme de Bienaymé-Tchebychev & X, avec la constante a = 10 :
vixX) 16

a®> 500

P(|X —4] >10) =P(|X —E(X)| > a) <

Puis, linclusion {X > 14} < {|X — 4| = 10} a pour conséquence que

1
P(X>14) <P(|X —4|> 10)%,

ce qui était demandé.

10. Si E est de dimension finie et p € L(E) est un projecteur, il existe une base de E dans laquelle la matrice de
p est diagonale.
Vrai : si p est un projecteur, Im p et ker p sont supplémentaires dans E. Comme E est de dimension finie,
il existe une base (eq,...,e,,€.41,...,¢,) de E adaptée & ces sous-espaces vectoriels, c’est-a-dire telle que
e; € Impsiie [[1,7]), pour lesquels p(e;) = e;, et e; € kerp sii € [[r + 1, n]], pour lesquels p(e;) = 0.

n
Mini-exercice : Pour n € N*, on définit w,, = €>™/™ et S, = 3 Z kwl. Déterminer la limite de (S, )nen--

k=1
On fait apparaitre une série de Riemann :

1 & 1k 1 & k
n:72 ﬁ—;;gf —n;f(n>7

avec f(t) = te?™ = tcos(2nt) + itsin(2nt), dont les parties réelles et imaginaires dépendent contintiment de
€ [0, 1]. On sépare parties réelles et parties imaginaires pour utiliser le théoréme de la convergence des sommes
de Riemann & valeurs réelles :

1k k Ik k ! !
Sp = - 2:: - cos (27rn> + i ,; —sin <27rn) it /0 t cos(2mt)dt + Z/O tsin(27t)dt.

On calcule ces deux quantités par intégration par parties, en dérivant ¢ et en primitivant la fonction trigo-
nomeétrique : cela donne d’une part

1 : 1 1
2t 1
/ t cos(2mt)dt = {tsm(ﬁ)} - —/ sin(2rt)dt = 0
0 2 0 27 0
—

et d’autre part

2T

1 1 1
2mt 1 1
/ tsin(27t)dt = [_tcos(w)} + —/ cos(2mt)dt = ——.
0 o 27 Jo 2m

On a donc montré que | S, > —— = —.

Exercice 1.

1. a. Woz/zldtzg, le/sin(t)dt: [ — cos(t )]0%—1 Soit n € N,
0 0

Wit — Wy / sin(t)"™ (sin(t) — 1)dt.

De plus, Vt € [0, 5], sin(¢)™ > 0 et 1 —sin(t) < 0, donc par croissance de I'intégrale W, 1 — W, < 0.

Ainsi, ‘ (W,,) est décroissante. ‘




b. Soit n € N. Notons u : ¢ — —cos(t) et v : t = sin(¢)"*!. Les fonction u et v sont C* sur [0, 3] par
opération sur des fonctions usuelles C! avec u/(t) = sin(t) et v'(t) = (n + 1) cos(t) sin(¢)™.
Par intégration par parties, on obtient donc

= 2s,in sin(¢)" 1 dt = [(— cos(t) sin(¢)"*? /2 _ : — cos n cos(t) sin(t)"
Woeo = [ Tsin(tsin(t)+ d = [(=cos()sin(t1]77* = [ (=cos(t))(n + 1) cos(t)sin(t)"at

u(t) v(t)

=0+ (n+1) /’5 cos(t)?sin(t)™dt
0

™

=(n+1) /05 (1 — sin(t)?) sin(t)"dt

= (n+ 1)( /O : sin(t)"dt — /0 : sin(t)"+2dt) —| 4 1) (W, = W)

c. Tout d’abord, on remarque que le résultat précédent se simplifie : Yn € N, (n+2)W, 12 = (n+ 1)W,, (»).
Notons v, = (n + 1)W,,11W,, pour n € N.
Pour tout n € N, W,, > 0 par stricte positivité de 'intégrale, puisque la fonction ¢ — sin(¢)™ est positive,
continue [0, ] et non identiquement nulle. On peut donc évaluer le ratio d’accroissement de la suite v,
qui ne s’annule pas non plus : pour tout n € N,

Untr _ n+2 WipoWnp
on ntl W W,

=1 d’aprés (*),

donc la suite (vy,) est constante, de valeur vy = WoW; = 3

- n+1
d. En utilisant le résultat (), on a W, 1o = ?Wn pour tout n € N, donc comme Z—i% tend vers 1, W,
n
et Wy,1o sont équivalents.

Puis, la suite étant décroissante, on a : Vn € N, W10 < Wy, 11 < W,, ce qui est un encadrement de
Wh+1 par deux quantités équivalents & W,,. On en conclut par encadrement que Wy, 11 ~ W,.
n—o0

T T
———— ~ — puis en appliquant la racine carrée, on obtient
o(n+1) 2n? PP

—Jwe ~ |
W, = Wnn—»oo o

On a donc W, (1 W,, ~ W2 et W,, (1 W,, =

donc

e. On note P(n) : Wy, = 7522(3&)")2
(0)!
20(01)2

— Pourn=0,ona Wy =% et g = g donc P(0) est vraie.

— Supposons P(n) vraie pour un certain n € N. En utilisant la relation (x) au rang 2n, puis ’hypothése
de récurrence, on obtient

2n+1
on+2 "
m2n+1 (2n)! T (2n+2)(2n+1) (2n)! T (2n+2)!

Wan+1) = Wanso =

22n+2227(nl)2 2 2(n+1)2  220(n)2 22202((n + 1)1)2

et donc P(n + 1) est vraie.

) ; T (2n)!
Par récurrence, on a montré que Yn e N, | Wy, = 2 220 (nly2’

(n+Dle™t  n/n (n+1)elnmnz ( n )n+;

. Un+1
2. a. Soit n € N. Tout d’abord, —+* = = =ex
Up  (n+ 1)+ T e (n D)nti(n 4 1)3 n+1



U, n+1 n

Ainsi, 1n(u"+1) = In(e) + (n + %) ln( i ) =|1- (n+ %) ln(l + l) car In($) = —In(2). On

rappelle le développement limité de In au voisinage de 1 : |In(1 + u) = u — Ju® + $u® + o(u®) | quand

u — 0. En appliquant ce développement avec u = % — 0 quand n — o0, on obtient

Up+1 1 1 1 1 1 1 1 1
() 1 (o D)L e e+ () =+ (0,2 [
n( Un, ) n 2 n 2n2 + 3n3 + (TL3) 12n2 + (nz) n—o 12n2

_1_
12n2

b. D’aprés la question précédente, | In(upq1) — In(uy,)| = [In(*22)| ~ >0 et la série Y 157 est une
" n=1

série convergente (proportionnelle & une série de Riemann d’exposant o = 2 > 1).
Donc par comparaison de séries a termes positifs, la série > (1n(un+1)—ln(un)) est absolument convergente,

n=1

donc convergente.
c. Pour n € N, on peut calculer la somme partielle de rang n de " (In(ug41) — In(uy)) par télescopage :
k=1

n

Z (ln(ukH) - ln(uk)) = In(upt+1) — In(uy) = In(up41)
k=1

et cette somme partielle converge quand n — oo (vers S la somme de la série). On en déduit donc, par

continuité de exponentielle : | u,, — exp(S) = ¢, | qui est un réel strictement positif puisque I’exponen-
n—o0

tielle est & valeurs dans R*..

d. On a d’aprés la question précédente, n! = u,\/n(2)" ~ £y/n(%)".

n—0o0
En utilisant cela dans le résultat de la question 1.(g), on obtient

Y, 2n(@)2” 71'\@
V4 ~ 2y/n— £ =
Wan ~ 2V 2n2p(2)2n ¢

Or VdnWs, — /7 d’aprés 1.(g), donc par unicité de la limite, on en déduit que | £ = /27 |.
n—oo
On peut donc préciser I'équivalent de la factorielle : n! ~ +/2wn(2)".
n—0o0

2n

3. Pour les trois séries, on va avoir besoin de déterminer un équivalent de (n

de Stirling : si n € N, on obtient en simplifiant :

(2n> (2n)! Irn ()" gn

n

), qu’on calcule grace a la formule

e
n!2 n-w n\M2 L /nm
(V2mn (2)7)
» Pour la premiére série, on obtient par croissance comparée
k2 \/,]T(_kS/Z
— ~ Y 0,
(Qkk) n—0o0 4k n—0oo

1 . . " .
donc S = O (k:Q et par comparaison de séries a termes positifs, la série E est donc convergente.

(k) kzl@

1 (2k 1

» Pour la 2e série, — ~ —— qui est le terme général d’une série divergente (série de Riemann
4k k n—00 4/ k’]‘[‘

1 L

avec a = 5 < 1)), donc par comparaison de séries & termes positifs, la série D, _; 7 (Qkk) diverge.
» Pour la troisiéme série, on va montrer qu’elle converge absolument : si k € N*,
cos(k) [ 2k L 2k 1

kak \ k)| = kdk \ k ) now E3/2\/7

qui est le terme général d’une série convergente (série de Riemann avec o = 3/2 > 1). Donc par comparai-

cos(k) (2k
Ak ( k) est absolument convergente, donc convergente.

son entre série & termes positifs, la série ), _;



Exercice 2 (Temps de vidage d’une urne). 1. On a I,,(Q) = [[1,n]]. Chaque numéro ayant autant de chances

que les autres d’étre tiré, on en déduit que ‘ I, ~U([[1,n]) ‘

L’événement [I,, = 1] signifie que la premiére boule tirée porte le numéro 1. On arréte alors les tirages dés le

premier tirage, donc |P(X,, = 1|I, =1) =1 ‘ : la loi conditionnelle de X, sachant [I,, = 1] est une loi certaine

de valeur 1.

2. Etant donné que X; donne le nombre de tirages nécessaires pour obtenir le numéro 1 dans une urne ne
contenant que ce numéro, & nouveau X; suit une loi certaine de valeur 1, donc on a | X;(Q) = {1}, et

P(X, =1) = 1]

On a X5() = [[1,2], et

donc X5 suit la loi uniforme sur [[1, 2].

3. e L’événement [I3 = 1] signifie que le numéro 1 a été obtenu au premier tirage. On en déduit

[P(X5=2]I;=1) =0

e L’événement [I5 = 2] signifie qu’au premier tirage, on a obtenu le numéro 2. Suite & ce tirage, on enléve
les boules 2 et 3; ne reste alors dans I'urne que le numéro 1. On en déduit

‘P(X3:2|13:2):1‘

e On remarque que si [I3 = 3], on peut se ramener a I’étude de X :

1
p(x3=2|13=3)=1p(xg=1)=

Déterminons maintenant la loi de X3. On a X5(Q) = [[1, 3]

e Tout d’abord, I’événement [X3 = 1] signifie que l’on tire la boule 1 au premier tirage ; chaque boule ayant
la méme chance que les autres d’étre tirée, on en déduit que

1
rese-n [T

e Ensuite, toujours par équiprobabilité au premier tirage, pour tout k € [1, 3], on a
P(I3 =k) = 1 Comme (I3 = k), ;5 est un SCE, en utilisant la question 3., on en déduit par la formule
des probabilités totales :
> 1 1 1
]P)(Xg—Q)—ZP(X3—2|13—]€)P(I3—I€)—3<0+1+2> —

k=1

e On obtient enfin

4. Ona| X, () = [1,n]}

e L’événement [X,, = 1] signifie tirer la boule 1 au premier tirage ; étant en situation d’équiprobabilité, on
en déduit




e [’événement [X, = n] signifie obtenir la boule 1 au n-iéme tirage. Pour ce faire, sachant qu’a chaque
tirage, on retire les boules de numéro supérieur ou égal a celui tiré, il faut tirer dans 'ordre les numéros
n,n—1, .-, jusqu’au numéro 1.

Pour tout k € [[1,n]], notons Y}, la variable aléatoire donnant le numéro tiré au k-iéme tirage dans 'urne
contenant n boules.
Par la formule des probabilités composées, on obtient alors

P(X,=n)=P(Vip=n]nYop,=n—1n...0[Yoo1n=2]n[Y,,=1])
=PY1,=n)xPY,=n—-1|Y1,=n)
X xP([Yon=1 | Yin=n]n...0[Yo1n=2])
=P, =n)xP(,—1=n—-1)x---xP(I; =1)
1 1 1 1
7>< . — J—
n n-—1 2 n!

5. Soit k € [[2,n].
Supposons que 'événement [I,, = k] s’est réalisé; on a donc tiré la boule portant le numéro k. Il reste alors
les numéros 1 & k — 1 dans 'urne. L’événement [X,, = j] signifie que, avant de tirer le numéro 1, il y a j
tirages a effectuer, dans une urne a n boules. Sachant qu’un tirage a déja été effectué, cela signifie qu’il reste
a présent a effectuer exactement j — 1 tirages pour obtenir 1, et ce dans une urne contenant k — 1 boules.
On en déduit que
P(Xn =7 | I, = k) :P(Xk—l :j_l)

L’entier ¢ recherché est donc .

6. Soit n > 2, et soit j = 2. Comme (I,, = k)1<p<n €st un SCE (événements équiprobables, tous de probabilité
Ly "on a par la formule des probabilités totales :

n

) - . 1« .
P(Xn:j):ZP(In:k)P(Xn:] |In:k):EZP(Xn:j|In:k)
k=1 k=1

Or, par la question 5., pour tout k € [[2,n],onaP(X,, =5 | I, = k) = P(X;_1 = j — 1). En isolant le terme
en k =1 de la somme (qui est nul, puisque j > 2), on en déduit :

L1 ‘ 1 :
P(Xn:]):ﬁP(Xn:]‘In:1)+EZP(Xn:J|In:k)
k=2

177,
=04+ — P(X_1=7—-1
+nkZ::2(k1 J )

n—1
ZIE” (Xp=75-1) (décalage d’indice de 1)

1
n
k=1

Dans le cas ou n = 1, cette égalité est également vraie car elle signifie 0 = 0. En effet, d’une part, si j > 2, il
est impossible que X; vaille j. D’autre part, une somme vide vaut 0.

7. Soit n = 2, et soit j > 2. En utilisant la question 6. précédente, on calcule :

nP(X, =j)— (n—1)P(X,-1=17)

n—1

n—2
_ 1 .
:nxﬁZ]P’(Xk:]—l)—(n—l)X n_lzP(Xk—]—l)
k=1 k=1
n—1 n—2
=Y P(Xp=j—1)—-> P(Xp=j—1)

8. Soit n > 2.



e On isole P(X,, = j) dans la relation précédente, et 1’on obtient

nP(X,=4)=n—-1)P(Xp1=5)+P(Xp_1=5-1)

. n—1 . 1 .
Donc : P(X,=j) = - P (X1 :J)‘f‘EP(anl =j—1)

e De plus, pour j =1, 0n a

La formule précédente reste donc vraie pour j = 1.

9. Soit n = 2. De la question 8., on déduit

E(X,) = ZﬂP(Xn =)

n

" n—1 1
> i ( P(Xn1 =)+ ~P(Xp1 =j - 1))
j=1

n—1 . . 1 o= . .
n Z]P(Xn—l :])+E;]P(Xn—l :.7_1)
=

—1 1 n—1
_n - E(Xn-1)+ - (k+ 1P (Xp_q = k)  chgt dindice : k= j — 1
k=0
n-1 n—1
= n ]E(anl) + — kP (anl = k) + — ]P)(anl — k)
n n n
k=0 k=0
=1
-1
= nn E(Xp_1)+ —E(X,-1)+ —
= ]E(anl) + —

10. Soit k> 2. On a

1 1
E(Xk) = E(Xk_l) + % ,donc % = E(Xk) — E(Xk_l)

On en déduit un télescopage : en sommant les égalités précédentes pour k allant de 2 & n, on obtient :

(E(Xk) — E(Xp-1)) = E(Xn) — E(X3)

()=
| =
Il

ol
HM3
[\

Comme X; = 1 (cf. question 2.), on a E(X;) = 1, et ’'on en déduit :

n 1 n 1
]E(XH)ZZEH: Z%
k=2 k=1




11. Soit n = 2. On a, en réutilisant la question 8. (on y a notamment montré que la formule était valable pour
Jj= 1%

E(X2) = P(X

n=17)
(”; Lp(x, 1 =)+ %P(Xn—l =J- 1))

n
Vi
j=1

n
Vi
j=1

n 1 _'j j{:] P -1 :.j__l)

n—1
1
= 'QIP(Xn,l =5+ > (m+1)°P(X,-1 =m) < chgt d'indice m =k — 1
m=0
n— 1 1 -
= DY (B +2%k+DP(X,_1 =k
R #5302k 0BG - )
n— 1 n—1
I E(XEL )+ I (E(X7_1) + 2E(Xp1) + 1) « ZP(XnA =k)=1
k=0

12. Sin>2,ona:

n
=E(X2 ) -E(X 1)2+l+i
n—l " n  n?
11
=V(Xp_1)+ - — —
( ‘O + n n2

Donc V(X,,) = V(X1) + 3o V(Xk) = V(Xp—1) = V(X1) + > p_, + — 7=. Comme X suit une loi certaine,
sa variance est nulle, et on peut ajouter les termes en k£ = 1 dans les sommes, qui se compensent :

k=1 k=1

T =




Exercice 3 (Noyaux itérés). 1. » Si f = 0z(g), Ker(Og(g)) = E et Im(0z(gy) = {Og} sont supplémentaires
dans E. Cela permet de conclure que py = 1.

» Pour tout z € E, idg(x) = « donc Ker(idg) = {Og} et Im(idg) = E.
On peut conclure que pour f =idg, pg = 1.

» Par hypothése, ’endomorphisme f est bijectif. Par conséquent, il est injectif donc Ker(f) = {0g} et il
est surjectif donc Im(f) = E.
On peut conclure que pour f un automorphisme de E, pg = 1.

» L’endomorphisme f étant un projecteur, d’aprés le cours sur les projecteurs, les sous-espaces vectoriels
Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.
On peut conclure que pour f un projecteur de F, py = 1.

» Par hypothése, f est une symétrie donc f o f = idg. Par conséquent, f est un automorphisme (d’auto-
morphisme réciproque f) et donc py = 1.

2. a. On remarque que e3 = f(e1) donc e3 € Im(f) et f(es) = Opa donc ez € Ker(f). Par conséquent,
es € Im(f) n Ker(f). Or e3 # O (puisque c’est un élément d’une base) donc Im(f) n Ker(f) # {Oga}.
Cela démontre que Im(f) et Ker(f) ne sont pas en somme directe.

0 -1 0 0

. . 0 0 0 O

b. Notons A la matrice de f dans £. Avec les valeurs des f(e;), on peut écrire A = 1L 0 0 -1
0 1 0 O

D’aprés la formule de la matrice d’une composition d’endomorphismes, f2 et f3 sont représentées res-
pectivement par A2 et A% dans £. Donc

0 0 00
0 0 00

Matef> =A% = | o Ty o o et Matef’ = A% = Opiye.
0 0 00

c. Comme (eq, €2, €3, €4) est une base, Im(f) = Vect(f(e1), f(ez2), f(e3), f(es)) = Vect(es, —e1+e4,0p, —e3) =
Vect(es, —e1 + e4). Comme e3 et —eq + e4 sont linéairement indépendants (puisque leurs représentations

0 1
matricielles dans £ sont échelonnées : ? et 8 ), on a exhibé une base de Im f, qui est donc de
0 -1

dimension 2. D’aprés la formule du rang, ker f doit étre de dimension 2 également, et contient e3 et e; +e4
qui sont linéairement indépendants pour la méme raison. Donc par dimension, (e3, e; + e4) est une base
de ker f.

En utilisant I'écriture matricielle de A% dans la base &, on lit que f2(e;) = f?(e3) = f%(e4) = Og, et que
f?(e2) = —2e3. On en déduit que Im f2 = Vect(f2(e1), f2(e2), f2(e3), f2(es4)) = Vect(—2e3) = Vect(es)
donc (e3) est une base de Im f2, qui est de dimension 1.

A nouveau la formule du rang nous donne la dimension du noyau : dimker f2 = 3, et comme (ey, e3, e4)
est une famille libre de trois éléments dans ce noyau, c’est aussi une base du noyau.

Comme f3 est I’endomorphisme nul (puisque sa matrice dans £ est nulle), on a Im f3 + ker f2 = E. Or
on a montré dans la question 2a que Im f et ker f ne sont pas supplémentaires, et ce qui précéde montre
que Im f2 et ker f2 ne sont pas non plus supplémentaires, puisqu’ils contiennent tout deux es. On a donc
montré que pg = 3.

3. a. Soit ke N*.
Soit 2 € Ker(f¥). Alors f¥+1(z) = f(f¥(z)) = f(0g) = Og par linéarité de f. Cela démontre I'inclusion
Ker(f*) < Ker(f*+1).

b. Pour tout k € N*, Ker(f*) est un sous-espace vectoriel de E donc Ker(f*) est de dimension finie et
dim(Ker(f*)) < n. Et d’aprés la question précédente, on a Vk € N*, dim(Ker(f*)) < dim(Ker(f*+1)).
On va démontrer par 'absurde qu’il existe m € N* tel que Ker(f™) = Ker(f™*1).



Pour cela, on suppose que pour tout k € N* Ker(f*) # Ker(f**1). Comme par ailleurs Yk € N*,
Ker(f*) < Ker(f**1), on en déduit que dim(Ker(f*)) < dim(Ker(f**!)), autrement dit la suite d’entiers
(dim(Ker(f*)))ren- est strictement croissante ; or elle est majorée par n, ce qui est impossible.

On a obtenu par I’absurde qu'’il existe m € N* tel que Ker(f™) = Ker(f™"!). Suivant I’énoncé, on note
mg le plus petit tel entier.

. Soit k = mg. D’aprés la question 3.(a), on a déja l'inclusion Ker(f*) < Ker(f**+1).

Réciproquement, soit x € Ker(f**1). Par définition f**!(z) = Op. On sait que mg < k donc Op =
fErl(z) = fmotl(fk=mo(z)) donc fE=mo(x) e Ker(f™0*1). Or, par définition de mg, Ker(fmo+l) =
Ker(f™0). Donc f*=™o(z) € Ker(f™) c’est-a-dire f0(f*~™0(z)) = 0p. Cela se réécrit f*(z) = Op et
donc z € Ker(f*). Cela démontre I'inclusion réciproque Ker(f*+1) < Ker(f*).

On vient de démontrer que pour tout k = myg, Ker(f*) = Ker(f**+1).

. Soit x € Im(f™) n Ker(f™). On a = € Im(f™°) donc il existe z € E tel que x = f™°(z). Puis
x = f™(z) € Ker(f™0) donc f™(f™(2)) = 0. Par conséquent, z € Ker(fmo+mo),

Or comme ker f* = ker f**1 pour tout k > mg, on a par récurrence immeédiate ker f¥ = ker f™° pour
tout k > myg, donc comme 2mgy > mg, Ker(f™0t™0) = Ker(f™°). On en déduit que z € Ker(f™°) puis
que = f™(z) = 0. Cela démontre l'inclusion Im(f™°) nKer(f™°) c {0g}, l'autre inclusion découlant
automatiquement du fait que Im f™° et ker f™° sont des sous-espaces vectoriels et contiennent donc Og.
On a démontré que Im(f™°) N Ker(f™) = {Og} c’est-a-dire que Im(f™°) et Ker(f™°) sont en somme
directe.

D’apreés le théoréme du rang appliqué a ’endomorphisme f™° de E, on a dim(Im(f™°))+dim(Im(f™°)) =
dim(E). Par conséquent, comme les sous-espaces vectoriels Im(f™°) et Ker(f™°) sont aussi en somme
directe, ils sont supplémentaires dans F.

. La question 3d montre que mg = pg (po est le plus petit entier pour lequel la propriété de supplémentarité
est vérifiée).

Il suffit donc de montrer 'inégalité contraire, en justifiant que ker fP° = ker fPo+! (mq est le plus petit
entier vérifiant cette égalité).

On a déja linclusion ker fPo — ker fPo+! d’aprés la question 3a.

Soit z € ker fPoT1. Alors par linéarité de f on a aussi f2P°(x) = O, donc fP°(x) est a la fois dans Im fPo
et dans ker fP0. Mais par définition de py, ces ensembles sont en somme directe, donc fP°(z) = Og et on
a montré I’inclusion réciproque ker fPo+! < ker fPo, donc par double inclusion ker fPo+! = ker fP° et par
conséquent pg = myg.

On en conclut par double inégalité que py = my.
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Exercice 4 (Etude d’une forme linéaire sur les polynomes). 1. a. g est une application de R, [X] dans R,
donc il ne reste qu’a montrer qu’elle est linéaire. Soit Py, Py € R,[X] et A1, Az € R.

1
gMPL+ XoPs) = / (M Py + Mo P)(t)dt

-1

- " Pt + s / B0 = Mg(Py) + Aag(P).

-1

b. Fixons k € [[0,n] et calculons g(X*).

1
» si k est impair, g(X*) = / zFdr = 0;
-1

1
2
i k est pair, g(X") = Mo = ——.
» si k est pair, g(X") /_1m x 1
Donc la matrice de g dans les bases canoniques de R, [X] et de R s’écrit :
Maty (1 x,.. . x"9 = (2 0 20 2 .. (—1)2 “n%l) )

c. Im(g) est un sev de R, donc sa dimension est 0 ou 1.
Or, dim(Im(g)) = 0 signifie que Im(g) = {0}, c’est-a-dire que g est 'application nulle, ce qui est faux.
Donc dim(Im(g)) = 1, et par théoréme du rang, ‘dim(ker g)=Mn+1)—1=n ‘

Déterminons une base du noyau. On pose les polynomes (Qx)i1<k<n :

1

QlZX Q2:X2—§

. 1

Qs =X? Q4=X4*5

1

Q5:X5 Q6=X6*?
etc...

Autrement dit :
» si k est impair, Qr = X*, ce qui implique que g(X*) = 0, c’est-a-dire Qy, € ker(g);
» si k est pair, Qp = X* — k%_l, de sorte que

2 2 s s s
9(Qk) = e 0 c’est-a-dire Qi € ker(g).

La famille (Qg)1<k<n est donc une famille de ker(g) :

o libre, car de degrés échelonnés;
e de cardinal n = dim(ker g).
C’est donc une base de ker(g).

d. Un supplémentaire de ker g est forcément de dimension 1, donc il suffit de trouver un élément de R,,[ X ] qui
n’est pas dans ker g, par exemple P = 1 (mais on peut aussi prendre P = X2¥ pour tout & € [[0,n])). Alors
la famille (Q1,...,Qn, P) est libre et la droite vectorielle engendrée par P et ker g sont supplémentaires
dans R,[X].

2. a. Soit a € R. Il suffit de montrer que v,, est linéaire.
Soit Pl,PQ € Rn[X] et Al,AQ e R.

Va(/\lpl + )\2P2)

(M P+ Ao Py)(a)
= )\1P1(Ck) + )\QPQ(CV)
= )\11/(1(131) + AQVQ(PQ)
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b. Soit (Mg, ..., \n) € R*TL. On suppose que Z AeVay, = O£(r,[X]R)-
k=0
On a donc, pour tout P € R,[X] :

S M (P) = 0 (E)
k=0

n

Fixons ¢ € [[0,n] et posons P; = H(X —ag). On a:
k=0
kAi

e P; est de degré n, donc P, € R, [X];

e pour tout k € [[0,n]] tel que k # i, P;(ax) = 0, c’est-a-dire v,, (P;) = 0;

o Pi(a;) = H(ai —a) # 0, donc v, (P;) # 0.
k

[

Oun applique l'égalité (E) a P = P; pour obtenir

0 = ZA’CVG&(‘P%') = )‘iyai(‘Pi)
k=0

ce qui implique A\; = 0.
Ce raisonnement étant valable pour tout ¢ € [[0,n]], tous les \; sont nuls.

c. Par théoréme :
dim(L(R,[X],R)) = dim(R,[X]) x dim(R) = (n+1)x1 = n+1
d. (Vag,-- - Va, ) est une famille libre et de cardinal (n+1) dans I’ev L(R,,[X], R) qui est de dimension (n+1).
C’est donc une base de cet ev.

Donc g, comme tout élément de L(R,[X],R), s’écrit de fagon unique comme une combinaison linéaire
des v, : il existe (Mg, ..., \,) € R*! tel que

n
g = Z )‘kyaka
k=0

ot les \; sont les coordonnées de g dans la base (v, .., Va, ). Autrement dit, pour tout P € R,,[X],

n 1 n
g(P) = Z)\kl/ak(P) c’est-a-dire / P(t)dt = Z)\kP(ak).
k=0 -1 k=0
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