RAISONNEMENTS

Démontrer une proposition par ’absurde.

Stratégie : On suppose la proposition fausse, et on en déduit une contradiction.

Rédaction : ?u/(vr\oémw que P eak @muwe
[obnguments/caleuls], o sbtient ume combradickion.

Omadynﬁwmbwmﬁa@ﬁwdeofuePeAtw.

Démontrer ou utiliser des assertions quantifiées

Pour X un ensemble et P(z) une proposition dépendant d’une variable x € X :

Démonstration de Vz € X, P(z) Démonstration de 3z € X : P(x)

dDemntrens 3z € X : P(a).
Comdidat : z=1.].
» dDsnbromns que v € X.
[rguments/eallds], dome @ € X
» J0entrons P(z).
[brguments/eallds], dome P(a)
On o dome mombné 3z € X : P(z).

Mosmntremns Vo € X, P(z).
Gk ze X.

Mosmbreme P(z).
[rguments fealiuh], dome. P(z)
On a done montné vz e X, P(z).

Utilisation de Vz € X, P(z) Utilisation de Jz € X : P(x)

@'wr\néanTmeTw&é,mM

trousern. zp € X kel que P(zg).

ma/rur&qum&%m\m&éa

xo=1[..], en a P(xo).

Démontrer une disjonction P ou @

Stratégie. On suppose que P est fausse et on démontre @) (ou l'inverse!)

Rédaction : dDsmbroms que P ou Q esk vnae.

QWWPMW./WW/M/MQmW.
Omadofnnﬁml’ftéquep(}u@e&twme.

Démontrer une implication P — (@
Stratégie 1. Le cas direct : on suppose P vraie, et on démontre Q).

Moonbremns que P um/r\&q,ue Q.

Supposons que P est waie. fbrguments/caleuls] dome Q eak wae.

On a domne momtré que P xmvr\ﬂmtue Q.

Stratégie 2. Contraposée : on suppose () fausse et on montre que P est fausse.
Rédaction : dsmbromns que P mwr\qu,u,e Q.
?WMWQMW.[WW/MJMPmW.
Omad@mmﬂb&émﬂmﬂiﬂm{mﬁﬂl@mo{uepmmr\&w@

A ne pas confondre réciproque et contraposée.

Rédaction :

98 i on essaie de montrer une implication par I’absurde, mieux vaut démontrer
ﬁ[ la contraposée.

Démontrer une équivalence P < ()
Stratégie 1. Double implication : on démontre P —> @ puis Q — P.

oMQM@WWP&QW@MQQMM:
CMOWWWPW\&DIMQ:

Suppesons gue P esk waie. febnguments/caleuls] dome Q esk wae.
Omad&mmm\bléa[mPi/m/’r\wqu.
Omadﬁmmmbléq.ueQmT\&quP

Omadmwmm\btéquePathntéqmwaﬁwtw.

Stratégie 2. Chaine d’équivalences : on démontre que P <— P, <— P, <—
- <= (@ en introduisant des équivalences intermédiaires plus simples & justifier.

Rédaction :

Démontrer une équivalence P <— Q) <— R
Stratégie 1. On démontre les deux équivalences séparément.
Stratégie 2. Raisonnement circulaire : on montre que P —  =— R = P.
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RAISONNEMENTS

Résoudre une (in)équation (/\ # démontrer une inégalité!)
Cela veut dire déterminer I’ensemble des solutions d’une (in)équation.

Stratégie 1. Chaine d’équivalences : de I’équation/inéquation & un ensemble.

Exemple : « Résoudre 4|z — 3| < 8 dans R ».
Ir'woc’atwn'dc: ?@di LR,
l'indéterminée.
Ofrx a er équa@emaeb :
Chaine (a justifier si nécessaire ; A aux Téciproques !)

d’équivalences
4z —3|<8 = [z —-3]<2 <= —2<z-3<2

— 1<z<5 <= z€]l,5].

e L€ procédé d’analyse et synthése permet aussi de montrer I'existence et 1'uni-
% 1 cité d’un objet vérifiant une certaine propriété. L’analyse sert & déterminer
I’objet et justifier l'unicité, et la synthése suffit & prouver ’existence.

Récurrence
Cadre : on veut démontrer qu’une propriété P(n) dépendant d’un entier n est vraie
pour tout n dans N, N*, ou un autre intervalle d’entiers.

Théoréme 1 (Principe de récurrence simple.)

Soit ng un entier et P(n) une proposition définie pour tout entier n > ng.
Si (P(no) et ¥n > ng, P(n) = P(n+1)),

alors P(n) est vraie pour tout n > ng.

Viméquabion 4o — 3| <8 esk Qem:gjmemt [1,5].

Conclusion

@mboutm&i@anno,mdé[)fmﬂiP(n):«...».
QWQMWP(n)MWWMMLnZnO.

Mise en place

Vérification
(au brouillon)

évaluer linéquation sur les bornes de l’intervalle,
un point dedans et un point dehors.

Stratégie 2. Par analyse et synthése.

» Analyse. On considére un objet vérifiant la propriété voulue, et on en déduit des
conditions nécessaires, de facon a réduire I’ensemble des candidats possibles.

» Synthése. On vérifie que les candidats satisfont bien la propriété, ou on les rejette
si ce n’est pas le cas : ces conditions sont-elles suffisantes ?

Exemple : « Résoudre 'équation |z + 1| = 2z + 3 sur R. »

dnibiabion - P(no) eat wnaie can [obrguments/caleuls]
Gt um embien n > ng. Moo mbnons P(n) = P(n+1).

[rguments fcaliub] dome. P(rn +1) eal coaie.
Omamm\bléqmwh}uthng, P(n) = P(n+1).

E?oil:xeRn;\éni@iamJi\x+l\:2x+3.8méQUGamtau
canré, on obbient |z + 12 = (22 + 3)2.
On,ma[zacp\aﬁmdéqu;a&enm@

|z + 1% = (2:17+3) <:>~~<:>3x2+109:+8:0,

dmnaumm domc z=-2 su 2= —%.

3

domale

Corncliusion @Dmnéwnnm,mam@mbiéP(n)anZno.

Omwéhi%ﬁ.eqw—2m’@tww&1hsmdaﬂléquah@m,
'maw-% eak.

Guynthise

Omamwp,wmnéﬂedeg’w

|z +1] =22 +3 esk —%.

(QG’T\CQ/UAWTL

Variantes.
» Récurrence double : utile surtout pour des suites définies par récurrence double.
Stratégie. ¢ Mise en place : comme avant.
o Initiation : on démontre P(ng) et P(ng + 1).
o Hérédité : on démontre que pour tout n > ng,
la conjonction P(n) et P(n + 1) implique P(n + 2).
o Conclusion : pour tout entier n > ng, P(n) est vraie.
» Récurrence forte : rarement utile.
Stratégie. ¢ Mise en place : comme avant.
o Initiation : on démontre P(ny).
o Hérédité : on démontre que pour tout n > ng,
si P(k) est vraie pour tout k € [ng,n], alors P(n + 1) est vraie.
o Conclusion : pour tout entier n > ng, P(n) est vraie.
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