
Raisonnements

Démontrer une proposition par l'absurde.

Stratégie : On suppose la proposition fausse, et on en déduit une contradiction.

Rédaction : S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e P `eṡfi˚t ˜f´a˚u¯sfi¯sfi`e.
[A˚r`gˇu‹m`e›n˚tṡ/`c´a˜l´cˇu˜lṡ], `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˚u‹n`e `c´o“n˚tˇr`a`d˚i`cˇtˇi`o“nffl.
O”nffl `affl `d`o“n`c ”m`o“n˚tˇr`é ¯p`a˚rffl ˜l„`a˜bşfi˚u˚r`d`e `qfi˚u`e P `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e.

Démontrer ou utiliser des assertions quanti�ées

Pour X un ensemble et P (x) une proposition dépendant d'une variable x ∈ X :

Démonstration de ∀x ∈ X,P (x) Démonstration de ∃x ∈ X : P (x)

M`o“n˚tˇr`o“n¯s ∀x ∈ X,P (x).
S̀o˘i˚t x ∈ X.

M`o“n˚tˇr`o“n¯s P (x).
[A˚r`gˇu‹m`e›n˚tṡ/`c´a˜l´cˇu˜lṡ], `d`o“n`c P (x).

O”nffl `affl `d`o“n`c ”m`o“n˚tˇr`é ∀x ∈ X,P (x).

M`o“n˚tˇr`o“n¯s ∃x ∈ X : P (x).
C`a‹n`d˚i`d`a˚t : x = [...].
▶ M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e x ∈ X.

[A˚r`gˇu‹m`e›n˚tṡ/`c´a˜l´cˇu˜lṡ], `d`o“n`c x ∈ X.
▶ M`o“n˚tˇr`o“n¯s P (x).

[A˚r`gˇu‹m`e›n˚tṡ/`c´a˜l´cˇu˜lṡ], `d`o“n`c P (x).
O”nffl `affl `d`o“n`c ”m`o“n˚tˇr`é ∃x ∈ X : P (x).

Utilisation de ∀x ∈ X,P (x) Utilisation de ∃x ∈ X : P (x)

E”nffl `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`a‹n˚t ˜l´affl ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´é `àffl
x0 = [...], `o“nffl `affl P (x0).

D’`a¯p˚r`èṡ ˜l´affl ¯p˚r`op̧˚r˚i`éˇt´é, `o“nffl ¯p`eˇu˚t
˚tˇr`o˘u‹vfleˇrffl x0 ∈ X ˚t´e¨l `qfi˚u`e P (x0).

Démontrer une disjonction P ou Q

Stratégie. On suppose que P est fausse et on démontre Q (ou l'inverse !)

Rédaction : M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e P `o˘uffl Q `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e.
S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e P `eṡfi˚t ˜f´a˚u¯sfi¯sfi`e. [A˚r`gˇu‹m`e›n˚tṡ/`c´a˜l´cˇu˜lṡ], `d`o“n`c Q `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e.
O”nffl `affl `d`o“n`c ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e P `o˘uffl Q `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e.

Démontrer une implication P =⇒ Q
Stratégie 1. Le cas direct : on suppose P vraie, et on démontre Q.

Rédaction : M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e P ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e Q.
S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e P `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e. [A˚r`gˇu‹m`e›n˚tṡ/`c´a˜l´cˇu˜lṡ], `d`o“n`c Q `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e.
O”nffl `affl `d`o“n`c ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e P ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e Q.
Stratégie 2. Contraposée : on suppose Q fausse et on montre que P est fausse.

Rédaction : M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e P ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e Q.
S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e Q `eṡfi˚t ˜f´a˚u¯sfi¯sfi`e. [A˚r`gˇu‹m`e›n˚tṡ/`c´a˜l´cˇu˜lṡ], `d`o“n`c P `eṡfi˚t ˜f´a˚u¯sfi¯sfi`e.
O”nffl `affl `d`o“n`c ”m`o“n˚tˇr`é ¯p`a˚rffl `c´o“n˚tˇr`a¯p`oşfi˚i˚tˇi`o“nffl `qfi˚u`e P ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e Q.
" ne pas confondre réciproque et contraposée.

si on essaie de montrer une implication par l'absurde, mieux vaut démontrer
la contraposée.

Démontrer une équivalence P ⇐⇒ Q
Stratégie 1. Double implication : on démontre P =⇒ Q puis Q =⇒ P .

Rédaction : M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e P `eˇt Q ¯sfi`o“n˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´eṡ :
=⇒ M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e P ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e Q :

S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e P `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e. [A˚r`gˇu‹m`e›n˚tṡ/`c´a˜l´cˇu˜lṡ], `d`o“n`c Q `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e.
O”nffl `affl `d`o“n`c ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e P ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e Q.
⇐= M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e Q ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e P :

S̊u¯p¯p`oşfi`o“n¯s `qfi˚u`e Q `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e. [A˚r`gˇu‹m`e›n˚tṡ/`c´a˜l´cˇu˜lṡ], `d`o“n`c P `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e.
O”nffl `affl `d`o“n`c ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e Q ˚i‹m¯p˜lˇi`qfi˚u`e P .

O”nffl `affl `d`o“n`c ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e P `eˇt Q ¯sfi`o“n˚t `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n˚t´eṡ.
Stratégie 2. Chaîne d'équivalences : on démontre que P ⇐⇒ P1 ⇐⇒ P2 ⇐⇒
· · · ⇐⇒ Q en introduisant des équivalences intermédiaires plus simples à justi�er.

Démontrer une équivalence P ⇐⇒ Q ⇐⇒ R
Stratégie 1. On démontre les deux équivalences séparément.
Stratégie 2. Raisonnement circulaire : on montre que P =⇒ Q =⇒ R =⇒ P .
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Raisonnements

Résoudre une (in)équation (" ̸= démontrer une inégalité !)
Cela veut dire déterminer l'ensemble des solutions d'une (in)équation.

Stratégie 1. Chaîne d'équivalences : de l'équation/inéquation à un ensemble.

Exemple : � Résoudre 4|x− 3| ≤ 8 dans R �.

Invocation de

l'indéterminée.
S̀o˘i˚t x ∈ R.

Chaîne
d'équivalences

O”nffl `affl ˜l´eṡ `é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n`c´eṡ :
(à justi�er si nécessaire ; " aux réciproques !)

4|x− 3| ≤ 8 ⇐⇒ |x− 3| ≤ 2 ⇐⇒ −2 ≤ x− 3 ≤ 2

⇐⇒ 1 ≤ x ≤ 5 ⇐⇒ x ∈ [1, 5].

Conclusion
D`o“n`c ˜l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“n¯s ˚r`é´e¨l¨l´eṡ `d`e

˜l„˚i‹n`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl 4|x− 3| ≤ 8 `eṡfi˚t ˜l´e ¯sfi`e´g›m`e›n˚t [1, 5].
Véri�cation
(au brouillon)

évaluer l'inéquation sur les bornes de l'intervalle,
un point dedans et un point dehors.

Stratégie 2. Par analyse et synthèse.

▶ Analyse. On considère un objet véri�ant la propriété voulue, et on en déduit des
conditions nécessaires, de façon à réduire l'ensemble des candidats possibles.
▶ Synthèse. On véri�e que les candidats satisfont bien la propriété, ou on les rejette
si ce n'est pas le cas : ces conditions sont-elles su�santes ?

Exemple : � Résoudre l'équation |x+ 1| = 2x+ 3 sur R. �

A”n`a˜l›yṡfi`e :

S̀o˘i˚t x ∈ R ”vfléˇr˚i˜fˇi`a‹n˚t |x + 1| = 2x + 3. E”nffl `é¨l´e›vˆa‹n˚t `a˚uffl
`c´a˚r˚r`é, `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t |x+ 1|2 = (2x+ 3)2.
O˚rffl, `o“nffl `affl ˜l´affl `c‚h`a˚î‹n`e `dffl’`é´qfi˚u˚i‹vˆa˜l´e›n`c´eṡ
|x+ 1|2 = (2x+ 3)2 ⇐⇒ · · · ⇐⇒ 3x2 + 10x+ 8 = 0,

`eˇt `c´eˇtˇt´e `é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl `d˚uffl ¯sfi`e´c´o“n`dffl `d`e´gˇr`é `affl (`a¯p˚r`èṡ `c´a˜l´cˇu˜l)
`d`eˇu‹x ˚r`a`cˇi‹n`eṡ, `d`o“n`c x = −2 `o˘uffl x = − 4

3 .
S”y›n˚t‚h`èṡfi`e : O”nffl ”vfléˇr˚i˜fˇi`e `qfi˚u`e −2 ”nffl’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl `d`e ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl,

”m`a˚i¯s − 4
3 ˜l„`eṡfi˚t.

C`o“n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl : O”nffl `affl ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e ˜l„˚u‹n˚i`qfi˚u`e ¯sfi`o˝lˇu˚tˇi`o“nffl ˚r`é´e¨l¨l´e `d`e ˜l„`é´qfi˚u`a˚tˇi`o“nffl
|x+ 1| = 2x+ 3 `eṡfi˚t − 4

3 .

Le procédé d'analyse et synthèse permet aussi de montrer l'existence et l'uni-
cité d'un objet véri�ant une certaine propriété. L'analyse sert à déterminer
l'objet et justi�er l'unicité, et la synthèse su�t à prouver l'existence.

Récurrence
Cadre : on veut démontrer qu'une propriété P (n) dépendant d'un entier n est vraie
pour tout n dans N, N⋆, ou un autre intervalle d'entiers.

Théorème 1 (Principe de récurrence simple.)

Soit n0 un entier et P (n) une proposition dé�nie pour tout entier n ⩾ n0.

Si
(
P (n0) et ∀n ⩾ n0, P (n) =⇒ P (n+ 1)

)
,

alors P (n) est vraie pour tout n ⩾ n0.

Mise en place
P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t `e›n˚tˇi`eˇrffl n ≥ n0, `o“nffl `d`é¨fˇi‹n˚i˚t P (n) : « ... ».

M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e P (n) `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t `e›n˚tˇi`eˇrffl n ≥ n0.

I ”n˚i˚tˇi`a˚tˇi`o“nffl : P (n0) `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e `c´a˚rffl [A˚r`gˇu‹m`e›n˚tṡ/`c´a˜l´cˇu˜lṡ].

H`éˇr`é´d˚i˚t´é :

S̀o˘i˚t ˚u‹nffl `e›n˚tˇi`eˇrffl n ≥ n0. M`o“n˚tˇr`o“n¯s P (n) =⇒ P (n+1).
O”nffl ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`e `qfi˚u`e P (n) `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e.
[A˚r`gˇu‹m`e›n˚tṡ/`c´a˜l´cˇu˜lṡ] `d`o“n`c P (n+ 1) `eṡfi˚t ”v˘r`a˚i`e.
O”nffl `affl ”m`o“n˚tˇr`é `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n ≥ n0, P (n) =⇒ P (n+1).

C`o“n`c¨lˇu¯sfi˚i`o“nffl : P̀a˚rffl ˚r`é´cˇu˚r˚r`e›n`c´e, `o“nffl `affl ”m`o“n˚tˇr`é P (n) ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t n ≥ n0.

Variantes.

▶ Récurrence double : utile surtout pour des suites dé�nies par récurrence double.
Stratégie. ⋄ Mise en place : comme avant.

⋄ Initiation : on démontre P (n0) et P (n0 + 1).

⋄ Hérédité : on démontre que pour tout n ≥ n0,
la conjonction P (n) et P (n+ 1) implique P (n+ 2).

⋄ Conclusion : pour tout entier n ≥ n0, P (n) est vraie.

▶ Récurrence forte : rarement utile.
Stratégie. ⋄ Mise en place : comme avant.

⋄ Initiation : on démontre P (n0).

⋄ Hérédité : on démontre que pour tout n ≥ n0,
si P (k) est vraie pour tout k ∈ [[n0, n]], alors P (n+ 1) est vraie.

⋄ Conclusion : pour tout entier n ≥ n0, P (n) est vraie.
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