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Feuille d’exercices 16
DEVELOPPEMENTS LIMITES - FORMULES DE TAYLOR

Opérations sur les développements limités

Ex 1. Donner les DLy, DLy, DL et DLygyy en 0 de f(z) = 2°® 4 22" + 5210 4 23,

Ex 2. Déterminer les développements limités suivants :

1+z T
a) DL;en 0 de , i) DL;en0d Cdt,
(a) DL3 Sy (1) DLs en e/o e
L + 1+, () DLy en 0 de v/1 + cos ,

(b) DL3en 0 de T
! JTTE

(¢) DL en 0 de cos(x) In(1 + z), (k) DLy en0dee "

(d) DLy en 0 de In(1 + sin ), () DLy en 0 de cos(z)™,

(e) DLgen 0 de (1 — ch(x))sin(z), (m) DLg en 0 de th(z),

T
(f) DLgen 0 de V1 + a2 ln(l + x?’), (n) DL; en 1 de tan(q;),
(g) DL en T de cos . (0) DL, en 0 de x(‘:osx’
3 sin x
(h) DL4 en 0 de sin(z — xQ), (p) DL; en 0 de cosd .

Ex 3. En posant x = 2 + h, déterminer les DL, en 2 de €, v/1 + x et In(1 + z).

Ex 4. 1. Soit o € R. Jusqu’a quel ordre la fonction z® admet-elle un développement limité en 0 ?
1
2. La fonction THS admet-elle un DLy en 0 2un DL3; en 0 2 un DL, en 0 ?
T
Utilisations des développements limités

Ex 5. Déterminer un DL a tout ordre de arcsin (avec la méme méthode que pour déterminer un DL d’arctan)
et en déduire les dérivées n“™ en 0 de la fonction arcsin.

Ex 6. Déterminer la limite en 0 de

(a) N Vsinz — /x © et e @ tanx — arcsinx
r In(l+2) ©) sin/r — /7’ shr sinz’ sinz — arctan x’

1 1 2 —
o (1—1—3:)2 1 ) — — ) Vit \/1—1-3:'

2 ;
— (d) Lz~ cotan’z, 2?2 1 —cos2x In(1 + z)

In(1+z) — tanz + §sin®x

3x2sin’ x

Ex 7. Déterminer la limite en 0 de

Ex 8. Tracer les graphes des fonctions x — 1 4 sinx, x — e” et x — , et leurs tangentes en 0.

1
v1-—2z
Ex 9. Donner la tangente et la position par rapport a la tangente en =, des fonctions suivantes. Y a-t-il un
extremum local en xq ?



(a) +%en 20 =0 (d) 24+ 2T —V3+z en xp=1,
14 e ’
2+ x + 222 Inz x 1 _
(b)WenxO:O, (e)x_1+§_§en$0—1,
© 3In(1+ x) — In(1 4 2% en o = 0, (f) z% en xy > 0 pour o € R.

3z

Ex 10. Déterminer les développements asymptotiques suivants :

(a) 21y/1+ /Zen0, (b) \/x + /7 en +oo, (©)

Ex 11. Donner une asymptote en +oo et la position par rapport a I’asymptote de

(@) /z(2+ z)ex, (b) (2* + 2% +z +1)3, (©) In(e” —e* — 1).

Ex 12. Soit f : |0, 4+00[ — R la fonction définie par f(z) = z + Inz.
(a) Montrer que f : ]0, +0o[ — R est une bijection continue croissante.
(b) Montrer que f~'(y) ~ .

Yy——+00

en +oco.
r+Inx

1 1
(c) Montrer que f*(y) =y — Iny + ny + o (ﬂ)
Yy y—+00 Y

R — R

Ex 13. Soit f : { v o 2%h(x)—a Montrer que f est bijective et déterminer un DLy de f~' en 0.

Formules de Taylor

Ex 14. 1. Ecrire I’inégalité de Taylor-Lagrange 2 I’ordre 5 pour la fonction cos sur [0, z].
En déduire une approximation rationnelle de cos(0,1) 2 10~ pres.

2. Ecrire I'inégalité de Taylor-Lagrange & I’ordre 2 pour f (t) = V't sur I'intervalle [100, 101].
En déduire une approximation décimale de v/101 & 10~° pres.
5

1 1 1 1
3. Montrerquevyc>0,1+§x—§x2 <Vi+z< 1+§x—§x2+8—1x3.

En déduire une valeur approchée de /1,03 & 10~° pres.

2n 2n+1
(_1)k+1xk (_1)k+1xk
<In 1+2) < —_—
B P

Ex 15. Montrer que : Vo > 0, Vn € N,

(_1)k+1
b e @)

En déduire que Z

k=1

Ex 16 (Egalité de Taylor-Lagrange a 1’ordre n). Soient I un intervalle et f : I — R de classe C""'. Montrer
que ¥(a, b) € I?, il existe c entre a et b tel que :

f”(a) ) f(”)(a) f(nJrl)(C)
o / o - - n o n+1
f(b) = f(a)+ f'(a)(b—a) + o (b—a)*+...+ o (b—a) +—(n+1)! (b—a)"™.
Indication : On pourra appliquer ’exercice 6 de la feuille DERIVABILITE 2 a la fonction auxiliaire
" (n)
g:x— f(z)— (f(a) + f'(a)(x —a) + f2('a) (x—a)’+...+ f nf@ (x — a)”) + Az — a)"*!

en choisissant A de sorte que g(b) = 0.



