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Feuille d’exercices 17
POLYNOMES

Coefficients et degré

Ex 1. Déterminer le degré, le coefficient dominant et le coefficient constant des polyndmes suivants :
n—1 n
(X +1)3*(X —-2)(X+3)* et P= Z (l{;)XkH’ pour n € N*.
k=0

Ex 2. Soit (P,),en+ la suite de polyndmes définie par
Pb=X-2 VneN P, =P -2

Pour n € N*, donner le degré, le coefficient dominant, et le coefficient constant de P,. Déterminer ensuite le
coefficient devant X dans P,.

Ex 3. 1. Déterminer les polynomes P de R3[X] tels que P(X +1) — P(X — 1) = X* + 1.

2. Déterminer les polyndmes P de C[X] tels que P'(X)? = 4P(X).

3. Quels sont les polyndmes P, Q € K[X] qui vérifient P = XQ??

4. Montrer que si P € K[X] vérifie P(X) = P(—X), alors il existe Q € K[X] tel que P(X) = Q(X?).
5. Déterminer tous les polyndmes non nuls de C[X] tels que 18P = P'P".

Ex 4. Soient n et m € N.

n+m

1. Donner une expression développée des polyndmes (1 + X )", (1 + X)™ et (1 + X)
2. Rappeler la forme du coefficient de degré ¢ du produit de deux polyndmes.

3. Démontrer, a I’aide des questions précédentes, 1’identité de Vandermonde : pour tout ¢ € [0, n + m],

¢
n+m n m
()= (00,
k=0
Division euclidienne
Ex 5. Effectuer la division euclidienne de A par B dans les cas suivants:
1. A=—-16X"—64X?—100, B =4X%44X+10. 2. A=X3+iX’+X, B=X—-i+1.

Ex 6. Effectuer la division euclidienne de P = 2X* — 4X® —7X — 14 par B = X* — 2X — 2.
En déduire la valeur de P(1 + v/3).

Ex 7. Déterminer (), 1) € K2 tels que X2 + 2 divise X* + X? + AX? + uX + 2.



Ex 8. Soitn > 2, onnote P, = X" — 4X + 1. Déterminer le reste de la division euclidienne de P, par A dans
les cas suivants.

L A=X?+X -2 2. A= (X —1)% 3. A=X?—2X? - X +2.
Ex 9. Soit (6,n) € R x N*. Déterminer le reste de la division de (cos § + X sin §)" par X? + 1.
Ex 10. Soit (n, p) dans N?,

1. Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de X" — 1 par X? — 1.
2. Montrer I’équivalence : X? — 1 } X"—1l&p | n.

Ex 11. Soit n € N* et A € M,,(K) une matrice vérifiant A> — 3A + 21I,, = 0,,. Calculer AF, pour tout k € N,

Racines et factorisation

Ex 12. Factoriser dans R[X] les polynomes suivants :
. P=X"-1

2.0=(X?-X+1)2*+1

3. R=X®—2cos(2a) X" +1,aveca € R.

Ex 13. Onnote P = X° +2X* 4+ 2X3 +4X? + 5X + 2. Calculer les dérivées successives de P, montrer que
P admet une racine de multiplicité 3 et en déduire la forme factorisée de P.

Ex 14. Pour un entier n > 2, onnote P = (1 + X)(1 — X™) + (2 —n)X" — n*X"(1 — X) +n — 2.
1. Donner I’expression de tous les coefficients de P et son degré.

2. Montrer que 1 est une racine double de P.

Ex 15. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Montrer que :

1. X? —3X +2divise X" — 2X"' — X 4 2,

2. (X — 1) divise X*" — 2X" ! —2X +3.

Ex 16. Déterminer la multiplicité de la racine 1 pour les polyndmes suivants :

P =X —npX™ 4 nX"t -1,
Q=X""_(2n+1)X"™ + (2n+1)X" - 1.

Ex 17. Soientn € N*, et P = Z o Montrer que P n’admet pas de racine multiple.
k=0

Ex 18. Soit P € R[X] un polyndme scindé de degré n > 2.

1. Dans cette question, on suppose que P est a racines simples. Montrer que P’ est scindé.

2. Soit z( une racine de P de multiplicité m € N*. Montrer que x est une racine de P’ de multiplicité m — 1.

3. En déduire que P’ est scindé.



Ex 19. Soit P € C[X] un polyndme de degré n € N.

. L P 1
(a) Si P an racines distinctes rq, . .., r,, montrer que 5= Z X
k=1
P’ “ (6%
(b) Si P am racines distinctes 71, . . . , 7, de multiplicités oy, . . ., a,,, montrer que — = Z .
P 1 X — Tk

Ex 20. Soitv € Retn € N*.

1. Déterminer les racines du polyndme P, = (X + 1)" — e*",

n—1
k
2. En déduire la valeur de H sin (oz + —7T> .

n
k=0

Problémes divers

Ex 21. Déterminer les solutions polynomiales des équations différentielles suivantes sur R :

(@) zy” + 22y — 3y = 2 + 222 — 2, (b) xy” + 2zy — Sy = 0.

Ex 22. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique P € K,[X] tel que : Yk € [0,n], P®(1) = k.
Ex 23. Montrer qu’il n’existe pas de polyndme P € C[X] tel que Vz € C, P(z) = Z.

Ex 24. Soit P € K[X]| de degré n > 2. Montrer que la fonction polynomiale associée admet au plus n points
fixes.

Ex 25. 1. Déterminer tous les polyndmes P € K[X] tels que P(0) = O et P(X* + 1) = P(X)* + 1.
2. Déterminer les polyndmes a coefficients réels P vérifiant P(X?) = (X2 4 1)P.

3. Déterminer les polynomes P de C[X] tels que (X? + 1)P"(X) — 6P(X) = 0.
Ex 26. Donner une condition sur n € N pour que X? + X + 1 divise X*" + X" + 1.
Ex 27. Soit P € K[X] un polynéme non nul tel que

P(X?) = P(X)P(X +1).
(a) Montrer que si a € C est une racine de P, alors a® et (a — 1) le sont aussi.
(b) En déduire que si a est une racine de P, alors a = 0 ou a est une racine de 1’unité.

(c) Montrer que les racines de P appartiennent & I’ensemble {0, 1, —7, —j°}.

(d) Déterminer alors tous les polyndmes vérifiant la relation de départ.



Ex 28. On définit la suite de polynémes (7,,), appelés polyndomes de Tchebychev, par
Th=1, Th=XetVneN, T,,,=2XT,., —T,.
1. Calculer T5, T5 et T.
2. Montrer, a I’aide d’une récurrence double, que pour tout n € N, deg(7},) = n.
3. Déterminer une expression du coefficient dominant de 7}, en fonction de n.
4. (a) Montrer que pour a et b € R, on a cos(a + b) — cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b).
(b) Soit § € R. Montrer que pour tout n € N, T}, ( cos(f)) = cos(n#).

1+ 2k
2n

(¢c) Soit n € N*. Montrer que pour tout k € |1, n], o = cos 7 | est une racine de 7,.
que p

(d) Conclure que 7,, = 2" H(X — ag).

k=1

Décomposition en éléments simples

Ex 29. Déterminer la décomposition en éléments simples des fractions rationnelles suivantes :

X241 3X%+3

X?+1
X1 ®

(c) X aq

X3 y2X?—X -2 (X +1)° = X? =1’

(a)

(d)

Ex 30. Calculer les primitives suivantes :

Tcost 4 cos® t T gindt / cost — sin t
a S b —  dt, (©)
@ / sin?t + sin* ¢ ®) / 1+ cost 1+coth



