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Feuille d’exercices 2
SOMMES, PRODUITS ET COEFFICIENTS BINOMIAUX

Sommes et produits

Ex 1. Ecrire les sommes suivantes en utilisant le symbole Z :

a) 1+25 43+ +1503 = o1+, o1,
o A 375 7 29
b)6 Tt +%:7 d) 2+44+6+---+2n=7

9
Ex 2. Calculer Z(k: + 1), d’une part en développant (k + 1)?, d’autre part en posant [ = k + 1.
k=0

Ex 3. Donner une expression simple, en fonction de n € N*, pour les sommes suivantes.

g d) La somme des n premiers " V3
a) ; k(n+1—k) nombres impairs. ) z; n+1
n 2n
D) Y (K + 2k + 1) ©) Z f(2k + 1) S (-
k=2 j=1
n+2 - 1 1 o e
922%1 ) 1x242x3+---+nx(n+1)

) > 2°(1+3")
p=3

Ex 4. Calculer les sommes suivantes en faisant apparaitre une somme télescopique.

Y Vi —VEk+1 . 1 (1 1)
a); + c);n +k e)z\/ﬁ+\/_
n n+1 e n 1
b k x k! v
); X d);(kJrl)! ﬂ;k(k+1)(l€+2)
1 a b c

Indication : pour f), déterminer des réels a, b, c tels que : Vk € N*, Kk 1 D)k +2) = A + k:——i-l + k—+2

Ex 5. Montrer par récurrence que les propositions suivantes sont vraies pour tout n € N* :

n n 2n _1\k n
a)Zka 1)27+ 4 2 Hk+n o Jer-1y oS Ny !
1 i1 p k pt k+n

Ex 6. Calculer, pour n € N*, les produits suivants.

n n n n k
a) J[ 2k by JJ(2k+1) c)HSZJ_Fi’ d)H<1+%>
k=1 k=1 k=1




2n
Ex 7. Soitn > 1. Calculer Z(—l)kk:g.

k=1

—_

n—

, k
Ex 8. Soit n > 1 un entier. Evaluer sans calcul Cos (27?—) .
n
0

B
Il

Ex 9. Soit n dans N. Montrer les inégalités suivantes :

(a) E T* < 3 (b) g k< (n+1)!
k=0 k=0

Ex 10. Soit n dans N*. Calculer les sommes doubles suivantes :

. . n k n i
(a) 0<;<n(l +J) © Zzp © ZZSZ

k=1 p=0 i=0 j=0
® D (i+j) - non
oesn @SSk DI
L — ]
=1 p=0 7 J=1
Ex 11. On considére deux suites (a,),>1 et (Sy,)n>o reliées par la relation

VYn > 0,5, = ar  (sibien que Sy = 0).
k=1

1. Soit n € N*. Déterminer a,, en fonction des valeurs de la suite (.S;,),>0.

(c) 2" <

(n+1!<(n+1)"

(® > min(i,j)

0<i,j<n

> -l

0<i,j<n

2. Soit n € N. Exprimer a I’aide des valeurs de la suite (S,,),>0 les sommes suivantes :

n+1

k=n+1

2n n n n
Y a: i Y s Qi) > 2ay ; V) Y (ar=1)5 ) ) (ar — k).
k=1 k=1 k=1 k=1

3. Transformation d’Abel. Montrer que si (b,),>1 est une autre suite, on a la relation suivante (équivalent

discret de I’intégration par parties) :

n

n—1
> " arbe = Spby — Y Sk(besr — bi).
k=1

k=1

4. En appliquant ce qui précede a la suite constante (a,) = (1),>1 et a la suite des sommes harmoniques

n

1

(bp)n>1 = (Hy) = Z %) , démontrer la relation suivante :
k=1

Vn € N> " Hy = (n+1)(Hyp — 1).

k=1



Coefficients binomiaux
Ex 12. Soit n € N. Calculer les sommes suivantes

@ an;(—D’“ <Z> , (b) ; (_12)# © ; 2% <n " k) @3 <Z) oz

k=1

Ex 13. Soient n et p deux entiers naturels tels que p < n.

" [k n+1
(a) Montrer que Z ( ) = < )
" p p+1

(b) En appliquant la formule ci-dessus pour p = 1 et p = 2, retrouver les formules donnant la somme des n
premiers entiers et la somme des n premiers carrés.

Ex 14. Soit n dans N. Montrer que (2 4+ v/3)" + (2 — v/3)" est un entier pair.

Ex 15. A I’aide de la formule du bindme, démontrer que
1. Pour tout n € N, 4" — 1 est multiple de 3. 2. Pourtoutn € N, 7" — 1 est multiple de 6.
Ex 16. Soit n dans N. Montrer les inégalités suivantes :

@2">n+1 GVreR,, (14+2)">1+nz Ovr y e Ry, (x+1y)" < a"+y"

"L /2
Ex 17. Pour tout n dans N, calculer /,, = Z <2Z) 4*.
k=0

Indication : introduire une somme auxiliaire J, telle que I,, + J, et I, — J,, soient faciles a calculer.

Ex 18. Soit n dans N. A 1’aide de la fonction = + (1 + 2)", calculer les sommes suivantes :

0 5() wE) gk
k=0 k=1 k=1

(i5y)

)

Ex 19. Soient n dans N et & dans [0, n]. Simplifier

- 1 n
et en déduire la valeur de la somme Z —_— ( ) .
— kE+1\k

Ex 20. Soient k et n deux entiers naturels tels que &

(
< n.

1. Montrer que pour tout i € [k, n], () ( ) ( ) < )
o oo

2. En déduire que pour tout réel z, on a Z < ) (

3. En déduire la valeur de Z Z < ) (Z)
7

=0 i=¢



