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Feuille d’exercices 5 (début)

CALCULS D’INTEGRALES

Calculs directs

Ex 1. Déterminer, sans aucun calcul d’intégrale, les primitives des fonctions suivantes.

a: o re 2, h: z—sin’z, 0 I 1
T+ .z’
b.lenx i: 2 tan’(x),
: — In(In x)
sin x ] x = 4 .
Ciay — z(Inz) i
1+ cos?x . q: z—e¢ ’
cos(ln z k:zm 5 1
d:xl—>¥, tanx r:r— —--,
x ) z+ z(lnx)?
. T
sinx l: 22— —, 1
e: T —0, 1+ a3 ST T ———,
cos® x sin(22) zvV1+1nzx
. _ 2 . -~ 7 .
f:x—avl—a2, m'x’_)l—i—cos?(x)’ t: x— e " sin(2z),
g: T+ coszsin® x 1 u: z +— shx sinxz.

n: rw—

cos?(x)v/tanz

. : - 1
Ex 2. Soit o € C. Déterminer une primitive de ¢t — ——.
-«

Ex 3. Calculer les intégrales suivantes :

47 ) 6 4 % dt 8 dt
sin(t) - _ R —
() /0 cos(t)e™™Vdt, (b) /4 —3)(t+ 1)dt7 (C)/O 1—¢2 (d)/G t2—4t—5

Meéthode : si un polyndéme 2 + at + b a deux racines distinctes réelles 7 et o, alors il existe «, 3 des réels tels
poly

que: vVt € R\ {r, s}, “ b

= + . Déterminer ces constantes dans les trois derniers cas.
t24+at+b t—ry t—ry

1
Ex 4. On note F' une primitive de ¢ — sur R, . Déterminer la fonction h(z) = F(z) — F (—)

14+t +t2 443 x

en étudiant sa dérivée sur R* et sa valeur en 1.
+

Intégrations par parties

Ex 5. En utilisant une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes.

e 1 ¢ 1 )
(a)/tglntdt, c / dt , e /t?’et dt,
. (©) ) (e) i

o 2 Int V3
(b) /0 tsin(3t) dt , (d) /1 mdt’ () /0 z? arctan(z) dz.




1
Ex 6. Pour tout (p, q) € N?, on pose I,,, = / (1 —t)?dt.
0

1. Montrer Vp € N,Vqg e N*, [,, = ]ﬁ pHlg—1-
2. Endéduire Vp € N,Yg €N, T P
. BEn déduire c N, e NN, =
Y ! SRR
(—1)* plg!

3. Montrer Vp € N, Vg € N, Z()p—f—k‘—l—l TEYE

Changements de variables

Ex 7. A ’aide d’un changement de variable, calculer les intégrales suivantes.

In2
()/ x—i—\/_ (2) ver —1dx
poseru— et —1),

1
(m) / V1 — 22dx,
-1

O
, 14e (h)/ _1

Inx Log
(c)/(ﬁ)dx’ o~ ® [ =,
! Q) / sin(Int) dt , o €
=2 1
T C -
(d) / cos(v/x)dw , o dr (0) VT
0 7
. / CESN A "
t
(e) / —dt, / sin
o Vt+1 () / (In x ®) 3+ COS2t
1
T In(1 —1
() / veV®dr @ / n(l+t) =)
0 1 12
Ex 8. En posant ¢ = tan <§>’ calculer les intégrales suivantes :
g dx % d:E /ZI dl’
a _ b _— c .
()/0 2+ cosx ()/0 2—sinx © 0 sinx—cosx—l—\/ﬁ
Ex 9. Déterminer une primitive des fonctions suivantes a I’aide d’un changement de variable.
1 1 2 Int
N ’ . — e) z—VvV1—2a*, v
@) o © xrs —— v 1 ® v~ T
x (d) =+ sin(In(x)), ) z— > 1
(b) x+— , rvax? —1 h - -
vit+uw ()x’_)l—i—tanx
71'/2 t 71'/2 : t
Ex 10. 1. Montrer : / Ldt:/ L_dt: E.
o cost-+sint o cost-+sint 4
dt
2. En déduire la valeur de
/ Vv1—t2 4+ t

xT

Ex 11. Calculer nt
1 14%2
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Feuille d’exercices 5 (suite)

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Equations différentielles linéaires du premier ordre

Ex 12. Montrer que si y est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre et s’annule en un
point, alors y est la fonction nulle.

Ex 13. Résoudre les équations différentielles homogenes suivantes.

(@) 2y — 3y =0, (b) (14 22y + 22y =0, © o — sin(z) =0
2 + cos(z)
Ex 14. Résoudre les équations différentielles suivantes sur I’intervalle spécifié.
@y —3y=2 surR, A 1+2)% +zy=v1+22 surR,
®) ¥y +y=1+x+ze®+sin(z) surR, ) 2%y +4(1 —2°)y =2* surR%,
(¢) ¥ — 2zy =sinh(z) — 2v cosh(z) surR, (f) v + tan(z)y —sin(2x) =0  sur ]—g, g[

Ex 15. Résoudre les problemes de Cauchy suivant

T

(@) y + 2zy = ze* sur R, avec y(0) = 1.
®) (1—2)y — (1+2z)y=1+ 2z sur]—1,1[, etavec y(0) = 0.
(¢) cos(z)y' + sin(x)y = 1 sur |—m/2,7/2[, avec y(0) = 2.

Ex 16 (Equation fonctionnelle 1). Déterminer I’ensemble des fonctions f : R — R dérivables qui vérifient,
pour tout (s,t) € R?, f(s+1t) = f(s)f(t).

Ex 17 (Equation fonctionnelle 2). Décrire toutes les fonctions f : R, — R continues vérifiant

Va €]0, +o00[, 22 f(z) = 3/% f(t)dt.

Ex 18. On considere une fonction a : R — R continue et 7-périodique, pour un certain 7" > 0.

T
On pose a = T / a(x)dx la valeur moyenne de a.
0
Montrer que si f est une solution de 1’équation différentielle
y —alz)y =0

sur R, alors = — e~ f(z) est T-périodique.



Equations différentielles du deuxieme ordre
Ex 19. Résoudre les équations différentielles homogenes suivantes dans R, puis dans C.

(@ y" —3y +2y=0, (b) y' —4y +4y =0, © y' +2y +2y=0.

Ex 20. Résoudre les équations différentielles suivantes d’inconnue y a valeurs dans R.

(@ y" — 2y +y=te, (d) ' + 4y’ — 5y = 2¢',
(b) " — 4y’ + 5y = cos(2t) — 2sin(2t), e) ¥y +y +y=-ecos(t),
(©) y" + 9y = cos(2t)e", ) v — 3y +2y = (*+1)e".

Ex 21. Soit m € R. En fonction de la valeur de m, trouver les solutions réelles de 1’équation différentielle

y" — 2y + my = cos(x).

Ex 22 (Equation fonctionnelle 1). Déterminer les fonctions f : R — R dérivables telles que :

Ve eR, fl(z)+ f(—x)=c¢€"

Ex 23 (Equation fonctionnelle 2). Soit A € R. Déterminer les fonctions f : R — R dérivables telles que :
Ve eR, fl(z)=f\—x).

Ex 24. Résoudre sur R 1’équation différentielle
P+ + (=2t + 1)y =2ty =0

en introduisant la fonction z = 1/ + v.

Ex 25 (Un changement de variable). On cherche a résoudre 1’équation différentielle
1
"+ —y=0 E
Yot oay (B)
sur |0, +-00[. Pour ce faire, on définit, pour ¢t € R, z(t) = y(e')e /2.
1. Soit x > 0. Exprimer y(x) en fonction de z(In(x)).

2. En déduire que la fonction z vérifie une équation différentielle (E') d’ordre 2 a coefficients constants.

3. Résoudre (E'), puis résoudre (F).

Ex 26 (e3a PSI 2019). On considere 1’équation différentielle d’ordre 3
y® —y=0. (Ey)

1. Soit f une solution de (F;). On pose g = f” + f' + f. Déterminer une équation différentielle du premier
ordre (Es) vérifiée par g.

2. Résoudre (Es).

3. En déduire les solutions de (E}).



