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1. Introduction

Un des buts du programme initié par Langlands dans les années 70 est de mettre en
relation des objets de nature géométrique (des motifs de variétés algébriques), arith-
métique (des représentations galoisiennes) et de théorie des représentations (les formes
automorphes). Cette hypothétique correspondance est contrdlée par les fonctions L
de ces différents objets.

La géométrie algébrique joue un roéle central dans la correspondance. Pour étu-
dier Iarithmétique des formes automorphes, il faut réussir a les réaliser dans la co-
homologie d’une variété de Shimura. La cohomologie cohérente, contrairement a la
cohomologie étale, n’est pas munie d’une action du groupe de Galois. Elle présente
néanmoins quelques avantages. Le premier est son caractére concret : il arrive souvent
que le groupe de cohomologie de degré 0 soit intéressant, et les sections de faisceaux
localement libres se prétent & de nombreuses constructions (congruences, fonctions
L p-adiques...). En second, elle s’impose si on souhaite étudier certaines formes au-
tomorphes reliées & des objets arithmétiques naturels. Par exemple, les formes mo-
dulaires de poids 1 pour le groupe GL2/Q qui correspondent a des représentations
d’Artin ne se réalisent pas dans la cohomologie étale, mais seulement dans la coho-
mologie cohérente. Il en va de méme de certaines formes de poids 2 pour le groupe
GSp,/Q qui doivent correspondre & des variétés abéliennes...

L’utilisation des méthodes p-adiques est particuliérement fructueuse. On étudie
des congruences entre formes automorphes et des déformations de représentations
galoisiennes. Cela permet parfois d’étendre une propriété connue ponctuellement &
un voisinage p-adique, a toute une famille.

Dans notre travail, nous avons abordé trois axes de recherche. Le premier concerne
les formes modulaires p-adiques. Aprés avoir ré-examiné la théorie de Hida dans [P2],
nous avons développé, en collaboration avec F. Andreatta et A. Iovita, une théorie
géométrique des familles de pente finie en cohomologie cohérente dans [P4], [AIP1],
[AIP2], [AIP3], [AIP4]. Dans [P3], [PS2], [PS3| et [BPS], en collaboration avec
Bijakowski et Stroh, on établit que certaines formes modulaires surconvergentes de
petite pente sont classiques.

Le second théme concerne la modularité. Dans [P1], on démontre un théoréme de
relévement modulaire pour le groupe GSp,/Q en utilisant la méthode Taylor-Wiles en
cohomologie cohérente. Dans [P5] et [PS4], en collaboration avec Stroh, on s’intéresse



aux représentations d’Artin de dimension 2 des groupes de Galois des corps totalement
réels.

Le dernier théme concerne enfin la construction de représentations galoisiennes.
Dans [PS5], en collaboration avec Stroh, on explique comment associer des représen-
tations galoisiennes & certaines formes automorphes apparaissant dans la cohomologie
cohérente des variétés de Shimura.

2. Formes modulaires p-adiques

Nous expliquons la construction de familles de formes modulaires p-adiques dans
le contexte des variétés de Siegel. On construit des variétés de Hecke qui sont pa-
ramétrées par le poids des formes modulaires. La géométrie des variétés de Hecke
est fascinante et mystérieuse. La possibilité de faire varier le poids a de nombreuses
applications arithmétiques : construction de représentations galoisiennes, théoréme
de modularité... Il existe plusieurs approches a la construction de ces variétés de
Hecke. On peut utiliser, suivant Hida, Ash-Stevens et Urban ([51]), la cohomologie
des groupes arithmétiques agissant sur des symboles modulaires. Une autre approche
est développée dans [21] via la cohomologie complétée. Nous proposons ici d’expli-
quer une troisiéme voie, initiée par Katz [37], Hida [31] et Coleman [17] qui utilise
la cohomologie cohérente du lieu ordinaire. Ces approches sont complémentaires.

2.1. Formes modulaires classiques. — On fixe p un nombre premier et N un
entier premier & p. On note Y l'espace de modules sur Spec Z, qui paramétre les
classes d’isomorphismes de :

1. variétés abéliennes A de dimension g, principalement polarisées,
2. isomorphismes symplectiques & similitude prés Z/NZ>29 ~ A[N].

On désigne par X une compactification toroidale de Y et par G le schéma semi-
abélien qui prolonge le schéma abélien universel A ([23]). On appelle D = X \ Y le
bord de la compactification.

Soit wg le faisceau conormal de la variété abélienne universel. C’est un faisceau
localement libre de rang g. On note T = Isom (0%, w¢) le GLg-torseur associé.

On dispose d’aprés [44] d’un foncteur qui a toute représentation du groupe GLg4
associe un faisceau localement libre automorphe .

Explicitons cette construction. Commengons par rappeler la construction de cer-
taines représentations du groupe GL, suivant [33]. Soit B C GL, le sous-groupe de
Borel triangulaire supérieur et soit T le tore diagonal. On note X (T) le groupe des

caractéres de T. Ce groupe est isomorphe & Z9 via I’application qui envoie (k1,- - , kq)
sur le caractére diag(ty,--- ,t,) ~— [[%_, t*. On note X(T)* le cone des caractéres

dominants, donné par la condition k1 > ky--- > ky. Si k € X(T)T, on considére
Vinduite V* = {f : GL, — A, f(gb) = k(b)f(g), ¥Y(g,b) € GL, x B}. Le groupe GL,
agit sur cet espace via f — f(g ).

A tout k € X(T)*, on associe un faisceau localement libre automorphe w" sur
X. 1l est défini ainsi. Soit 7 : T* — X la projection. Alors w" = m,07x[k'] on



k = (ki, -+ ,kg), K = (—kg,---,—k1), ['] désigne la partie x’-isotypique pour
I’action de B.

On s’intéresse aux groupes de cohomologie cohérente H'(X,w") ainsi qu’a leur
variante cuspidale H* (X, w”(—D)). Ce sont des Z,-modules de type fini munis d’une
action de ’algébre de Hecke.

On est aussi amené a considérer 'espace de modules de niveau Iwahorique en p,
Yiw — Y qui paramétre des drapeaux complets autoduaux Fil®* A[p]. On désigne par
X1w une compactification toroidale de Yy, ([48]).

2.2. Théorie de Hida pour le groupe GSp,,. — La théorie est due a Hida ([32]),
certains énoncés sont précisés dans [P2]. On va construire des familles p-adique de
formes modulaires ordinaires de poids variables. La premiére étape est d’interpoler
p-adiquement les faisceaux w”. Il y a un obstacle évident : le rang du faisceau w" est
le rang de la représentation V" et il dépend donc de k dés que g > 2. Il faut donc
commencer par expliquer comment interpoler les représentations du groupe GL,.

2.2.1. Interpolation des représentations du groupe GLg : linduite continue. — Consi-
dérons le groupe d’Iwahori Iw C GL4(Z,) des matrices triangulaires supérieures mo-
dulo p. Soit N le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures de GL,4(Zp), qui se
réduisent sur I'identité modulo p. On a la décomposition d’Iwahori : Iw = N° x B(Z,).

Pour tout k € X(T)*, on peut considérer 1'espace U des fonctions continues
sur Iw & valeur dans Z, qui vérifient f(ib) = x(b)f(i). C’est une représentation du
groupe Iw. D’aprés la décomposition d’Iwahori, on déduit que U* s’identifie & ’espace
CO(N?, Zyp). Ainsi, Pespace sous-jacent & la représentation " est indépendant de x.
Cela suggeére la possibilité d’interpoler les différents 0.

On posséde aussi une application évidente V* — 2", Afin de comparer ces deux
espaces, on définit un premier projecteur d’ordinarité sur U*. Pour 1 < i < g — 1,
notons d; = diag(p~'1;,1,—;) € GL,(Q) la matrice diagonale. On définit une action
d; sur Y par la formule f +— f(d;l.di). On pose § = Hf;ll ;.

Lemme 2.1 (|P2], sect. 3.2). — La suite d’opérateurs (6N')nen converge simple-
ment vers un projecteur e sur B*. On posséde un isomorphisme eV* ~ e0".

On peut maintenant interpoler les représentations U". Soit A = Z,[[T(Z,)]] et
W = Spf A. Soit k*" : T(Z,) — A* le caractére universel. Pour tout caractére
continu k : T(Z,) — R* (ou R est une algébre I-adiquement compléte et séparée
pour un idéal I C R qui contient p) on posséde un unique morphisme d’algebres
f:A— Rtel que for" = k. Tous les caractéres algébriques k € X (T) induisent
des caractéres T(Z,) — Z, et donc des points k € 2(Spf Zj). On les appelle parfois
les points classiques.

Soit U*"" Despace des fonctions continues sur Iw a valeur dans A qui véri-

fient f(ib) = ~r“"(b)f(i). La représentation """ interpole les représentations
{B"}wex(m)+
2.2.2. Tour d’Igusa. — On va utiliser la construction de 'induite continue afin de

construire un faisceau qui interpole les différents faisceaux w”. L’idée, due a Katz [37]



et Hida [32], est de se restreindre au lieu ordinaire et de fabriquer un torseur sous le
groupe Iw qui est relié au GLg-torseur 7 via un isomorphisme de Hodge-Tate.

Soit X la complétion formelle de X et X°" I'ouvert ordinaire. On note J& — X le
schéma formel p-adique qui paramétre des isomorphismes :

78 ~T,(G™)P
ou G™ désigne la partie multiplicative du groupe G[p™] et
T, (G™)" = Hom(T,(G™), Z,(1))

est le dual de Cartier de son module de Tate. C’est un torseur pro-étale sous le groupe
GL(Z,).

On note X{;,”™ le schéma formel J&/Iw qui est fini étale sur X°". Ainsi, J& est
un torseur sous Iw au dessus de X7, ™.

On considére le caractére
(K" - B(Z,) — T(Zy) — T(Zy) s A

ou le premier morphisme est la réduction modulo le radical unipotent et le second
morphisme ’ est Vinvolution (1, ---,x4) — (z;1,--- ;o7 "). On définit un faisceau
" sur X ™ x 20, Clest le sous-faisceau de Oy xay des fonctions qui se trans-
forment selon le caractére (k') sous l'action du groupe B(Z,). Pour tout caractére
continue & : T(Z,) — R* on note 0" = """ @, R le faisceau obtenu par changement

de base. Ce faisceau réalise 'interpolation des faisceaux w” dans le sens suivant.

Proposition 2.2. — Pour tout k € X(T)F, on posséde une injection canonique :

Wn|x0(p)07"77n — YUH.

La proposition se déduit (voir [P2], sect. 4.2) de I"isomorphisme de Hodge-Tate

T, (G™)P &z, Oe ~ wa D6 or—m Or6-

Iw
L’inclusion précédente est localement pour la topologie pro-étale celle de v+ dans
DI
2.2.3. Famille de formes modulaires p-adiques. — On définit le A-module des familles
de formes modulaires p-adiques cuspidales ME; o4 = HO(X{, ™™ x 20, 0" (=D)). 1l
posséde la propriété importante de changement de base :

Proposition 2.3 (|32], th. 3.2, [P2]|, th. 6.2). — Pour tout k € X(T)*, le mor-
phisme de changement de base :
ME ! — HO(Xp,™ " (=D))

est surjectif.

or—m

Pour g = 1, la proposition résulte du caractére affine de X7, ™. La cuspidalité est
d’ailleurs superflue. Pour g > 2, le lieu ordinaire est affine dans la compactification mi-
nimale mais les faisceaux sont définis sur la compactification toroidale. La proposition



se démontre en étudiant la projection du faisceau ro*"" (—=D) vers la compactification
minimale.

Remarque 2.4. — Quand on travaille avec les variétés de Shimura non-compactes,
on doit souvent utiliser les deux types de compactifications algébriques : minimale
et toroidales. Un résultat fondamental est le théoréemes d’annulation pour les images
directes supérieures des faisceaux localement libres automorphes cuspidaux. Ils per-
mettent de passer d’un type de compactification o l'autre et de tirer le mazimum
d’avantages des propriétés de ces deux compactification. Dans [32], une propriété un
peu moins forte que le théoréme d’annulation était utilisée. Ces théoréemes d’annu-
lation ont été ensuite démontrés simultanément dans [29] et dans [AIP1] pour le
faisceau constant, puis en grande généralité dans [41].

2.2.4. La variété de Hecke ordinaire. — On réalise le groupe GSp,, comme le sous-

groupe de GLy, des matrices symplectique & un facteur de similitude prés pour la
forme symplectique de matrice

0o A

—-A 0

ou A est la matrice carré de taille g composée de 1 sur l'anti-diagonale et de 0
ailleurs. Soit Kty le sous-groupe d’Iwahori de GSp,,(Z,) des matrices triangulaires
supérieures modulo p. On note H,, la sous-algébre de Hecke dilatante de 1'algébre
CY(GSpyy//Ktw, Zp). Clest une algebre commutative, engendrée par g opérateurs
donnés par les doubles classes U; = Klwdiag(pdi,p2dg,i)K1W pour 1 < < g-—1
ainsi que U, = Kiydiag(1ly,ply)Kiw . Le module M&;‘I‘)d est gigantesque. Suivant
I’idée classique de Hida, on peut en prendre la partie ordinaire pour l'opérateur
U =TI{_, U; € Hp. On note e le projecteur d’ordinarité associé.

Théoréme 2.5 ([32], th. 1.1, [P2], th. 7.1). — Le module eMP; %% est un A-

cusp
module projectif de type fini. Pour tout v € X(T)T, on a un isomorphisme de

classicité au niveau du faisceau :

eMP 0 @) 7, =~ eHO (X0 w5 (—D)).

cusp Iw

Gréace au lemme de Nakayama, on déduit la finitude du module el g;sgd de celle

de eMg’u*S;d ®A,k Zp. On établit dans un premier temps la classicité "faisceautique”

eMb 0% @ Zy ~ eHY(X7, ™, w"(=D)) en utilisant le lemme 2.1. On démontre

or—m

ensuite que eH (X7~ w™(—D)) est un module de type fini en contrélant les poles
le long du lieu non-ordinaire.

Soit HNP T'algébre de Hecke sphérique de niveau premier & Np. On note To"¢
I’algébre des endomorphismes de eH?(Xo(p)°" =™, w""" (—D)) engendrée par HV? @
H,. C’est une A-algébre de type fini sans torsion. Soit ¢ord 5 99 la schéma formel
affine associé. C’est la variété de Hecke ordinaire. Elle est finie et sans torsion sur 2J.



2.3. Théorie de Coleman pour le groupe GSp,,. — La théorie des familles
de pente finie est un raffinement de la théorie précédente. L’objectif est de définir
un sous-espace de l'espace des formes modulaires p-adiques sur lequel on puisse faire
de lanalyse spectrale pour l'algébre #,. Pour ¢ = 1, Katz dans [37] introduit les
formes surconvergentes de poids entier et observe le caractére compact de I’opérateur
U. Dans [16], Coleman définit les familles de formes surconvergentes en utilisant la
famille d’Eisenstein et étend la théorie spectrale de Serre au cas d’une base générale
pour construire des familles de pente finie. Dans [18], Coleman et Mazur introduisent
la courbe de Hecke. Nous allons & présent décrire une approche géométrique a la
construction des familles de formes surconvergentes qui n’utilise pas la famille d’Ei-
senstein. Cette approche fonctionne pour des variétés de Shimura PEL. Voir (3], [P4],
[AIP1], [AIP2], [9].

2.3.1. Au niveau des représentations du groupe GLg : induite analytique. — On re-
prend la théorie esquissée au numéro 2.2.1 en remplagant les induites continues par
des induites analytiques.

Pour tout rationnel w > 0, on note GLg , C GL, le sous-groupe adique analytique
de GL, des matrices qui sont congrues modulo p* & un élément de GL4(Z,). Notons
Iw,, C GLg le sous-groupe des matrices qui sont congrues & une élément de Iw modulo
%, By, Tw, N2 ce définissent de la méme fagon.

On note W l'espace adique analytique sur Spa(Q,, Z,) associé a 20. Soit U — W
un ouvert quasi-compact. Il existe w tel que le caractére universel se prolonge en un
accouplement ki : Ty, X U — Gy, On dit que le caractére %™ est w-analytique sur
U.

On définit la représentation du groupe Iw,, :
Vi = {f : Twy, x U — A x U, Y(i,b) € Iwy, x By, f(ib) = rys(b) £ (i)}

Si k€ X(T)*, alors & est algébrique et donc w-analytique pour tout w. On a une
suite d’inclusion V% — Vi — 0",

Remarque 2.6. — Supposons que g = 2 et k = (k,0) avec k > 0. Par restriction &
NO ~ Z,, Uespace V* s’identifie a l'espace des polynomes de degré inférieur a k, V.
a l’espace des fonctions w-analytique sur Z,, et B~ a l’espace des fonctions continues
sur Zy.

Pour tout x € X (T)* et tout w €]0, 1], on posséde en fait une suite exacte de type
BGG analytique ([34], [51]) :

0=V = V5 — @ V"

ot Vi = colim, <., V5, et la somme se fait sur les racines simples positives o de X (T).
Les opérateurs {51-}1939,1 du numéro 2.2.1 agissent dans ce contexte. L’opérateur
0 améliore la convergence et il est donc compact sur V7 . A l'aide de la suite BGG
décrite au dessus, on montre :

Lemme 2.7. — Pour tout w €0, 1], tout vecteur de Vi de pente pour §; strictement
inférieure a k; — k;y1 + 1 est dans V<.



Remarque 2.8. — Dans le cas g = 2, k = (k,0), Uapplication Vi_ — V5 est
lopérateur différentiel "dérivée k + 1-ieme", qui a pour noyau les fonctions polyno-
miales de degré au plus k.

2.3.2. Théorie du sous-groupe canonique et modification du faisceau wg. — On note

X Pespace adique analytique associé & X . Pour tout rationnel v € [0, 1] on note X (v)

Pouvert rationnel constitué des points z € X qui vérifient |Hasse|, > |p¥|, ou Hasse
désigne n’importe quel relévement local de l'invariant de Hasse. Ainsi, X (0) = X"
est I'ouvert ordinaire.

D’aprés la théorie du sous-groupe canonique ([37], [1], [2], [24]), si v < gp%l on
posséde un sous-groupe canonique d’échelon n, H, C G[p"] sur X' (v). Il est localement
isomorphe a (Z/p™Z)? et sa restriction a X' (0) est le groupe G™ [p"].

Introduisons w}'}" le faisceau conormal entier de H,. Pour le définir, on peut fixer
un modéle formel X(v) pour X (v) sur lequel H,, se prolonge en un groupe fini et plat.
On posséde alors le faisceau conormal usuel wy, sur X(v). On définit w}}n comme
son image inverse sur X'(v) (comme faisceau de ﬁ’;(r(v)—modules). Il est bien str de

p-torsion. On posséde une application de Hodge-Tate

HT ® 1: Hy ®7 0%, — wir,

qui est un isomorphisme sur le lieu ordinaire et qui a un petit noyau et conoyau en

général. On posséde aussi une surjection wg — w;;n. On consideére, pour la topologie

étale, la modification suivante F du faisceau wg : c’est I'image inverse de HT ®
1(HP @7 ﬁ;(v)) dans w,.

On montre (JAIP1], sect. 4.3), que F est un faisceau localement libre pour la topo-
logie étale de ﬁ;(v)-modules et qu’on posséde un isomorphisme déduit de I’application
de Hodge-Tate pour w €]0,n — v25] :

HT, : Hy @2 0%, /p" — F[p"F.

Remarque 2.9. — Sur le lieu ordinaire, on disposait d’un isomorphisme de Hodge-
Tate entier. Cet isomorphisme de Hodge-Tate modifiée est une variante, valable sur un
voisinage strict du lieu ordinaire. Pour ’obtenir, on doit travailler avec des coefficients
de torsion et modifier le faisceau wg.

Soit T,¢ le torseur des isomorphismes ¥ : (ﬁ;(”))g ~ F tels que modulo p¥, la
base canonique de (ﬁ;(v)/pw)g s’envoie sur HT,,(H?). C’est un GLg ,,-torseur pour
la topologie étale.

2.8.8. Construction des faisceaur de Banach. — Soit X1y (v) = X (v) le revétement
étale qui parameétre des drapeaux complets Fil*H;. Le morphisme 7. — X (v) se
factorise & travers un morphisme 7 : 7, — AL, (v) qui est un torseur étale sous le
groupe Iw,,. On est donc en mesure d’appliquer la théorie esquissée au numéro 2.3.1
pour construire une famille de faisceaux. Ce sont des faisceaux d’un type un peu
particulier.
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Définition 2.10 (|AIP1], def. A.2.1.2). — Soit S un espace adique analytique.
Un faisceau F sur S est un faisceau de Banach si :

1. Pour tout ouvert quasi-compact V de S, F (V) est un Ox(V)-module de Banach.

2. Il existe un recouvrement S = U;V; par des ouverts quasi-compacts tel que pour
tout ouvert quasi-compact W; C V;, on a

Remarque 2.11. — 1. Un faisceau cohérent est un faisceau de Banach.

2. 1l n'est pas vrai qu’un faisceau de Banach sur un affinoide est engendré par
ses sections globales et n’a pas de cohomologie cohérente supérieure. Dans [52],
sect. 15.1, il est construit un espace affinoide X et un morphisme i : V. — X
qui est localement au-dessus de X affine, mais qui n’est pas affine. Le faisceau
1Oy est un faisceau de Banach sur X. On vérifie facilement que i, 0y a de la
cohomologie en degré 1.

Soit U un ouvert affine de W. On suppose que le caractére k"™ est w-analytique

sur U. On définit wi¥ sur X'(v). Clest le sous-faisceau de Ox ;, des fonctions qui se
transforment selon le caractére j, sous l'action de B,,. C’est un faisceau de Banach.

On note /\/lii;;” (U) le module des sections globales du faisceau w! (—D) sur U.
C’est 'espace de Banach des formes v-surconvergentes, w-analytiques, paramétrées

par U.
Proposition 2.12 ([AIP1], prop. 8.2.3.3). — Le module M}, (U) est facteur

cusp
direct d’un Oy (U)-module de Banach orthonormalisable. Pour tout caractére k € U,

le morphisme de spécialisation MU%Y(U) — MUY (k) est surjectif.

cusp cusp

Cette proposition est ’analogue de la proposition 2.3. Le principe de démonstration
reste le méme : on projette sur un voisinage affine du lieu ordinaire dans la compacti-
fication minimale. Néanmoins, les mauvaise propriétés cohomologiques des faisceaux
de Banach sur les affinoides compliquent notre téche.

Passons a la limite inductive sur v et w. On définit 'espace des formes surconver-
gentes localement analytiques paramétrées par U :

MZUSP(U) = colimvﬁo,wﬁliﬁ’s’;" o).

C’est un limite inductive compact d’espaces de Banach. On posséde en fait un faisceau
M}, sur W dont les sections sur U sont M, ().

2.8.4. Variétés de Hecke. — L’algébre de Hecke H, agit sur le faisceau Mlusp. Les
opérateurs Uy, ---,U,_1 améliorent 'analyticité (ils agissent localement sur le fais-
ceau comme les opérateur ¢;) et opérateur U, améliore la convergence ([AIP1], sect.
6.2). On note U = Hle U;. C’est un opérateur compact. La variété spectrale Z as-
sociée est le fermé de W x A! qui a pour point des couples (k,a!) ot kK € W et
o est une valeur propre non-nulle de U agissant sur ./\/liusp|,i. Coleman a démontré
que le morphisme Z — W est localement fini et plat sur la base et la source. Grace
a Coleman, on posséde un faisceau cohérent d’espace propre généralisé M sur Z dé-

coupé dans Mlusp. On peut alors considérer ¢, la Oz-algébre cohérente engendrée
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par 'image de H™? dans Endg, (M). On note €& — Z la variété de Hecke associée a
Z. Le morphisme & — W est localement fini et sans torsion.

2.4. Les formes de petite pente sont classiques. — Nous démontrons qu’un
point de £ de poids classique et de pente petite devant le poids provient d’une vraie
forme modulaire (une forme classique). Pour g = 1, Hida dans le cas ordinaire [31],
puis Coleman [16] dans le cas de pente fini ont obtenu un tel critére de classicité.
Kassaei [35] a obtenu une nouvelle démonstration du théoréme de Coleman. En gé-
néralisant la méthode de Kassaei, on obtient :

Théoréme 2.13 (|[AIP1], thm. 7.1.1, [BPS|). — Soit f wune forme surconver-

gente localement analytique de poids k = (k1,--- ,kg) € X(T)T. Si f est de pente

strictement inférieure a k; — k41 + 1 pour Uy, 1 < i < g, et de pente strictement

g(g+1)
2

inférieure a kg + pour Uy alors f est classique.

La démonstration du théoréme s’effectue en deux-temps. On démontre d’abord un
théoréme de classicité au niveau du faisceau, & savoir qu'un telle forme surconvergente
localement analytique est en fait algébrique : elle provient d’une section surconver-
gente du faisceau w”. Ceci repose sur la résolution de BGG localement analytique et
le lemme 2.7. On prouve ensuite que la forme est classique en utilisant ’opérateur U,,.
C’est de loin la partie la plus difficile de la démonstration qui fait 'objet de [PS2] et
[BPS]. Supposons pour simplifier que f est propre pour U,. On a Uy f = a4 f. On voit
alors, suivant [12], la relation f = a;lUg f comme une équation fonctionnelle reliant
la valeur de f en différents points de I’espace de modules. Cette équation fonctionnelle
permet d’étendre le domaine de définition de f grace au principe général suivant : pour
tout point de I’espace de module z, les points images par la correspondance sont "plus
proches" du lieu ordinaire multiplicatif A%, (0). Ainsi, si Uy(z) est dans le domaine de
définition de f, la formule f(z) = a;lUgf(m) permet de définir f en z. Néanmoins, il
y a des zones de I’espace de modules A, qui ne sont pas contractées par I'opérateur
Uy vers X1y, (0). La proposition suivante caractérise les points problématiques :

Proposition 2.14 (|[P3], cor. 2.3.3). — Si z = (G,Fil*G[p]) € X nlest pas
contracté wvers le lieu ordinaire multiplicatif, alors G[p™] est un Barsotti-Tate
non-simple.

Ceci permet d’analyser la correspondence U, au voisinage de tels points problé-
matiques. On peut découper la correspondance Uy, selon les bonnes contributions qui
contractent et les mauvaises. Selon la méthode de Kassaei et sous ’hypothése poids-
pente, on peut fabriquer une série qui converge vers le prolongement souhaité.

Remarque 2.15. — Dans un premier travail [P3], on a démontré le théoréme de
classicité pour le groupe GSp, /Q. On effectuait le prolongement sur un gros ouvert de
la variété de Siegel, puis utilisait un argument de prolongement automatique. Dans un
second travail avec Stroh [PS2|, on étendait le résultat aux données PEL déployées
enp de type A et C. Dans [PS3], on démontrait le résultat pour les variétés de Hilbert
sur un corps totalement réel F' non-ramifié. Il s’agissait du premier cas non-déployé.
Dans ce cas, le prolongement était construit sur toute la variété de Hilbert. Dans sa
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these, Bijakowski a compris comment unifier et simplifier ces différents résultats et a
traité le cas de variétés PEL tres générales.

2.5. Perspective : théorie de Hida supérieure. — Dans toute la théorie des
formes modulaires p-adiques dont il a été question jusqu’a présent, on travaille avec un
seul groupe de cohomologie : le H?. D’un point de vue technique, c’est parce qu’on s’est
systématiquement restreint au lieu ordinaire, qui est affine dans la compactification
minimale. D’un point de vue philosophique, ceci s’explique par le fait que sur 207,
I’ensemble des poids classiques & tels que w™ n’a de la cohomologie qu’en degré 0 est
Zariski dense.

Fixons ¢ = 2. Pour la famille de poids (k,2) avec k > 2, des calculs de (p, K)-
cohomologie (|28]) montrent que le faisceau w®?)(—D) posséde sur C de la cohomo-
logie en (au moins) deux degrés : 0 et 1.

On peut chercher a interpoler ces groupes de cohomologie dans une famille a une
variable. Dans un travail en préparation, on montre le théoréme suivant :

Théoréme 2.16. — Il existe un complexe parfait de Zy[[Z,]]-modules M*®, d’ampli-
tude [0, 1], tel que pour tout k > 2, on a

° L
M® &y 1z

1k @ = RC (X1, 0™ (—D)) © Q,

Ici e est un projecteur d’ordinarité. Pour construire ce complexe parfait, on ne
travaille pas sur le lieu ordinaire, mais sur la réunion des deux strates de Newton de
p-rang au moins 1.

2.6. Le halo spectral. — Nous supposons a présent que g = 1. La théorie des
familles de pente finie présentée dans la section précédente est une théorie analytique
sur Q,. La théorie de Hida est en revanche une théorie entiére sur Spf A. Soit P(X)
la série caractéristique de 'opérateur U. Coleman démontre dans [17] que P(X) est
a coefficients dans A (I’algébre des fonctions bornées par 1 sur W). Fixons un isomor-
phisme A ~ Z,[Z/pZ*][[T]] = D2/ pLx —F Z,[[T]] (on suppose p > 3 pour simplifier
la discussion). La topologie sur A est la topologie (p, T')-adique. La série caractéristique
P(X) se décompose donc en les séries caractéristiques Py (X) € Z,[[T]][[X]]. L’obser-
vation cruciale de Coleman est que P, (X) mod p € F,[[T]][[X]] est une fonction
entiére de la variable X sur le corps non-archimédien F,((T)). Coleman conjecture
alors :

Il existe un espace de formes surconvergentes sur le corps F,((T")) et un opérateur
compact U dont la série caractéristique vaut P, (X) mod p.

Le poids de ces formes surconvergentes doit étre le caractére £, : Z, — F,[[T]]*
correspondant au quotient A — F,,[[T']] donné par la réduction modulo p et la projec-
tion sur la composante x.
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2.6.1. Formes modulaires surconvergentes en caractéristiques positives. — Désor-
mais, X désigne donc la courbe modulaire sur Z,. Soit X sa réduction modulo p
et X D'éspace adique analytique sur Spa(F,((T)),F,[[T]]) associé & X x Spec F,((T)).

Pour tout rationnel v € [0, 1] on note X (v) Pouvert rationnel constitué des points
r € X qui vérifient |Hasse|, > |TV|, ot Hasse est l'invariant de Hasse. On a donc
recopié la définition usuelle en remplacant p par 7.

On souhaite définir des faisceaux associés aux représentations du groupe Z; —
F,[[T]]*. Contrairement au cas de la caractéristique zéro, ce caractére n’est pas loca-
lement analytique! Cependant, on est sauvé par le fait que la théorie du sous-groupe
canonique marche beaucoup mieux en égale caractéristique. Pour tout entier n, on
posséde un sous-groupe canonique H,, = G[F"] (le noyau du Frobenius itéré n fois)
sur X (v). De plus, le groupe HP est étale. Ainsi, le groupe lim,, HP est localement
pour la topologie pro-étale isomorphe & Z,. L’idée est de considérer le torseur des
trivialisations du groupe lim,, H? puis des fonctions homogénes de poids Ry sur ce
torseur. Le probléme est que ce torseur est représentable par une limite projective
d’espaces adiques analytiques (la limite projective sur n du torseur des trivialisations
de HP) et on doit éventuellement "compléter" cette limite projective si on veut espé-
rer obtenir des fonctions homogénes non-nulles de poids ®y. Pour compléter, il faut
choisir une topologie sur la limite inductive et ce choix est assez délicat. La définition
suivante fonctionne :

Définition 2.17 (|[AIP3], sect. 4.4.6). — Une forme v-surconvergente f de poids
Ry : Ly — F,[[T]]* est une loi fonctorielle qui a

1. (R,R") une (F,((T)),Fp[[T]])-algebre affinoide complete de Tate telle que Rt
est bornée dans R,

2.z € X(v)(R,R") un point correspondant & un schéma semi-abélien G qui
s’étend en un schéma semi-abélien sur Spf R,

3. Zy — lim, HY un isomorphisme,

associe un élément f(x,v) € R qui satisfait f(z,00) = &' (0)f(x, ) pour tout
o €L;.
P

Proposition 2.18 ([AIP3], thm. 4.1). — Pour v assez proche de 0, les formes v-
surconvergentes sont les sections d’un faisceau localement libre w®x sur X (v).

Remarque 2.19. — La proposition entraine que l’espace des formes v-surconvergentes
est un espace de Banach de dimension infini puisque X (v) est un espace affinoide. Il
n’est pas du tout clair a priori que cet espace est non trivial. Voici une situation tout
a fait semblable. Le role de X (v) est joué par Spa(Qp,Zy). On considére au lieu de
la tour des trivialisations des HP, la tour cyclotomique lim, Spa(Qp(Cpn ), Zp(Cpn))
et au liew du caractere Ky, le caractere identique Z,, — Z, . On sait qu’il n'existe pas
d’élément non-nul x € Qp((p=) tel que 0.0 = ox pour o € Zy . Dans la situation des
formes surconvergentes, une étude délicate (|AIP3|, prop. 8.4) de la ramification des
groupes HP le long du lieu supersingulier nous permet de montrer que notre espace
de formes surconvergentes est non-trivial.
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On peut également construire un opérateur U qui améliore la convergence et est
donc compact. Il admet une série caractéristique. On va vérifier la conjecture de
Coleman et montrer que cette série caractéristique est bien P, mod p grace a la
construction de familles T-adiques que nous expliquons dans la section suivante.

2.6.2. Familles de pente finie pour la topologie T-adique. — On fait le lien entre
I’espace construit précédemment et I'espace des formes modulaires surconvergentes
en caractéristique zéro. Désignons par W = Spa(A, A)*", Pouvert analytique de
Spa(A, A). L'espace W est la réunion de W (I'espace adique sur Spa(Q,, Z,,) associé
a Spa(A, A) qui est une réunion finie de disques ouverts de rayon 1) et d’un nombre
fini de points en caractéristique p : les points {%,, }. Les points de caractéristique p ont
pour systéme fondamental de voisinages dans W les anneaux d’équation |T'| > [p”|
avec v > 0.

On peut décrire chaque composante connexe de W™ comme le recollement de deux
disques : I'un de centre |T'| = 0 et de rayon |T| < |p|, autre de centre |p| = 0 et de
rayon |p| < |T|. Sur le premier disque, le paramétre est T et la topologie sur I'espace
de fonctions est la topologie p-adique. Sur le second disque, le paramétre est p et la
topologie sur I'espace de fonctions est T-adique. L’intersection des deux disques est
un anneau d’équation |T'| = |p|. Sur cet anneau, T et p sont égaux & une unité pres
et les topologies T et p-adiques coincident.

On note X" T'espace adique analytique X x W, C’est une famille de courbes
modulaires analytiques paramétrées par les points de W4*. On observera le passage
de la caractéristique 0 au-dessus de W a la caractéristique p au dessus du bord {%, }.
On note X" (v) louvert rationnel d’équation

[Hasse| > sup{|p"|, |T"[}.
On observe qu’on a fusionné les définitions de voisinage strict de caractéristique 0
et de caractéristique p.

Théoréeme 2.20 ([AIP3], thm. 1.2). — Pour v assez petit, on posséde un faisceau
localement libre inversible w"  sur X (v) x W des formes surconvergentes qui
interpole les constructions précédentes de formes surconvergentes en caractéristique 0
et p.

L’image directe de ce faisceau sur W est un faisceau de Banach sur W" et
en passant a la limite sur v on obtient le faisceau M " des formes modulaires
surconvergentes. Sa fibre en tout caractére k de W** (qui peut étre un point de
caractéristique 0 ou p) est l’espace des formes surconvergentes de poids .

La construction du faisceau w”" est assez compliquée. En effet, en caractéristique
0 on avait utilisé la propriété que le caractére universel est localement analytique et
la théorie du sous-groupe canonique & un niveau fini. En caractéristique positive, on
utilise I'existence d’un sous-groupe canonique de niveau infini. Pour recoller les deux
constructions, on utilise ([AIP3], sect. 6) un revétement pro-fini de X*™(v) x W (la
tour anti-canonique introduite dans [49]) sur lequel on a tautologiquement un sous-
groupe canonique d’ordre infini. On peut facilement recoller les deux constructions
sur ce revétement. On étudie ensuite la descente au moyen de traces de Tate.
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On disposait jusqu’a présent d’une courbe de Hecke : £ — Z — W. On peut a
présent la prolonger au-dessus de W" en

g — Z9m 5 Wen,
La fibre de £%" au-dessus d’un point Kk € W est ’ensemble des systémes de

valeurs propres de formes de pente finie. On peut étendre le théoréme de Coleman a
tout £ :

Théoréeme 2.21 ([AIP3], thm. 1.3). — Le morphisme £ — W*" est localement
sur la source et le but fini et sans torsion.

Le théoréme implique en particulier que toute forme f de pente finie de caracté-
ristique p s’insére dans une famille F' de pente finie pour la topologie T-adique. La
forme f est donc une limite de formes surconvergentes de caractéristique 0. On peut
méme étre plus précis.

Proposition 2.22. — Une forme propre surconvergente de pente finie de poids Ry
est limite d’une suite de formes classiques de poids k (avec nebentypus en p!) pour
n’importe quel k > 2.

Expliquons la démonstration. Soit f la forme de la proposition et F' une famille
de pente finie passant par f. Voyons k € Z comme un caracteére algébrique de Z;.
Soit {xn : Ly — C;} une suite de caractéres finis de conducteur p™. On suppose de
plus que Xnlz/pzx = xk~! est indépendant de n. On vérifie facilement que la suite
de caractéres {kx,} converge dans W™ vers le caractére . Ainsi, on posséde sur la
famille F' une suite de points {f,} de poids kx, pour tout n suffisamment grand, qui
converge vers f. Comme la famille F' est de pente finie pour la topologie T-adique, on
en déduit que la pente p-adique de f,, tend vers 0. La pente p-adique de f,, est donc
strictement inférieure & 1 dés que n est assez grand. D’aprés le théoréme de classicité
de Coleman, f, est classique.

Remarque 2.23. — Au bord, on oublie donc la partie "algébrique" du poids. Cela
donne envie de passer par le bord pour changer cette partie algébrique...

Remarque 2.24. — Dans [AIP4|, on étend la théorie au groupe GLo/F avec F
un corps totalement réel. Dans ce contexte, les composantes de caractéristique p de
l’espace des poids restent de codimension 1, et sont donc de dimension strictement
positive : on a donc de véritables familles de pente finie en caractéristique positive.

2.7. Quelques perspectives et des questions ouvertes. —

2.7.1. Pentes de lopérateur U. — 1l est conjecturé par Coleman-Mazur-Buzzard-
Kilford que les pentes de l'opérateur U sur les formes surconvergentes en caractéris-
tique p déterminent les pentes de l'opérateur U dans un grand voisinage de celle-ci :

Conjecture 2.25 ([43]). — Le polygone de Newton T-adique de P est constant au
voisinage de Ry . Plus précisément, il est constant en tous les points x de rang 1 de
W qui sont sur le disque de centre Ry, et d’équation |ply < |T|s
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Pour les formes surconvergentes quaternioniques, cette conjecture est démontrée
dans la prépublication [43]. Signalons également que dans [6], il est démontré que la
conjecture entraine que les pentes du polygone de Newton de P, mod p forment une
union finie de progressions arithmétiques. Ce résultat est obtenu indépendamment
dans [43].

1. Peut-on comprendre directement sur le module M existence de cette pro-

gression arithmétique ?

1,
Ly

2. Peut-on démontrer la conjecture par une méthode géométrique ?

2.7.2. Théorie de Hodge T-adique et modularité. — Soit f € M,—IX une forme surcon-
vergente de pente finie, propre pour ’algébre de Hecke. On peut alors lui associer une
représentation semi-simple continue :

ps: Go = GLa(k(f))
ouk(f) est une extension finie de IF,,((T")). Cette représentation est impaire et vérifie la
compatibilité locale globale semi-simplifiée hors de p. De plus det p; = (R; 1 O Xeyel)-W
Ol Xcye désigne le caractére cyclotomique et w sa réduction modulo p. Se pose la
question de décrire la représentation pflG@p. Si f de pente nulle vérifie U, f = a.f,
alors d’apres la théorie de Hida ([54], thm. 2),

oo ~ nr(a) *
PflGe, = 0 nr(a™') (R o Xeyer)-w

ot nr(a) est le caractére non ramifié qui applique le Frobenius géométrique sur a.
Dans le cas de pente finie, on peut espérer que les choses se passent comme en
caractéristique 0. Soit D la boule unité ouverte de la variable Z sur le corps non-
archimédien F,((7")). On définit des actions de ¢ et I' = Z,¢ par les formules habituelles
¢0(Z) = ZP et v(Z) = (1 + Z)¥ — 1. L’anneau de Robba R est (dans ce contexte)
I'anneau des séries f =Y 2 a,Z" a coefficient dans F,((7)) qui convergent sur
une couronne non-vide 0 < v(Z) < r(f). Un (¢,I')-module est un R-module libre
de rang fini muni d’actions semi-linéaires de ¢ et I' qui commutent, et telles que le
linéarisé de ¢ soit un isomorphisme. En utilisant les méthodes de [7], on démontre :

Théoréme 2.26. — Soit k une extension finie de F,((T)). A toute représentation
continue p : Gg, — GLy (k) on peut associer un (¢,T')-module 2 (p).

On devrait pouvoir (suivant [30]) construire une filtration de Harder-Narashiman
sur la catégorie des (¢, I')-modules et démontrer qu’on a une équivalence entre repré-
sentations de G, et (¢,I')-modules semi-stables de pente 0.

Soit py la représentation associée a une forme modulaire de pente finie. Le (¢,T)-
module Z(py) est-il triangulin ?

Plus précisément, on devrait posséder une suite exacte 0 = L — Z(ps) = L' — 0
ou L est le (¢,T')-module de rang 1 avec action de ¢ par « et action triviale de T.

On conjecture que toute représentation semi-simple continue impaire p : Gg —
GLo (k) trianguline comme ci-dessus est la représentation associée a une forme sur-
convergente de pente finie.
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Remarque 2.27. — On espére pouvoir démontrer ce résultat & partir des théorémes
de modularité pour les représentations potentiellement semi-stables et triangulines en
poids de Hodge-Tate (0,k) pour n’importe quel k > 1 en s’inspirant entre autre des
résultats de [11]. Inversement, le théoréme de modularité en caractéristique p pourrait
impliquer les theorémes de modularité pour les représentations potentiellement semi-
stables et triangulines de poids de Hodge-Tate (0,k) pour tout k > 1 (qui sont bien
sar déja connus par [40] et [22]). La philosophie ici est donc que le passage par les
points de caractéristique p permet de changer le poids de Hodge-Tate. Idéalement,
on pourrait commencer par montrer un théoréme de modularité en poids de Hodge-
Tate (0,1) (c’est plus aisé), puis déduire la modularité en caractéristique p, et ensuite
propager la modularité aux autres poids de Hodge-Tate. Pour faire fonctionner une
telle stratégie, on se heurte néanmoins & des questions trés subtiles (et sdrement un
peu hors d’atteinte) sur la géométrie des espaces de représentations triangulines.

3. Modularité

Soit F' un corps de nombres et G son groupe de Galois. On dit qu'une représen-
tation galoisienne géométrique p : Gp — GL,(Q,) est réguliére, si pour toute place
v au-dessus de p les poids de Hodge-Tate sont deux & deux distincts. On rencontre

assez naturellement des représentations non-réguliéres :

1. Une représentation d’Artin (d’image finie) est non-réguliere dés qu’elle est de
dimension au moins 2.

2. Le module de Tate d’une variété abélienne de dimension au moins 2 et non-
régulier.

Les formes automorphes qui doivent correspondre & ces motifs non-réguliers sont
par contre un peu exotiques. Ce sont les formes modulaires de poids 1 qui corres-
pondent aux représentations d’Artin de dimension 2, impaires du groupe Gg mais
aussi les formes de Maass algébriques qui doivent correspondre aux représentations
d’Artin paires. Pour le groupe GSp,/Q, on trouve par exemple les formes modulaires
cuspidales rationnelles de poids (2, 2) qui doivent correspondre aux variétés abéliennes
simples sur Q.

3.1. Sur la conjecture d’Artin. — La conjecture d’Artin prédit que les fonctions
L des représentations complexes, continues, irréductibles et non-triviales des groupes
de Galois des corps de nombres possédent un prolongement holomorphe a tout le plan
complexe. Dans les quelques cas ol on sait prouver cette conjecture, on démontre en
fait que ces représentations d’Artin sont associées & des formes automorphes.

Théoréme 3.1 ([PS4], th. 0.2). — Les fonctions L des représentations impaires
de dimension 2 irréductibles des groupes de Galois des corps totalement réels sont
entiéres. Elles proviennent des formes modulaires de Hilbert cuspidales de poids 1.

Le théoréme était connu dans le cas des représentations d’image résoluble grace
aux travaux de Rogawski-Tunnell ([46]). Il restait & traiter le cas des représentations
icosaédrales (image projective Ajy)
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Remarque 3.2. — Pour le corps Q, le théoréme est une conséquence de la conjecture
de Serre (|39]).

Au début des années 2000, Taylor ([14]) a initié un programme de démonstration.
Le programme est en trois parties. Voici grossiérement l’architecture. Un changement
de base résoluble permet de supposer que p est partout non-ramifiée.

1. La représentation p est d’image finie. Elle est donc définie sur un corps de
nombres et on peut la réduire modulo les idéaux premiers. On montre que la
réduction modulo un premier au-dessus de 5 est modulaire. Pour cela, il s’agit
(A un autre changement de base résoluble prés) de trouver une courbe ellip-
tique modulaire dont la 5-torsion réalise la représentation souhaitée. Cela est
rendu plausible par I'isomorphisme PGLq(F5) ~ As. L’existence d’une courbe
elliptique ayant ces propriétés repose d’une part sur I’étude de ’espace des mo-
dules de courbes elliptiques avec une 5-torsion prescrite (on montre que c’est
un espace projectif, qui a donc plein de points rationnels...), d’autre part sur
des théorémes de relévement modulaires pour les courbes elliptiques appliqués
au module de Tate 3-adique. Voir [47] et [PS4], sect. 2.

2. On prouve un théoréme de relévement modulaire 5-adique : la représentation p
est associée & une forme modulaire 5-adique ordinaire. Il n’est pas possible de
démontrer directement que p est modulaire en utilisant la méthode de Taylor-
Wiles classique. Les congruences entre formes classiques de poids 1 sont obs-
truées par la non-annulation du H'. On prouve néanmoins ’existence de plu-
sieurs formes modulaires 5-adique associées & p. Celles-ci sont paramétrées par
les différentes racines des polynomes caractéristiques des Frobenius aux places
au-dessus de 5. Voir [PS4], partie II.

3. On démontre que les formes modulaires 5-adiques obtenues par relévement mo-
dulaire sont classiques. Ceci représente la partie la plus importante du travail.
Essayons d’expliquer en quelques mots l'idée derriére ce théoréme de classicité.
Les formes modulaires p-adiques ordinaires sont surconvergentes. Cela signifie
qu’elles définissent des sections du faisceau inversible automorphe de poids 1
sur un voisinage du lieu ordinaire dans la variété de Hilbert-Blumenthal qui pa-
rameétre des variétés abéliennes avec structures additionnelles. Pour démontrer
qu'une forme surconvergente est classique, on peut essayer de construire son
prolongement : c’est-a-dire de déterminer la valeur de la forme en tout point de
I’espace de modules. On peut démontrer que toute variété abélienne est isogéne
A une variété abélienne arbitrairement proche du lieu ordinaire. On démarre
I’argument avec des formes propres pour les opérateurs de Hecke en p. L’équa-
tion "étre vecteur propre" exprime des relations entre la valeur de la forme
en différents point de l'espace de modules qui sont reliés par des isogénies. On
peut essayer de définir la forme modulaire en tout point de I'espace de modules
en utilisant ces relations. C’est néanmoins un procédé assez subtil, notamment
car il peut y avoir différents choix d’isogénies permettant de s’approcher du
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lieu ordinaire. Dans notre situation, c’est l’existence de plusieurs formes mo-
dulaires surconvergentes qui permet de démontrer I'indépendance en les choix.
Voir [PS4], part. III.

Remarque 3.3. — Le théoréeme de classicité du 3. est du & Buzzard-Taylor ([14],
[12]) pour F = Q. Sasaki l’a étendu au cas ow p est totalement décomposé dans le
corps F. Dans [36] et [P5] on démontre le résultat lorsque p est peu ramifié dans
F. Finalement, dans |[PS4|, on élimine toute hypotheése sur la ramification. C’est
important, car on peut alors utiliser le changement de base résoluble sans restriction.

Remarque 3.4. — Pour arriver au théoréeme de classicité du 3. ou au théoréme
de classicité du numéro 2.4, on commence par utiliser [’équation fonctionnelle pour
faire un prolongement analytique. Apres cette premiére étape, les techniques divergent.
Dans ce numéro, on obtient & la fin une forme classique sur la variété de Hilbert
de niveau premier & p grice a une descente étale. Au numéro 2.4 on obtient une
forme classique sur la variété de niveau Twahorique en p en utilisant des séries qui ne
convergent qu’en poids suffisamment grand.

On dégage en fait le critére de classicité suivant, qui est d’une nature assez différente
du critére usuel de petite pente :

Théoréme 3.5 (|[PS4], th. 0.6). — Une forme surconvergente de pente finie f est
classique si et seulement si le frobenius de f est une forme surconvergente de pente

finie.

Remarque 3.6. — On peut montrer assez facilement ’énoncé suivant qui est l’ana-
logue du théoréme précédent. Soit f une forme modulaire p-adique ordinaire, modulo
p pour le groupe GLa/Q, de niveau premier & p, de poids 1 (ainsi f est une section
du faisceau w' sur le liew ordinaire, qui est dans l’image du projecteur d’ordinarité).
Supposons que le frobenius de f soit encore une forme modulaire p-adique modulo p
ordinaire. Alors f est une forme classique de poids 1.

Donnons a présent quelques détails supplémentaires pour F' = Q. Dans ce cadre,
le résultat est dit a [14]. Nous donnons néanmoins une preuve légérement différente
(due & A. Genestier), dans l'esprit de [P5] et [PS4]. Supposons pour fixer les idées
que « et B sont deux racines distinctes du polynéme caractéristique de frobenius et
que f, et fz sont les deux formes propres construites a 1’étape 2. On introduit

F= Olfozfﬂfﬁ7 G = faffB.
a—p a—p

Un calcul de ¢-développement qui utilise crucialement la relation entre valeurs
propres de Hecke et g-développement, permet de montrer que G est le frobenius de
F.

On posséde un projection p; : X1, — X qui est (G, H C G[p]) — G et une pro-
jection po : X1 — X qui est (G,H) — G/H . Si on restreint ps au lieu ordinaire
multiplicatif, on observe que py : X7, ™ & xor 5 x°" g'identifie au frobenius. Voyons
G comme une section sur X7, " et F' comme une section sur X°". On a alors p3 F' = G.

On remarque & présent que G est une combinaison linéaire de deux formes ordinaires.
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Par la méthode de prolongement analytique, on sait que f, et fz se prolongent jus-
qu’au complémentaire U dans A7y, de 'ouvert Xlovcfet formé des couples (G, H) avec
G ordinaire et H étale.

On vérifie facilement que U se surjecte sur X'. On veut maintenant établir que G
descend de U & X en une forme qui va prolonger F'. On a un diagramme de descente :

UxxU=zU—>X

Sion note q1,q2 : U xx U — U les deux projections, on doit montrer que ¢;G = ¢;G.
Cette identité est établie sur le lieu ordinaire car G provient de F'. On montre qu’elle se
propage, car toutes les composantes connexes de U X x U rencontrent le lieu ordinaire.

Le méme principe de démonstration fonctionne en général, au prix de nombreuses
complications. Dans un premier travail, on montrait ce résultat de classicité pour
des corps totalement réel peu ramifiés en p. Cette hypothése assurait (en reprenant
les méme notations qu’au-dessus) que louvert U sur lequel se prolonge G a une
image trés grosse dans X, de tel sorte qu'une fois démontré la descente a pa(U), on
avait automatiquement le prolongement a X. Dans un second travail avec Stroh, on
s’affranchit de I’hypothése sur la ramification. Dans ce cas, Pouvert py(U) n’est pas
assez gros. On doit alors itérer deux fois le processus. A chaque étape de ’argument, on
se heurte a des questions subtiles sur la géométrie de la variété de Hilbert-Blumenthal
et des espaces de modules de groupes p-divisibles. Si nous avons pu résoudre ces
questions, c’est grace & la théorie du modéle local, & la théorie de Dieudonnée, de
Breuil-Kisin et aux display.

Les conjectures de Fontaine-Mazur [25] concernent les représentations p-adiques
des groupes de Galois des corps de nombres qui sont géométriques au sens de la
théorie de Hodge p-adique. Nous démontrons un cas particulier de ces conjecture.

Théoréme 3.7 ([PS4],th. 0.2). — Soit F' un corps totalement réel et p : Gp —
GL2(Q,) une représentation continue, impaire, irréductible, géométrique, a poids de
Hodge-Tate nuls. On suppose en outre :

1. p=>3,

2. plr(c,) est absolument irréductible.

3. Sip=5 et Projp(Gr) = PGLy(F5) alors [F((s) : F] = 4.

Alors p est modulaire, associée a une forme modulaire de Hilbert de poids 1.

Remarque 3.8. — L’hypothése "a poids de Hodge-Tate nuls” equivaut & I’hypothése
p(L,) est finie pour toute place v au-dessus de p. Il est remarquable que cette hypothese
suffise a entrainer la finitude de la représentation.

Pour montrer le théoréme, il suffit de voir que p est une représentation d’Artin
justiciable du théoréme 3.1. On peut bien str le démontrer aprés un changement
de base F’'/F avec F’ totalement réel. D’aprés un résultat de modularité potentielle
résiduelle de [5], on peut trouver F’/F convenable tel que p|g,, soit modulaire. On
reprend alors les étapes 2 et 3 de la stratégie expliquée précédemment pour montrer
la modularité de pl|g,.,, qui est donc une représentation d’Artin.
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3.2. Sur les surfaces abéliennes. — Il est conjecturé que les surfaces abéliennes
simples sur Q sont associées a des formes modulaires de Siegel de genre 2, cuspidales,
de poids (2, 2) et rationnelles. Cette conjecture généralise la conjecture bien connue de
Shimura-Taniyama-Weil (un théoréme d’aprés [55], [10]) qui prédit la modularité des
courbes elliptiques définies sur Q. Cependant, d’un point de vue plus technique, cette
conjecture a d’avantage de points communs avec la conjecture d’Artin étudiée dans
le numéro précédent : dans les deux cas, on a multiplicité 2 des poids de Hodge-Tate.
On démontre I’analogue du 2. de la section 3.1 :

Théoréme 3.9 (|[P1]). — Sous des hypothéses techniques, si une surface abélienne
A sur Q est ordinaire en p et si son module de Tate p-adique T,(A) est congrue a la
représentation associée & une forme modulaire de Siegel ordinaire, il existe une forme
modulaire p-adique ordinaire de poids (2,2) de représentation associée T, (A).

La démonstration de ce résultat utilise la méthode de Taylor-Wiles. Pour le groupe
GSp, et des poids cohomologiques, celle-ci a été mise en ceuvre dans [26]. Ici, on
utilise les formes modulaires p-adiques ordinaires plutét que la cohomologie cohé-
rente classique. En effet, le H! le la cohomologie cohérente en poids (2,2) obstrue
les congruences et ne permet pas la mise en ceuvre de la méthode de Taylor-Wiles
classique.

Il semble difficile de passer a I’analogue de ’étape 3. de la section 3.1 et d’établir
la modularité de A sous les hypothéses du théoréme. L’obstruction principale réside
dans le fait que pour le groupe GSp,/Q, les valeurs propres de Hecke ne déterminent
pas le g-développement de fagon explicite.

Calegari et Geraghty ont proposé dans [15] de modifier la méthode de Taylor-
Wiles pour qu’elle s’applique dans des situations obstruées comme celle qui nous
concerne. Pour mettre en place cette méthode modifiée, on doit cependant (entre
autres) s’assurer que le cohomologie cohérente concernée est concentrée en exactement
deux degrés 0 et 1. Jusqu’a présent, on n’a pas réussi & démontrer que la cohomologie
usuelle H* (X w(2’2)) a cette propriété. En utilisant le complexe M*® construit dans la
section 2.5 plutot que la cohomologie usuelle, on éspére pouvoir appliquer la méthode
de Calegari-Geraghty et ainsi améliorer le théoréme ci-dessus.

4. Construction de représentations galoisiennes

4.1. Approximation de la cohomologie cohérente supérieure. — Soit
n € Zso. On considére Y(p")g, — Yg, le revétement étale qui paramétre
des isomorphismes symplectiques & similitude prés Z/p"Z29 — A[p"]. Notons
X(p")g, une compactification toroidale de Y (p")g,. On s’intéresse aux groupes
de cohomologie cohérente H(X(p™)g,,w™) ainsi qu'a leur variante cuspidale
H (X (p")qg,,w"(—D)). Soit HNP lalgébre de Hecke non-ramifiée de niveau pre-
mier & Np, a coefficient dans Z,. Pour tout entier n et tout ensemble de poids
(K1, -+ ,kr) € (X(T)F)" on note T(n, k1, ,k,) Pimage de HNP dans les endo-
morphismes de H°(X (p")q,, ®I_,w" (—D)). Clest une Z,-algébre finic et plate.
On la munit de la topologie p-adique. On définit TP~%¢ la limite projective des
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T(n, k1, -+ ,kr) (la limite est prise sur les entiers n et les ensembles de poids). On
munit cette algébre de la topologie de la limite projective.

Théoréme 4.1 (|PS5]). — Pour tout entier i, Uaction de HN? sur HY (X (p™)q, ,w")
ou H'(X (p")q,,w"(—D)) se factorise a travers une action continue de TP~

Cet énoncé signifie donc que l'action de l'algébre de Hecke sur la cohomologie
cohérente supérieure est une limite p-adique de I'action sur la cohomologie cuspidale
de degré 0.

Remarque 4.2. — En fait, on démontre le méme résultat pour toutes les variétés
de Shimura de type Hodge. On montre également un résultat pour des groupes de co-
homologie entiers qui ne sont pas reliés a la cohomologie du modéle entier de Kottwitz
mais aux modeéles étranges définis par Scholze. Signalons que Bozer [8] et Goldring-
Koskivirta [27] ont obtenu des résultats analogues par une méthode différente qui uti-
lise des invariants de Hasse généralisés. Leurs résultats s’appliquent a la cohomologie
du modéle entier de Kottwitz.

4.2. Représentations galoisiennes. — On fixe a présent ¢ = 2. Soit f €
HO(X (p")q,,w*1#2) (—D)) ®g, Q, une forme modulaire cuspidale propre de poids
cohomologique ks > 3. On peut lui associer, grace aux travaux [50], [42], [52], une
représentation Galoisienne non ramifiée hors de Np,

pr + Go — GL4(Q,)
qui vérifie la compatibilité locale-globale aux places non-ramifiées (ne divisant pas
Np), qui est de De Rham en p avec poids de Hodge-Tate (k1 + ks —3,k1 —1, ks —2,0).
En utilisant le théoréme précedent, on peut alors propager cette construction a
toute les classes de cohomologie cohérentes et on obtient :

Théoréme 4.3. — Soit ¢ € H'(X(p")g ,w") ou ¢ € H(X(p")g ,w"(—=D)) une
P P
classe de cohomologie propre. Alors on posséde une représentation associée p. : Gg —

GL4(Q,) qui vérifie la compatibilité locale globale hors de Np.

Remarque 4.4. — La réstriction g = 2 provient du fait que les représentations as-
sociées auzr formes automorphes sur GSp,, ne sont pas disponibles dans la littérature.
Néanmoins, leur ezistence (peut-étre sous quelques hypothéses) est annoncée par Kret
et Shin. On a un théoréeme du méme type pour des variétés de Shimura associées a
des groupes unitaires sur un corps CM ou au groupe spécial symplectique sur un corps
totalement réel. Dans ces cas, les représentations galoisiennes associées aux formes
modulaires cuspidales de poids cohomolgique sont disponibles (voir notamment [4],
38], [45]).

4.3. Limites non-dégénérées de série discréte. — On dit qu'une forme auto-
morphe ™ = T, ® 7y sur le groupe GSp, est C-algébrique si le caractére infinitésimal
de T est dans X (Tgsp,) +p ott X(Tqsp, ) est le groupe des caractéres algébriques du
tore maximal et p est la demi-somme des racines positives ([13], def. 2.3.3). Si 7 est
C-algébrique, il est conjecturé (voir [13], conj. 5.3.4) que 7f est définie sur un corps
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de nombres E(7) et que pour toute place finie A de F(7), on posséde une représen-
tation galoisienne associée pr  : Gg — GSp4(E(m)x) qui est non ramifiée en dehors
de 'ensemble fini des places ramifiées de m¢ et du premier p en dessous de A. Cette
représentation doit vérifier la compatibilité locale-globale aux places non-ramifiées et
doit étre de de Rham en p.

Si 7o est dans la série discréte, la conjecture est démontrée par les travaux [50],
[42], [52].

On peut montrer en partie la conjecture si 7., est une limite non dégénérée de série
discréte. Rappelons la description des séries discrétes et des limites non dégénérées.
Le tore maximal Tgsp, de GSpy est {diag(ct1,cta, cty ' cty ), (¢, t1,t2) € G3}. Le
groupe des caracteéres est X (Tasp,) = {(a1,a2;¢),c = a;+a; mod 2} C Z*. Notons
a1 = (1,0;0) et ag = (0,1;0). Les racines positives sont {1 — ag, 21, a1 + ag, 2ai }.
L’unique racine positive compacte est oy — as.

Les séries discrétes et limites de séries discrétes sont paramétrées par des couples
(A, C) formés d’'un caractére A = (A1, Ag;¢) € X(T) + (2,1;0) € X(T)¢ qui vérifie
A1 > A2 > —)A1 et d'une chambre de Weyl C' qui rend A dominant (voir [28]). On
note m(A, C) la représentation obtenue.

Si e # 0et Ay # —Aq, (A, C) est une série discréte. Si Ao = 0 ou Ay = —Aq,
(A, C) est une limite non-dégénérée de série discréte.

Théoréme 4.5 ([28], th. 3.4). — Si 7™ = 7 @ Ty et Too = w(A,C) alors w se
réalise dans la cohomologie cohérente du faisceau w" avec kK = (A1 — 1, Ay — 2).

Corollaire 4.6. — Sim = oo @ Ty el Too = w(A,C) est une limite non-dégénérée
de série discrete, alors wy est définie sur un corps de nombres E(m) et on posséde un
systeme de représentations galoisiennes {pr »} indexé par les places finies de E(m).
Chaque pr x vérifie la compatibilité locale globale auzx places non-ramifiées.

Si 7 se réalise dans un HY de cohomologie (cas d’une limite holomorphe de série dis-
créte), le résultat était accessible par des méthodes plus simples (utilisant 'invariant
de Hasse classique). Il est conjecturé que la représentation construite est de De Rham
en p avec des poids de Hodge-Tate (& un twist prés) (A + A2, A2, A1,0). On observe
donc que les limites non dégénérées de série discrétes produisent conjecturalement
des représentations non-réguliéres de poids de la forme (a twist prés) (k,k,0,0) ou
(k,0,0,—k) avec k # 0. Cette conjecture est accessible pour des représentations qui
se réalisent dans le HO grace aux variétés de Hecke notamment. Au-dela, la question
est complétement ouverte.

4.4. Eléménts de démonstration du théoréme 4.1. — La démonstration uti-
lise les idées de P. Scholze [49] et I'introduction de modéles entiers étranges. On note
X (p™) Iespace adique sur Spa(C,, Oc,) associé¢ & X (p™)c,. On obtient un modéle for-
mel X(p™) (pour des choix convenables de décompositions polyédrales) en normalisant
la variété de Siegel formelle %@CP de niveau hyperspécial en p dans X' (p").

On posséde un morphisme de Hodge-Tate sur X(p™) (nous ignorons les problémes
de bord) :
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HT : (Z/p"2)* — Gp"] = wa/p"we

sur X(p").

En passant au déterminant, on a AYHT : AYZ/p"Z?9 — detwg/p" detwg. Soit
e1, - e, une base de AYZ/p"Z?9 comme Z/p"Z-module. Les classes {AYHT(e;)}
sont des formes modulaires de poids (1, - - ,1) modulo p" sur X(p™). On montre méme
qu’elles descendent & la compactification minimale X(p™)* (obtenue également par
normalisation de la compactification minimale X*). On rappelle que le faisceau det wg
est ample sur X(p™)*. Imaginons une seconde que les classes A9HT(e;) engendrent le
faisceau detwg/p"™.

On pourrait alors considérer le recouvrement affine i de X(p™)* associé au lieu
de non-annulation de ces formes modulaires. La cohomologie cohérente sur X(p™)* se
calcule a la Chech a l'aide de ce recouvrement.

D’autre part, on sait que les images directes supérieures de X (p")c, vers X (p”)f:p
pour le faisceau w”(—D) sont nulles (voir [41]). Ainsi, le complexe de Chech pour
evalué sur I'image direct du faisceau w”(—D) a la propriété de calculer la cohomo-
logie H*(X(p")c,,w"(—=D)). Chaque terme du complexe de Chech est un espace de
formes modulaires de poids w"(—D) sur un ouvert de la variété de Siegel X(p™). En
multipliant par des grandes puissances (de relévements de) AYHT(e;)* on peut alors
chasser les poles. Le point fondamental est que les opérateurs de Hecke de niveau
premier a p commutent a la multiplication par ces classes de Hodge-Tate. Ainsi, on
peut approximer toute classe de cohomologie par des formes modulaires cuspidales,
en préservant I’action de Hecke hors p.

En réalité, hors du lieu ordinaire les classes A9HT(e;) n’engendrent pas le faisceau
det wg /p™. Scholze dans [49] introduit un modéle étrange X(p™)*~HT de X (p")* (la
fibre générique de X(p™)*) grace auquel 'argument précédent fonctionne.

Expliquons la relation entre ce modéle et de modéle standard de Kottwitz nor-
malisé. Grace & un théoréme de Fargues ([24], sect. 5.3.2), le conoyau de l’applica-

tion de Hodge-Tate est annulé par pv%l. On peut commencer par remplacer detwg
par son sous-faisceau det wg?"d engendré par (des relévements locaux) des classes
A9HT(e;). Cette modification du faisceau detwe n’est plus localement libre, mais
elle le redevient aprés un éclatement X(p™)*~™°%. On posséde donc un schéma formel
X(pn)—med — X(p")*. Ce schéma formel est muni d'un faisceau localement libre
detw@°? et d'un ensemble de sections, {AYHT(e;)} qui engendrent ce faisceau mo-
dulo p™. Cependant, le faisceau det wg"d n’est plus ample. Scholze démontre qu’il
existe une contraction X(p")*~™°% — X(p")*~HT pour laquelle le faisceau detw(°?
descend en un faisceau inversible ample. Il montre aussi que les sections {AYHT (e;)}
descendent. ’ensemble de I'argument peut alors étre adapté sur ce modéle modifié.

La construction du modéle modifié de Scholze utilise la construction préalable de
la variété de Siegel perfectoide de niveau p>, et la propriété que le morphisme des

périodes de Hodge-Tate est affinoide.

Remarque 4.7. — Scholze montre que la compactification minimale X (p™)* est
perfectoide. Dans notre étude des classes de Hodge-Tate, nous sommes amenés a
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examiner le bord des compactifications toroidales X (p™) et nous déduisons (|PS5]|, th.
0.4) que la compactification toroidale X (p™) de niveau p™ est aussi perfectoide.
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