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1. Introduction

Cet article reprend et généralise la théorie des familles p-adiques de formes modulaires
ordinaires pour le groupe GSpy, qui est développée par Haruzo Hida dans [Hi02]. Celle-ci
est utilisée par de nombreux auteurs, et nous avons pensé qu’il était utile de jeter une plus
grande lumiere sur les constructions de loc. cit. afin de préciser certains des énoncés. Ceci
nous a permis de généraliser la théorie de Hida pour GSpy, et de construire, pour chaque
paraboliques standard P de GLg4, une théorie des familles p-adiques de formes modulaires
de Siegel P-ordinaires. Pour le parabolique de Borel, on retrouve la théorie de [Hi02].
Nous obtenons également des énoncés précis sur la spécialisation des familles de Hida en
des poids dominants. Ces résultats sont utilisés dans [Pi2] pour montrer la classicité de
certaines spécialisations en genre 2.

Nous avons également travaillé avec des structures de niveau plus générales que dans
[Hi02], de fagon a faciliter les applications arithmétiques de la théorie.

Nous avons de plus inclus un théoreéme de controle horizontal, corollaire facile des tech-
niques développées ici. Nous utilisons ce dernier résultat pour construire des systemes de
Taylor-Wiles dans un autre travail [Pil].

Enfin, dans 'appendice, nous nous sommes intéressé aux opérateurs Tj, et U,. Nous dé-
montrons de fagon géométrique un certain nombre de propriétés fondamentales de ces
opérateurs qui sont utilisées dans le texte.
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Nous allons maintenant énoncer les résultats principaux pour une structure de niveau
principal.

Soit GLg4 le groupe algébrique des matrices g X g inversibles. Soit B le sous-groupe de
Borel triangulaire supérieur, BY le sous-groupe triangulaire inférieur, T le tore des matrices
diagonales et X (T) son groupe de caracteres. Soit Q un parabolique standard de GLg4,
triangulaire supérieur par blocs et soit Q° le parabolique opposé, triangulaire inférieur par
bloc. Soit M le sous-groupe de Levi, intersection de Q et Q°. Notons X (Mgq) = X(Q) =
X(Q% c X(T) le groupe des caracteres de Q, Q° et Mq. C’est un groupe libre de rang
r, le nombre de blocs diagonaux de Mgq. Fixons un isomorphisme de Z" avec X (Mgq)

en associant & un r-uplet (k?‘, - kg) le caractere []i_; detf? ol on a posé det; pour le
déterminant du i-eme bloc diagonal en partant du bas. On note SQ (resp. SQ°) le sous-
groupe de Q (resp. Q°), intersection des noyaux des caracteres de X (Q). Le quotient Q/SQ
est un tore de caractere X (Q), noté Tq. On note X(T)* le cone des poids dominants par
rapport au sous-groupe de Borel inférieur et X (Tq)™ = X(T)* N X(Tq) 'ensemble des
caracteres dominants de X (Tq). Avec notre identification, X (Tq)™ est I'ensemble des 7-

uplets (k?, e k’?) vérifiant les r — 1 inégalités kziQ > ... > k2. Un caractere dominant est
dit Q-régulier si les inégalités sont strictes : k? > .. > k2. On dit que le caractere est

Q-tres régulier si de plus k:f2 >> 0 (Cette derniére terminologie, classique mais un peu
ambigué, est précisée dans la partie 2).

On dispose d’une involution de X (T),
k= (k1,...kg) = & = (=kg,...,—k1)

Cette involution respecte le cone dominant X (T)*. Soit wy la matrice antidiagonale de
coefficients non nuls égaux & 1. Notons P = wgy ‘Q wp le parabolique déduit de Q par
conjuguaison par wy et transposition. L’involution k — k' échange X (Tp) avec X (Tq).

Soit p un nombre premier et I'q le pro-p sous-groupe maximal de Tq(Zy). Soit
Zp|[Tq(Zy)]] et Aq = Zp[[I'q]] les algebres de groupe complétées.

Soit X une compactification toroidale de I’espace de modules sur Zy, des schémas
abéliens principalement polarisés, munis d’une structure de niveau N principale avec N >
3 et (N,p) = 1 ([F-C], chap III). Soit Sy le lieu ordinaire de X, 7o, — S la tour
d’Igusa, qui est un pro-revétement étale galoisien de groupe GL4(Z,), Too,1 le revétement
fini étale de S, premier cran de la tour d’Igusa et 7o 1/P le quotient de 7o 1 par P(Z/pZ).
L’algebre des formes modulaires p-adiques pour le parabolique P est ’algebre des fonctions
régulieres sur 7., invariantes par le groupe SP(Z,); on la note Vo*zp. On désigne par
K;lep’oo son idéal cuspidal. Pour tout poids x € X (Tq), VSP[—£'] est le module des formes
p-adiques pour le parabolique P, de poids « et ‘Qﬁgpm[—/ﬁ’ ] est le sous-module des formes
cuspidales. Notons w” le faisceau modulaire de poids x sur X. C’est un faisceau localement
libre de O g-modules et ses sections globales forment le module M(x,I'n,Z;) des formes
modulaires de Siegel de niveau N, poids &, & coefficients dans Z,. On note S(x,I'n,Z,) le
sous-module des formes cuspidales.

Le théoreme suivant est du a Hida [Hi02] lorsque P = Q est le sous-groupe de Borel.

Théoréme 1.1 (contréle vertical). — 1. Pour tout poids k € X (Tq), il existe un
plongement naturel :

0% : M(k, Ty, Zy) — VEP[—K/]
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2. Il existe un projecteur de P-ordinarité ep (voir def. 5.1), agissant sur
VEP et HY(Too1/P,w").
3. Pour tout caractére k € X(Tq), le Zy-module epVys, . [—K'] est libre de rang fini.
4. Pour tout poids dominant k € X(Tq), on a un isomorphisme :
epVEY [=K/] ~ epH(Too 1 /P, w")
5. Si le poids k est Q-réqulier,
epH? (Too 1 /P, w™) = epHY(So0, w")
6. Si le poids K est Q-tres régulier, l'application ©F induit un isomorphisme,

epS(k, T, Zy) =~ epVAE  [—K]

cusp,00

7. Il existe un Zp|[Tq(Zy)]]-module vg{;;lgp’* qui est libre de rang fini comme Ag-module
et tel que pour tout poids k € X (Tq),

d—P SP
Veusp ®2,[1Tq @)k Lp = Hom(ePchsnoo[_“/]’ Zp)
8. Lorsque P = Q = GLg4, les points 6 et 7 valent aussi sans supposer les formes
cuspidales.
Remarques 1.1. — 1. Pour tout sous-groupe parabolique standard P de GLg, de sous-

groupe de Levi constitué de r blocs diagonaux, le projecteur ep est en fait construit
a l'aide de r projecteurs associés a r opérateurs de Hecke différents. Cet entier r
est la dimension relative sur Spec Z, de 'espace des poids Spec Aq. Il y a donc une
coincidence entre le nombre de conditions de controle définissant le module des formes
modulaires p-adiques P-ordinaires et la dimension relative de ’espace des poids.

2. Le projecteur tient compte de la complexité des représentations algébriques du groupe
GLg, induites des caracteres de X (P), qui fabriquent les faisceaux modulaires w"”
dont les formes modulaires sont les sections. Les caracteres de GLg, c’est-a-dire les
puissances du déterminant, sont les représentations les plus simples du groupe GL,. 11
suffit, dans ce cas des poids “paralleles”, d’un seul opérateur de Hecke pour construire
le projecteur de GL4-ordinarité. Il y a donc une seule condition de controle définissant
le module des formes modulaires p-adiques GLg-ordinaires.

3. Certains revéetements du lieu ordinaire Sy, jouent des roles particuliers. Sans ’hy-
pothese de Q-régularité, les formes modulaires p-adiques de poids dominant ne pro-
viennent pas de sections du faisceau modulaire w” sur le lieu ordinaire Sy, mais
plutot de sections définies sur un revétement 7o 1/P de celui-ci (voir le point 4
du théoreme). Ceci doit donc amener les travaux a venir, notamment sur la théo-
rie des formes modulaires surconvergentes pour le groupe GSpy,, a considérer ces
revétements plutoét qu’a se restreindre a travailler au niveau de Soo. Dans l'appen-
dice, nous démontrons (thm. A.3) que les éléments du module epHY,, ., (Too,1/P, w")
surconvergent dans la variété de Siegel de niveau parahorique P.

4. Tl est difficile de préciser le point 6 du théoreme et de déterminer exactement a
quelle condition sur le poids on a un isomorphisme epS(k,I'n, Zp) >~ echil‘:pyoo[—/@’ ]
Lorsque g = 1, cette question est résolue dans [Hi86|. Lorsque g > 2, le travail de
Mokrane et Tilouine [M-T] répond & cette question sous certaines hypotheses et
dans certains cas particuliers. Lorsque g = 2, nous donnons un critere général dans

[Pi2].
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Le théoreme de contréle permet de construire des familles de Hida de formes modu-
laires p-adiques, P-ordinaires, cuspidales. Soit HNP I’algebre de Hecke sphérique de niveau

premier a Np. On montre qu’elle agit Zy[[Tq(Z,)]]-linéairement sur le module V%ff; Pix,

La Zp[[Tq(Zp)]]-sous-algebre de Endz, 14z,)) (vg;"ﬁ; P’*) engendrée par I'image de H™P
est notée Tord—F,
Théoréme 1.2. — Pour toute composante irréductible C' de Spec TP la projection

f : Spec To4=F — Spec Z,[[Tq(Z,)]] induit un morphisme fini et surjectif C' — Spec Aq.

Le morphisme C' — Spec Aq est une famille de Hida. Ses points a valeur dans les ex-
tensions finies de @, correspondent a des systémes de valeurs propres de formes modulaires
p-adiques, P-ordinaires, cuspidales.

Nous allons maintenant donner les grandes lignes du travail.

Apres avoir fixé quelques notations, nous étudions dans la partie 3 les représentations
du groupe GL,.

Soit A une Zjy-algebre plate, complete pour la toplogie p-adique et K = A[1/p]. Pour
tout parabolique standard P de GL, et tout caractere k € X (Tp)T vu comme un caractere
de PY, nous définissons I'induite algébrique R4[r] de P® & GL, (3.1.1) ; de méme, pour tout
caractere continu x du groupe de Lie p-adique Tp(Z,) étendu a P(Z,), nous définissons
des induites toplogiques F5[x] de P(Z,) & GLy(Z,), notées F§[x] (3.1.2). Le parametre
d’induction des induites topologiques est un caractere continu du groupe de Lie p-adique
Tp(Zy), tandis que le parametre d’induction des induites algébriques est un caractere
algébrique de Tp. L’application naturelle tordue par I’automorphisme extérieur de GLyg,

i( )—1
GLy(Z,) — GL4/Z,

permet de plonger les induites algébriques dans la famille continue des induites topolo-
giques. Nous tentons ensuite de comparer R4[x] et F4[—x] pour un caractere algébrique
k. Lorsque le parabolique est trivial et vaut GL4, ces deux espaces sont isomorphes :
toute fonction homogene de poids x € Z sur Z, est algébrique! En générale, l'induite
topologique est beaucoup plus grosse que I'induite algébrique. Nous introduisons alors des
projecteurs ejs? et eaplg sur les induites (3.2). Ces projecteurs ne commutent pas & I’action
du groupe, ils commutent seulement a I’action des tores Tp et Tp(Z,) et ils ont pour effet
de ramener I'étude des fonctions sur GL, ou GL,(Z,), induites d'un caractere de P? ou
P(Z,), a celle des fonctions sur les tores Tp et Tp(Z,). Lorsque le poids est dominant, e%lg
projette l'induite algébrique sur un espace de dimension 1. De méme, lorsque le poids est
P-régulier, et;p projette l'induite topologique sur un espace de dimension 1.

Apres ces préliminaires sur les représentations du groupe GLg, nous introduisons, dans
la partie 4, le module des formes modulaires et le module des formes modulaires p-adiques.
On peut comparer ces deux espaces. La comparaison repose sur le fait suivant : si O est
I'anneau des entiers d’une extension finie de Q, et A — Spec O est un schéma abélien
ordinaire de section unité e, une trivialisation de la partie connexe A[p™]° du groupe
de Barsotti-Tate associé & A induit une trivialisation du faisceau conormal 6*9}4 /0 via
I’application de Hodge-Tate. Ceci permet de plonger, sur le lieu ordinaire, les fonctions sur
le GL4-torseur des trivialisations du faisceau conormal dans I’ensemble des fonctions sur
le GLy(Zj)-torseur d’Igusa. On obtient alors naturellement, pour tout poids k € X (Tq),
une suite de morphismes (4.2.1) :

i1

HO(X,w") & HO(Sao, w") 3 VP [— 4]
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L’application i1 est simplement une restriction, I’application io est localement le plon-
gement de l'induite algébrique dans I'induite topologique.

L’avantage du module VZF est de “mettre ensemble” des formes de poids variables et
de permettre I’étude des congruences entre formes de poids différent. Mais c’est un espace
gigantesque. Nous allons le projeter, suivant 'idée désormais classique de Hida, sur un
sous-module sur lequel, pour un ensemble Zariski-dense de poids, I'application i o 71 est
un isomorphisme.

Nous définissons donc, au numéro 5, le projecteur de P-ordinarité. Il joue un double
role. Localement sur S, il agit sur V2P [—«/] et sur H(S4, w") comme les projecteurs e%lg
et eg’p étudiés dans la partie 3. Il sélectionne des vecteurs algébriques dans I'induite topo-
logique VP [—&/]. Précisément, lorsque le poids est Q-régulier, on montre que 7o devient
un isomorphisme apres la projection. D’autre part, le projecteur controle I'obstruction au
prolongement des formes définies sur le lieu ordinaire en des formes définies partout (il
controle 'ordre des poles sur le complémentaire du lieu ordinaire). Lorsque le poids est
Q-tres régulier (et les formes sont de plus cuspidales lorsque Q # GLy), i1 devient un iso-
morphisme apres la projection. La vérification des propriétés du projecteur (5.2) est assez
délicate. Pour montrer que ¢; réalise un isomorphisme sur la partie P-ordinaire lorsque le
poids est Q-tres régulier, nous utilisons les résultats de appendice (thm. A.1).

Le numéro 6 résout un certain nombre de difficultés techniques liées au probleme du
relevement des formes modulaires et des formes p-adiques, de la caractéristique p vers la
caractéristique zéro (6.1). La condition de cuspidalité est cruciale dans le cas des poids
non paralleles. Il existe une obstruction & l’existence d’une bonne théorie pour des poids
non paralleles et des formes non cuspidales.

Dans la partie 7, nous établissons le théoréme de controle vertical (thm. 7.1 et 7.2).
On en déduit ensuite I'existence des familles de Hida (thm. 8.1).

La derniere partie est dédiée au théoreme de controle horizontal (thm. 9.1) qui est
utilisé dans [Pil].

Dans I'appendice, on démontre des théoremes de finitude pour la partie Up-ordinaire
des modules ngsp(Soo, w"). On montre la surconvergence des éléments U,-ordinaires cus-
pidaux et on établit que des section Up-ordinaires, cuspidales, pour un poids & = (ki ..., kg)

avec kg >> 0 sont des formes modulaires de Siegel classiques (thm. A.1, thm. A.3).

1.0.0.1. Remerciements :— Je tiens a remercier Jacques Tilouine pour ses conseils et ses
encouragements tout au long de I’élaboration de ce travail.

2. Notations

Soit g un entier supérieur ou égal a 2. Soit GLg4 le groupe linéaire de dimension g
sur Z qu’on réalise comme le groupe des matrices g x g inversibles, SL, C GLg4 le groupe
spécial, B C GLy le sous-groupe de Borel triangulaire supérieur et B? le Borel opposé des
matrices triangulaires inférieures. On notera ' : GL, — GL, la transposition qui échange
B et B°.

Soit T = B N BY le tore maximal associé et U (resp. UY) le radical unipotent de B
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(resp. BY). On note X(T) le groupe des caracteres de T et X (T)T le cone des poids domi-
nants par rapport a B%. On identifie X (T) & Z9 en associant & tout g-uplets (k1, ko, ..., k,)
le caractere diag(ty,tg—1,...,t1) — [[; tfz Avec cette convention X (T)" est I'ensemble
des g-uplets (ki, ks, ..., kg) tels que k; > ko > ... > ky. On a une involution x — £’ qui &
(k1, k2, ..., kg) associe (—kg, —kg—1, ..., —k1) et qui respecte le cone dominant.

Soit (ni,...,n,) des entiers strictements positifs tels que > ;_;n; = g. On pose, pour
1<I<r, Ny = Z§:1 n;. Soit P le parabolique standard de GL, des matrices triangulaires
supérieures par blocs associé aux entiers (nz‘)lgigr,

M, * *
P:{MeGLg, M=| 0 M ,MieGLni}
0 0 M

et aussi SP le sous-groupe spécial de P défini par

M,«. * *
SP:{MGGLQ, M=| 0o M ,MiGSLnZ}
0 0 M

Le quotient Tp = P/SP est un tore de dimension r appelé parfois cocentre de P. On
notera aussi SPY C P? le parabolique opposé et son sous-groupe spécial.

Soit X(P%) = X(P) = X(Tp) le groupe des caractéres de P’ P et Tp. Clest un
groupe libre de rang 7 qu’on identifie & Z" en associant au r-uplet (k% ..., k) le caractere
M s []0_, (det M;)R .

Le plongement naturel X(Tp) — X(T) est donné, avec nos identifications, par l'ap-
plication Z" < Z9 qui au r-uplet (k,...,k) associe le g-uplets (k1,...,kg) défini par
ki = .. =kn, = k¥, knys1 = oo = kpyiny = k5, ... Soit X(Tp)* = X(Tp) N X(T)T le
cone des caracteres dominants.

Pour tout parabolique standard P, on dit qu'un poids x = (k},....,kL) € X(Tp) est
P-régulier si k" > kY > ... > k. Un tel poids est donc dominant. On note X (Tp)*™* le
cone des caracteres P-réguliers. Pour tout entier ¢ € Z, on note t € Z9 le g-uplet parallele
de valeur t. Pour tout poids P-régulier &, soit la droite D,, = {k +t, t € Z} C X(Tp)*T.
On suppose donné, pour chaque droite Dy, un entier N(D,;) induisant une demi-droite
Df ={k+t, t > N(D,)}. On dit alors qu'un poids P-régulier x est P-trés régulier si
k € D;f. Lorsque nous utiliserons cette notion, les entiers N(D,) seront non explicites et
sous-entendus. On abrégera fréquemment en disant qu'un poids k est P-tres régulier si il
est régulier et de plus kY >> 0.

Soit wy € GLy(Z) la matrice antidiagonale de coefficients non nuls égaux a 1. Si P est un
parabolique standard de GL, associé aux entiers (n;)1<i<r, wo."P.wg = Q est le parabo-
lique standard de GL4 associé aux entiers (n,41—;)i<i<r. L'involution ' : X(T) — X(T)
échange X (Tp) et X(Tq), X(Tp)T et X(Tq)™" ainsi que X(Tp)*tT et X(Tq)™ ™.

On note W le groupe de Weyl de GL, et pour tout parabolique standard P, de
sous-groupe de Levi standard M, soit Wy C W le groupe de Weyl de M.
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0 wo
o 0> et v € Gyy,.
Soit Bg le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures, T le tore maximal
standard contenu dans Bg et Ug le radical unipotent.

On note G = GSpgg = {X € GLyg, 'XJX = V.J} avec J = <

. , . . A 0
On dispose d'un plongement de GL, — G qui envoie A € GL, sur <0 wo t A_le).
A *

0 v.wo tAlw()) €G; AcGLy,ve Gm}-

Pour tout parabolique standard P de GL, on peut également considérer le parabolique

sp={<A * )eG;AeP,ueGm}

On introduit le parabolique de Siegel, S = {

0 v tA wy

A *

et son sous-groupe Sgp = { <0 Vo tA_lw()) €eG; Ae SP,v e Gm}.

* x x
On introduit aussi le parabolique de Klingen K = { 0 A x| eG; Ae GSpQ(Q,I)} et
0 0 =%
son sous-groupe, dit parabolique de Klingen strict :
1 *x *%
K+ :{ 0 A «|eG Ac GSpQ(g_l)}.
0 0 %
2.0.0.2. Convention. — Pour tout groupe H et tout module M muni d’une action de H,

nous notons M* le sous-module des invariants sous H. Si x est un caractére de H, nous
notons M [k] le sous-module de M des éléments k-variants sous l’action de H.

Si H est un groupe algébrique et A un anneau tel que H(A) agit sur M, on notera
MH = MH(A) gi cela ne préte pas & confusion. De méme si Z est un schéma équipé d’une
action de H(A) et si le quotient géométrique Z/(H(A)) existe, on le notera parfois Z/H.

3. Représentations de GL,
3.1. Induction. —

3.1.1. Induction algébrique. — Soit A un anneau commutatif. On définit le A-module :

Ra={f:GLy/a = A'/a, f(gu) = f(g) Yu € U°}.

Le groupe T agit par translation a droite sur GL, et induit une action sur R4. On a la
décomposition :
Ry = ®rex(m)+ Ralk]

ot Ralk] = {f : GLy/a — Al/a, f(gu) = f(g) Yu € UY et f(gt) = k(t)f(g) Vt € T}.
Ces modules sont libres de rang fini sur A.

1 U

Si on fait agir GL, a gauche sur Ry[k] par ¢g.f = f(¢g~ . ) on trouve que Ry[x]

est la droite de poids 7! et que RA[/-@]UO est la droite de poids k' qui est un élément de
X(T)*.

Pour tout x, on dispose de formes linéaires B%-équivariante :
Lean RA[’{] - A(’{_l)
fo= @)
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ot BY agit sur R4 par I’action précédente, induite par la translation & gauche sur GLg, et

sur A via k1.

Soit P un parabolique standard de GL, associé a des entiers (n;)1<i<,. L’induite

R ={f:GLg/a — A/, fgu) = f(g) Yu € SP’}

est un sous-module de Ry4. L’action du tore T (induite par translation & droite sur GLg)
sur R4 respecte le sous-module Ri. L’action de T sur RE‘ se factorise par Tp.

Si k € X(Tp)™, on a en fait Ra[x] = {f :GLy/a — A4, f(gp) = k(p)f(g) Vp € PO}
et donc

RE = Drex(Tp)+ Ralx]

On a une application de restriction Tp-équivariante :

res: Ry — Hom(P’/SPY Al)
= flpo

Notons R% le noyau de l'application res. Pour tout poids x € X(Tp)™, l'application
res: Ralk] — A.k est surjective. On dispose alors d’une suite exacte de Tp-modules :

0 — RY[k] = Ralr] = Ak = 0
—1

Remarque 3.1. — Dans la notation de Jantzen ([Jan], I 3.3) Ra[k] = Ind(B}ng kletr
est dominant par rapport a B.

3.1.2. Induction topologique. — Soit A une Z,-algebre plate, complete pour la topologie p-
adique et K = A[1/p]. Soit P un parabolique standard de GL4 et £ € X (Tp) un caractere.
Notons Fi[#] le K-module des fonctions continues f : GLy(Q,) — K telles que f(gp) =
k(p)f(g) pour tout g € G(Q,) et p € P(Q,). Remarquons qu'une fonction f € Fi[x] est
déterminée par sa restriction a GL4(Z,) et que toute fonction continue f : GLy(Z,) — K
vérifiant ’équation fonctionnelle f(gp) = k(p)f(g) pour tout g € GLy(Zp) et p € P(Zp)
se prolonge uniquement en un élément de Fi[x]. Soit F[x] le sous A-module de FL [x]
des fonctions f : GLy(Z,) — A qui vérifient f(gp) = k(p)f(g) pour tout g € GLy(Z)) et
p € P(Zy).

On note

res : Fr|r] — K.k

la restriction des fonctions a P et on note .7:[12’0[&] le noyau de I’application res. On note
aussi .7-"5’0 = ]-}lz’o[n] N F5[x]. On dispose donc d’une suite exacte de Tp(Z,)-modules :

0 — FyOlk] = FLk] — Ak = 0

On a un plongement naturel de schémas en groupe GL,(Z,) — GL4/Z,. Pour des raisons
qui apparaitrons claires par la suite, on est amené & tordre cette injection par I’automor-
phisme extérieur *( )~ de GLy. On a une application injective

i:Rg[k] — .FIF;[—,%}

f = [GLy(Qy) < GLy(K) -5 AY(K)).
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On note Ra[k] = i~ (F}[—~]), c’est un réseau de Rx[s] contenant Ra[s]. On a enfin un
diagramme commutatif

0 —— RY[x] Ralk] /= Ak 0

b

0— .7-"5’0[—/{] —— FY[-k] == Akt ——0

3.2. Projecteur d’ordinarité. — Pour j =0, ..., g—1, nous posons a;; = <190_j pol > €
“4j

GL;(Qp). Notons T*(Q,) le sous-monoide de T(Q,) engendré par les matrices {a;, j =
0...g — 1}. Soit P un parabolique standard de GL; et k € X(Tp) un caractere. Soit A
une Z, algebre plate, complete pour la topologie p-adique et K = A[l/p]. Pour tout
a € TT(Q,), définissons les opérateurs :

t"%(a) : Rg[k] — Rkl[K]

fo= flah )
tt"p(a):}"}lz[fﬁ] — ]—"[1?[7/{]
o= flaa™)

Les opérateurs t%9(a) et t'°P(a) sont compatibles avec le morphisme Ry[r] — Fi[—x].
Lorsque le contexte est clair, on note seulement ¢(a) au lieu de #°P(a) ou t™9(a).

Proposition 3.1. — Supposons que K € X(Tp)*. L’ opérateur t%9(a) stabilise le réseau
Ralk] de Ril[k]. L’opérateur t'P(a) stabilise le sous-module F%|—k] de Fr|—k].

Démonstration. Il suffit de vérifier cet énoncé pour les opérateurs t(«;) = t;. Rappelons
la décomposition d’Iwahori :

GLy(Zp) = H IUJUO(Z;D)
wew

ol I est le groupe d’Iwahori des matrices triangulaires supérieures modulo p. Soit ¢.w un

élément de GL,(Z,) mod U%(Z,) et f € Ra[x], on a donc

tif(iw) = fla; iw.a;) = f(afl.i.ozj.w.w_l.oz;l.w.aj) = f(a;l.i.ozj.w)ﬁ;(w_l.a;l

y ; W.00)

gl.w.aj) € Zp.
Le méme argument montre la stabilité de F[—x]. O

Or a;l.i.aj.w € GL4(Z,) et comme on a supposé k € X(T)F, k(w™L.a

Remarque 3.2. — Leréseau Ra[k] n’est en général pas stable sous les opérateurs t%9(a).
Ceci est a la source de quelques complications.

Si P est le parabolique standard de GL, associé au r-uplet (ni,...,n,), on rappelle

quon a posé N; = Y7 n;. Soit ap = H;:% ay;. Définissons les projecteur e%lg =
lim,, o0 t9 (ap)™ et e;op = lim,, 00 t1P (ap)™.
Proposition 3.2. — Pour tout poids k € X(Tp)t, on a des isomorphismes de Tp-

modules :
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e Ry lk] = K.k

]

e%lg.RA[m] — > Ax

Démonstration. La restriction & la grosse cellule P.PY est injective. Comme ap Uoap

contracte P dans le parabolique opposé P, toute fonction f € GP.R(I){[H] est nulle. O
Remarque 3.3. — On a en fait €Y. Ralk] = el9. Ra[r).
Proposition 3.3. — Pour tout poids k € X(Tp)t™t, on a des isomorphismes

eg)p.fg[—n] == K.x!

]

eP Fh k] = Ar~
Liapplication Ra[k] — FY[—k] induit donc un isomorphisme ¢%9. R a[k] =€ F[—x].

Démonstration. Soit Ipo le sous-groupe parahorique des matrices M € GL4(Z,) dont la
réduction modulo p appartient & P°(IF p)- On a la décomposition :

GLy(Zy) = [ IpowSP(Zy)
wEW /Wiy
On va montrer que pour tout g € GLy(Z,) et tout f € fg’o[—m], il existe N € N tel que
t(ap)N f(g) € pA. Ceci entrainera bien la nullité du module €P..F£’O[/€].

Soit f € FE’OM et g € GLy(Zp). On a g = i.w.p avec i € Ipo, w € W/ Wy et
p € P(Zyp).

Siw#1,ona
tlap)f(iw) = flapiw. apl)
= f(ap.i. aP awaw ! Oép.w.OéEI)
= flapi.aptw)s Hw  ap.w.apt)
On a bien ap.i.ap'.w € GLy(Z,) et k= (w L.ap.w.ap') € pZ, grace & hypothese
K€ X(Tp)++.

Reste le cas ot w = 1. Si g € PY(Z,)P(Z,), mpf( ) = 0 car la conjugaison ap. ap'

contracte P°(Z,)P(Z,) dans P(Z,) et la fonction f est nulle sur P(Z,).
Sig € Ipo \ P°(Zp), il existe n € N tel que afpgap™ € GLy(Zy) \ Ipo(Z,) et on est ramené
au cas o w # 1. O

On peut également considérer ’action décalée par un élément w € W,
t“(a) : Ri[k] — Rkl[K]
f = flalw.a)
Lemme 3.1. — Si le poids k est P-régulier et w ¢ Wy, pour toute fonction f € Ralk],
t“(ap)oep.f € pRA[/-i]
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Démonstration. Comme la grosse cellule B.U? est dense et ap 1 ap contracte B dans

le parabolique P?, il suffit de montrer que t“(ap)f(g) € pA lorsque g € P°. Or on a
t(ap)f(g) = flww laptw.g.ap) = k(w .apt.w.ap)f(w.g). Comme k est régulier,
k(w laptw.ap) € pZ,. O

4. Formes modulaires de Siegel
4.1. Généralités. —

4.1.1. Formes modulaires arithmétiques. — Soit N un entier positif , A/ un sous-groupe

de G(Z/N). Notons
'y ={9€G(Z), gmod Z/N € N}

le sous-groupe de congruence de niveau N de G(Z). Soit A une Z[1/N]-algebre. Considé-
rons les foncteurs :

X:A—-ALG — ENS
R ~ {(A\UnN)/Rr}/isom

T:A-ALG —» ENS
R~ {(A\NYn,w)/Rr}/isom

ol
— A—Spec R est un schéma abélien de dimension g sur Spec R de section unité e.
— )\ est une polarisation principale.
— 1nr est une structure de niveau A. C’est une section de I’espace homogene sous
G(Z/N)/N,
Isom(A[N], (Z/NZ)?9) /N

ott Isom(A[N], (Z/NZ)?9) est le torseur des isomorphismes symplectiques & un fac-
teur de similitude pres.
- w: RY i)e*Q}Ll  €st une trivialisation du faisceau conormal relatif a la section unité.
On dispose du morphisme “oubli de w” : IT: T — X.
Le groupe GL,/ 4 agit & gauche sur le foncteur 7 : si g € GLy(R) et (A, X\, Y7, w) € F(R),
on pose g.(A, N\, Y, w) = (AN Yy, w o g 1) ; cette action fait de 7 un GLg-torseur au
dessus de X.

On définit les formes modulaires de Siegel arithmétiques comme suit.

Définition 4.1. — Une forme modulaire de Siegel F', de dimension g, niveau I'pr, poids
K, a coefficients dans A est une loi qui a tout quintuplet (R, A, X\, ¥ar,w), avec R € Ob(A—
alg) et (A, \,Ypr,w) € T(R), associe un élément de R noté F(R, A, \, ¥nr,w) et qui vérifie
les propriétés suivantes :

— Fonctorialité : Soit R = R' un morphisme de A-algébres. Pour tout diagramme

cartésien
(AN Yh,w) = (AN Y, w)
\J \J
Spec R’ — Spec R

on ar(F(ANYy,w)) =F(AN, P\, u).
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— Equation fonctionnelle :
Vt € T(R),Y u € UYR), F(R, A\ Yy, wotu) =k (t).F(R, AN\ Uy, w).

On note M(k,T'ar, A) le A-module des formes modulaires de Siegel de niveau T,
poids k, a coefficients dans A.

On suppose dans toute la suite de ce travail que 'y est net.

C’est par exemple le cas si N = {1} et N > 3. Cette hypothese sera utilisée de
facon cruciale au numéro 6. Les foncteurs 7 et X sont alors représentables par des
A-schémas encore notés 7 et X ([F-C], chap. I).

Choisissons une compactification toroidale X du schéma X ([F-C], IV. 6, th. 6.7).
Le schéma abélien universel A — X s’étend en un schéma semi-abélien A — X. Soit
e: X — A sa section unité.

On prolonge alors 7 en un GL4-torseur au-dessus de X en posant :

T = Tsom(O%, 6*9}4/)—().

Le groupe GL, agit sur O7 a gauche par g.f(A,w) = f(A,wog). Le faisceau II,O7 o sur
X est muni d’une action de T. Pour tout £ € X (T), on définit le faisceau w® = IL,O7 /U0 (K]

en prenant les x’-variants. On trouve alors que M(x, [y, A) = HO(X, w").
Le principe de Koecher ([F-C], V.1, prop. 1.5 ) entraine :

HO(X,w™) = HO(X, w").

On dit que F' € M(k,T'zr, A) est cuspidale si elle s’annule le long de X\ X. Cette définition
ne dépend pas du choix de X. On note S(k, 'y, A) C M(k,'pr, A) le sous-A-module des
formes cuspidales.

Remarque 4.1. — Si g = 2 et k = (ki1,k2) est dominant (k1 > k2), considérons la
représentation sym* %28t @ det*? du groupe GLs /7, ol sym est vu comme quotient
du produit tensoriel. C’est une représentation de plus haut poids x. Soit par ailleurs la
représentation Ry (k'] défini au numéro 3.1.1. C’est aussi une représentation de plus haut
poids k. Par réciprocité de Frobenius, on a une application

sym® 728t @ det?? — Ry[w]

et on vérifie facilement que cette application est un isomorphisme. Un tel isomorphisme
induit alors un isomorphisme

k:1—k2 e*Ql

w" ~ sym A

5§ ® det”? e*Q}‘l/)—(

e
X. Une section de sym”*1—*2 6*9}4/)—( ®deth? 6*9,14/)2 sur U x ¢ T est une loi fonctorielle F' qui
a tout point (A/R,w) & valeur dans U x ¢ T associe un vecteur dans la représentation de
GLa/R : symF1—*28¢ ® det?? et qui satisfait ’équation fonctionnelle (condition de descente
aU): F(Awog™)=g.F(Aw).

On dispose par ailleurs d’un isomorphisme sym* —*2St ® det? ~ Ry ['] et on peut alors
voir F' comme une loi fonctorielle qui a (A/R,w) associe une fonction sur GLg telle que
Vg € GLy, Vb€ B, F(A/R,w)(gb) = k' (b)F(A/R,w)(g) et qui vérifie de plus I’équation
fonctionnelle F'(A,w o g~ !) = g.F(A,w). On vérifie alors que £cu,,(F) est une section du
faisceau w” et que lapplication F' + leq,(F) est 'isomorphisme recherché.

En effet, au dessus de T on dispose d’une trivialisation ng 2 e*Q) Soit U un ouvert de
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4.1.2. Formes modulaires avec Nebentypus. — Soit ¢ un nombre premier, ¢ ¥ N. Soit A
une Z[Niq]—algébre. Définissons des foncteurs :

Xog:A—ALG —» ENS
R ~ (AN Yn, H)/isom

et
Xi,:A—ALG — ENS
R~ (A NYnN,Q)/isom

ol A est un schéma abélien de dimension g sur R, A est un polarisation principale, 1
une structure de niveau I'yr, H est un sous groupe de rang ¢ de A et () un R-point de
Alg] d’ordre q.

On note I'%(q) € I''(¢) C G(Z) les sous-groupes de congruences parahorique de Klingen
et parahorique de Klingen strict :

() = {M € G(Z), M mod p € K(Fp)} et Tl(q) = {M € G(Z), M mod p e K+(Fp)}

On note alors I')(q) = Ty NT%(q) et T'3-(¢) = TarNT(g). Les foncteurs Xg 4 et X 4 sont
donc associés aux groupes de congruences I'4-(q) et T'h(q).

Le groupe (Z/qZ)* agit sur X; 4 et X7 ; — Xo,4 est un revétement de groupe (Z/qZ)*.
Les foncteurs X, et Xo 4 sont représentables par des schémas encore notés de la méme
maniere.

Soit Xo,, une compactification toroidale de X 4. D’apres les resultats de [Str], chap. 5, le
sous-groupe universel H — A[g] au dessus de Xy, se prolonge en un groupe fini et plat
au dessus de Xo,q. On définit alors la compactification toroidale de X , en posant

Xi4= Isomy, (Z/qZ,H)

Le morphisme f : X7, — Xo, est un revétement étale de groupe (Z/qZ)*.

Pour tout poids k € X(T), on dispose de faisceaux cohérents (notés indifféremment de la
méme maniere si cela ne préte a confusion) w® sur Xi 4 et X, d’apres la construction du
numéro 4.1.1.

Pour tout caractere x : (Z/qZ)* — A* soit Ox, (x) le sous-faisceau de f,Ox,  des section
x-variantes. C’est un faisceau inversible de Ok, -module. Pour tout faisceau cohérent F
de Ox, -module on note

F(X) = F @og,  Ox,,(X)

Définition 4.2. — Le A-module H° ()7(07(1, w”(x)) est le module des formes modulaires de
Siegel de genre g, poids K, niveau I‘jo\/(q) et caractére x. Il est noté M(k, F?v(q), X, A).
Le sous-module H? (Xqu,w”(x)) des formes cuspidales est noté S(k,TR(q), x, A).

cusp

4.1.8. Formes modulaires p-adiques. — Soit p un nombre premier ne divisant pas N.
Nous reprenons les notations de la section précédente en posant A = Z,. Le schéma X est
donc une compactification toroidale de ’espace des modules sur Z, des variétes abéliennes
principalement polarisées avec structure de niveau N.

Pour tout schéma Y sur Z, on note Y, le produit fibré Y xz, Z /D" L.
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On a aussi construit des faisceaux modulaires w® sur X tels que M(k, N, Z,) = H(X, w").

Remarque 4.2. — Sur X,,, pour tout poids x € X(T), on dispose de deux faisceaux
modulaires : le premier obtenu & P'aide du torseur T, (voir le numéro 4.1.1), le second
obtenu par changement de base depuis X. Il résulte du théoreme d’annulation de Kempf
([Jan], I1. 4.6) que Rz, [v'|®Z/p™Z = Ry pmz|r'] et les deux faisceaux envisagés coincident
donc.

L’invariant de Hasse H est un élément de M((p—1,p—1,...,p—1), N,Z/pZ). On sait
qu’une certaine puissance H' de H se reléve en un élément E € M(t(p—1,...,p—1), N, Z,).
Nous notons S < X le lieu ot E est inversible. Le schéma S dépend du choix de E, par
contre, pour tout m > 1 le schéma S, ne dépend pas du relevement de H. C’est le lieu
ordinaire de X,,. Nous appellerons Ss, la complétion formelle de S le long de Sj.

Pour tout entier n > 0, nous définissons le schéma :
Tm.n = Isoms,, (Mg" ) A[pn}O)
Le groupe GLy(Z/p") = Aut(p)n) agit sur Tp,,, & droite de la fagon suivante :

g-(-Aa (U U;g)n = [pn]O) = (-A7 Ynog)
Le morphisme naturel 7, , = Sy, fait de 7y, , un revétement étale de groupe GL4(Z/p").
On pose Tm oo = limp>0 Tmn. Clest un pro-revétement étale de Sy, de groupe GLg(Z)).
On note finalement T, = colim;,>07m, 00 C’est un pro-revétement étale de So, de groupe
GL4(Zy), appelé tour d’Igusa.
On appelle pointe de 7y, le sous-schéma fermé image inverse de X\X.
Les différents schémas introduits s’organisent de la maniere suivante :

71,00 — Tmpo —Tx

L

ﬂ,n - Tm,n - Too,n

C

81 Sm SOO

Posons Vi = HY (o, OTrnn)s Vi = HO(Tm00 OTnne) €6 Voo = limp>1 Vi
Le groupe GL4(Zp) agit & gauche sur V,,, a travers son quotient GL4(Z/p") par la
formule g.f(A/R, ¢n) = f(A/R,¢n 0 g).

Cette action induit des actions a gauche de GLy(Z,) sur Vj, et sur V.

Soit P un parabolique standard de GL, et Q = wp."P.wp. On définit & présent l'al-
gebre des formes de Siegel p-adiques pour P et son idéal des formes cuspidales.

Définition 4.3 (Formes p-adiques). — 1. L’ensemble V2¥ des fonctions régulicres
invariantes sous SP(Zy) est ’anneau des formes modulaires de Siegel p-adique pour
le parabolique P, de niveau N .

2. Pour tout caractére k du tore Tq(Zy), on appelle forme modulaire de Siegel p-adique
pour le parabolique P, de niveau N et de poids k, un élément du module Vogp[—ﬁ’].

3. Si P =B, on dit simplement que VY est l’algébre des formes de Siegel p-adiques de
niveau N et que VI[—k'] est le module des formes de Siegel p-adiques de niveau N
et poids k.
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4. La partie cuspidale Vcilzpm est lidéal de VS¥ des formes qui s’annulent aux pointes.

4.1.4. Formes modulaires p-adiques avec nebentypus. — Soit ¢ un nombre premier ne
divisant pas Np. Soit A I'anneau des entiers d’une extension finie de @Q,, d’uniformisante
7. Considérons les schémas X 1,g — Xog — X 4 — Spec A. Par extension des scalaires & A
et produit fibré avec X1, ou Xo, au dessus de X 4, on obtient les schémas suivants :

— 81,4 = So,g — Sa, ce sont les ouverts de non annulation de .

— Pour tout m € NU{oo}, (S1,4)m — (So,q)m — Sm — Spec A/7™, les lieux ordinaires

de (Xl,q)A/ﬂ-m, (X(),q)A/ﬂ-mA et XA/ﬂ-m qui sont aussi les réductions modulo 7™ de
817‘1’ 807(1 et Sy.

— Pour tous m,n € NU {oo}, les tours d’Igusa (71,¢)mn — (T0.¢)mmn = (Tmn)A-
Pour m € NU oo, on note Vi gm = H((T1,9)c0,m; O(?E,q)oo,m)' Le groupe (Z/qZ)* agit sur
le module Vi 4. Cette action est parfois appelée action des opérateurs diamant.
Définition 4.4. — Soit P un parabolique standard de GLg, Q = wo.'P.wp et x
(Z)qZ)* — A* un caractére.

1. On appelle Vf;oo [x] le A-module des formes modulaires p-adique pour le parabolique

P, de niveau I (q) et caractére x.

2. Pour tout poids k € X(Tq), on appelle Vl‘?;oo [x, —K'] le A-module des formes mo-
dulaires p-adique pour le parabolique P, de poids k, de niveau Fﬁ)\/(q) et caractere

X-
3. On note V7' . ,[X] le sous-module de V{57 [x] des formes cuspidales.
4.2. Comparaison des formes classiques et des formes p-adiques. — Pour la

simplicité de ’exposition, nous nous restreignons dans cette sous-partie aux formes sans
nebentypus. Toute la discussion se généralise immédiatement aux formes avec un neben-

typus.

4.2.1. Construction des morphismes. — Soit B une Z/p™-algebre, soit A - Spec B un
schéma semi-abélien ordinaire de dimension g, de section unité e et soit 1y, : pg. =A[p"]°
une rigidification. Si n > m, v, induit un isomorphisme au niveau des algebres de Lie :

L(Yn) : Lie(ugn) — Lie(A)
Soit degn : BY — e*Q;g /B I’application qui envoie la base canonique de BY sur
pn
(dt1/t1,...,dtg/ty). On définit alors un isomorphisme :

t —1
w(ty) : BY dean e*Qign/B £ 6*9}4/3
Si g € GLy(Z/p™), on a par définition g.1,, = ¥y, 0 g et donc w(g.1p,) = w(¢y) o g~ L.

On dispose donc de diagrammes naturels pour n > m :

On peut définir une nouvelle action, & gauche, de GLy4(Z/p™) sur Tp, ,, en posant :

9% (At + g = Ap™)°) = (A, 9y o' g)

Le schéma en groupes GLg/Z/pm agit & gauche sur T|s,. Le morphisme O est
compatible avec ses actions a gauche et le morphisme naturel de schémas en groupes
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GLy(Z/p™) — GLg/Z/p™.
En passant a la limite le diagramme précédent, on obtient :

Tm,oo &) T‘Sm TOO 46) 7-’300
Sm Seo

Par définition H(S,,, w™) = HY(S,w" ®z, Z/p™Z) et H*(Soo,w”) = limpm>1 H (S, w").
Pour tout parabolique standard P et Q = wy.!P.wg et tout poids k € X (Tq), les applica-
tions ©y, induisent des morphismes O}  : HO(S)n, w") — VSP[—#].

Ces applications sont des isomorphismes lorsque P = GL,. En général, elles ne sont ni
injectives, ni surjectives.

A la limite on dispose d'une application injective ©% : HO(Swo, w®) — VIF[—#/].
Localement pour la topologie étale sur S, cette application est isomorphe a l'application
i:Rs K] — fgoo[—ﬁ'] du numéro 3.1.2.

La situation se résume en écrivant les chaines de morphismes :

*
®mP

M(k, N, Z/p™Z) < H(Sp,w"®) 5" VP[]

M(k, N, Zy) < H(S, ") <5 HO(Soo, ) % VSP[4]

Remarque 4.3. — On a bien sir :

HO(S,w"‘) _ U M(k+tr.(p—1,...,p— 1),N,Zp).

ET
r>0

4.2.2. L’isomorphisme fondamental. — On rappelle que P est un parabolique standard
de GL, et que P désigne son parabolique opposé. Notons Ty, /P pour Tp,.n/P(Z/p")
(pour l'action & droite) et Ty, ,/SP pour Ty, n/SP(Z/p™).

Si n > m, nous pouvons construire un Tp-torseur {2p et des fibrés en droite QF au dessus
de Tmn/P. Considérons en effet le diagramme commutatif

Om,n -

g — fir T/SPO

Posons Qp = Ty /P X /po T /SP et notons g la premiére projection. Les R-points de
Qp X ¢ X sur 'ouvert modulaire complémentaire des pointes sont donc simplement les
classes d’isomorphismes de
— Une variété abélienne ordinaire principalement polarisée A — Spec R.
— Un P-drapeau ¢, : pi), ~ A[p"]® mod P.
— Un P%drapeau sur 6*9}4 /R @Vec une base du déterminant des gradués (c’est loca-
lement la SPY-orbite d’un isomorphisme w : RI =~ 6*934 / r) avec la condition de

compatibilité w(1),) = w mod P°.
Le tore Tp = P?/SPY agit sur le choix de la base du déterminant des gradués.

On dispose a présent d'un diagramme commutatif
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Qp — T /SP%s,,

A

Tm,n/SP L> Tm,n/P Sm

Le morphisme A,,, est induit par ©,,,, et g est la projection naturelle. Pour tout ~ €
X (Tq) on définit le fibré en droite :

g = g*OQP [“l]
Proposition 4.1. — L’application A, , induit un isomorphisme :
H (T /P, Q) Vi [ )

Démonstration. D’une part 7, ,/SP est un revétement étale de 7Ty, /P de groupe
Tp(Z/p™), d’autre part Qp est un Tp-torseur. Localement pour la topologie étale sur

Tmn/P, le morphisme A, , est donné par le morphisme naturel, tordu par ’automor-
t —1
phisme exterieur *( )~!, de schémas en groupes Tp(Z/p") O, Tp qui induit un isomor-

phisme entre les fonctions polynomiales homogenes de poids «’ sur Tp et les fonctions
homogenes de poids —«' sur Tp(Z/p™) pour tout k € X(Tq). O

Remarque 4.4. — Cet isomorphisme établit le lien crucial entre la tour d’Igusa (et les
formes p-adiques) et un objet différentiel (et les formes arithmétiques).

L’image inverse du faisceau w” par le morphisme 7T, /P — S, définit un faisceau
m,n m
que nous notons encore w” si le contexte est clair. Tachons d’éclairer la relation entre les
faisceaux w" et Qf sur Ty, /P. On a une immersion fermée Tp-équivariante de Ty, ,,/P-
schémas :

Qp < T/SP® x5, Tonn/P

qui est, localement pour la topologie de Zariski sur 7, ,/P, isomorphe & l'inclusion
PY/SP? — GL,/SP°. Pour tout k € X(Tq), on en déduit un morphisme

res : w" — Qp.

Cette application est un analogue relatif de I'application res du numéro 3.1.1. Pour
dominant, res est surjective. On note le noyau w(. On a donc une suite exacte de faisceaux
cohérents sur Ty, /P :

0= wh —=w a0

5. La partie ordinaire
5.1. Définition des opérateurs de Hecke. —

5.1.1. Algebres de Hecke. — On rappelle que pour j = 0,...,g — 1 nous avons posés
— ]‘9_j 0 ;-1
aj = ( 0 p.1j> € GL4(Qp). Notons o = a; " .p.
Q 0
0 woa;1

Wo-p2) € G(Qp) et également /30 =

Pour j = 1,...,g — 1 nous posons [3; = (
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I, 0
0 ply)

Soit ¥4 le groupe des matrices symétriques de taille g x g. Définissons les entiers

mj =4 EQ(Z)/a;‘Eg(Z)a;~

Soit P un parabolique standard de GL, associé a des entiers strictement positifs n;...n,
vérifiant )., n; = g. Rappelons que S est le sous-groupe parabolique de Siegel de G.
Ses sous-groupes Sp et Sgp sont définis dans la section 2. Considérons les groupes de
congruence Kp(n) = {M € S(Z,),M € Sp mod p"} et Kgp(n) = {M € S(Z,),M €
Sgp mod p™}. On leur associe les algebres de Hecke non commutatives

H(G(Qp)//Kp(n)) et H(G(Qy)//Ksp(n))

des fonctions Kp(n) et Kgp(n) bi-invariantes sur G(Q,), a support compact, a valeur
dans Z, munies du produit de convolution.

Rappelons qu’on a posé, pour 1 < [ < r, N; = 2221 n;. Posons également Ny = 0.
Soit Hp C Tg(Qp) le monoide engendré par les matrices (Sn,)o<i<r—1. Tout f € Hp

v, . BN . r—1 pt; _ r—1 1
s’écrit de maniere unique []; 2 By, avec ¢ € N. On pose mg = [[;Zg my;, -

Pour n > 1, les applications 5 — Kp(n)BKp(n) et 8 — Kgp(n)BKgp(n) permettent
d’identifier Z[Hp| avec des sous-algebres commutatives des algebres de Hecke

H(G(Q,)//Kp(n)) et H(G(Q,)//Ksp(n)) (voir [Hi02] 3.6).

A chaque élément 8 € Hp, on va maintenant associer des correspondances et des
opérateurs de Hecke.

5.1.2. Espaces rigides associés a la tour d’Igusa, modification de la struture entiere. — A
cause de la remarque 3.2, les opérateurs de Hecke que nous allons définir ne stabiliseront
pas la structure entiére définie par le faisceau w®. Pour cette raison, nous devons également
travailler au niveau rigide.

Soit P un parabolique standard de GL, et Q = wy.'P.wy.

Notons S,y l'espace rigide associé au schéma formel S, (voir [Bos]). Pour tout n €
N>1, on note 7yign/P 1 espace rigide associé au schéma formel 7 ,,/P. Pour tout poids
k € X(Tq) on note wy, le faisceau cohérent rigide associé & w™. Comme ces espaces
rigides sont quasi-compacts, on a H(S,,, Wrig) = H(Sx, w") ®Q, et HO(Trign/P, wri,) =
HO(Too,n/P, W) @ Qp.

Soit Ts/SP ER Sso le morphisme d’oubli. Notons w'PP* = f,Or _ sp[—x']. Notons
2P
42.1).

Au dessus du morphisme d’espaces annelés S,y — Soo, On a un diagramme commutatif :

top, P (yoir

le faisceau rigide associé. On dispose de morphismes O} : w" — w

*
P ©p top,P,k

wm’g g
T * T
K b top,P,k
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Ce diagramme est I’analogue relatif du diagramme (voir le numero 3.1.2)

Ry W] —= FR[-+]

Considérons le faiscau de Os, -modules @™ = Wy X top.Ps . W
P

Wri )
de structure entiere qui sera stable sous ’action des (g)pérateurs de Hecke. Le faisceau @o®
est I’analogue relatif du module R4[x’] de 3.1.2.
On considere aussi le pro-espace rigide analytique 7yig,00 /P, limite projective des Trign /P.
On dispose d’une suite exacte

top,P.k - (Vest 1a modification

K Tes

K K
0— W, rig — Wrig — QP’M-g —0

de faisceaux cohérents sur 74 00/P déduite de la suite exacte du numéro 4.2.2.

5.1.8. Les opérateur Té agissant sur les formes modulaires. — Soit T, /P I'ouvert modu-
laire de T /P complémentaire du diviseur a I'infini. Prendre la partie “non compactifiée”
va nous permettre de définir les correspondances de facon modulaire.

Remarque 5.1. — 1l est possible que des travaux généralisant [Str] permettent de “com-
pactifier” les correspondances que nous allons définir.

Soit $ € Hp. La double classe Kp(n)SKp(n) nous permet de sélectionner une com-
posante du schéma des p-isogénies au dessus de T /P dans l'esprit de [F-C], chapitre
VII. Précisément :

On a 3 = diag(a,v(B)woatwp). Considérons la correspondance ngfn/P(ﬁ) dont les
R-points sont la donnée de :

— Une variété abélienne ordinaire principalement polarisée A i> Spec R et d'un P-
drapeau : ¢, : 7. =~ Alp"]° mod P.

— Une variété abélienne ordinaire principalement polarisée A’ i> Spec R et d’un
P-drapeau : 4y, : pi)n ~ A'[p"]° mod P.

— Une p-isogénie de facteur de similitude v(3), 7 : A — A’ telle qu’il existe (locale-
ment pour la topologie étale) des trivialisations Yoo : pjee ~ A[p™]°, oo A mod P =

U et Yl e ~ A[p™)°, w(,)o‘ﬂf,n mod P = 4], pour lesquelles

¢;107TO¢00204

On dispose de deux projections : p; induite par I'oubli de A’ et 7, ps induite par 'oubli
de A et 7.

To/P(B)
% K
Ton/P Tosin/P

5.1.8.1. Le morphisme Ty A l’aide du morphisme

* . *x0Ol *01

0
i Ayt e(8)) € agcme, e (5))
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on construit un morphisme au niveau des espaces rigides Wg : pgwfig — p{wfig. On verra
que ce morphisme induit un morphisme T Pyt — prat.
Sur un ouvert affinoide Spm K de 7.7¢ /P (5), on a

rig,n

TG Pawrig(K) = plwy, (K)

o= [m5(f) w e K@) f ()]

onw: K9~ 6*934 K etw' : K9 ~ 6*9}4, ¢ sont des trivialisations des faisceaux conormaux
vérifiant : 7*w’ = w. Les éléments de pfw"(K), ¢ € {1,2}, sont vus comme des fonctions
sur les trivialisations des faisceaux conormaux.

Soit z € (72<,/P(B))(Fp). Posons B = Ongfn/P(ﬁ),
Z et posons K = B[1/p].

Le lemme suivant fait le lien avec le numéro 3.2.

. le hensélisé strict de TS, /P (B) en

,n

Lemme 5.1. — 1l existe un diagramme commutatif

Rp[K] Ri|[r']

]

P (B) —— pify (K) —= pify (K)

rig

ou les applications verticales sont des isomorphismes. De plus, lorsque n = oo, le dia-
gramme est compatibles avec les applications res.

Démonstration. Au dessus de Spec B, on dispose des deux schémas abéliens A et A’
ainsi que des trivialisations ¢o : fihee ~ A[p™]%, ¢, ¢ pfee ~ A'[p™]° compatibles avec les
trivialisations partielles 1, et v/,. L’isogénie 7 est donc donnée par « sur la partie connexe
des groupes p-divisibles et le diagramme suivant commute :

6*9}4//3 S e*Q}MB
w(wgaT w(wT
BY e BY

A toute section f de piw” (resp. piw"), on associe un élément f € Rp[k], par la formule

f(9) = f(w(ths) 0 g) (resp. f(g) = f(w(ihl,) © g)). On a alors
51 (9) = mhf(w(teo) 0 g)
= f((7) 'w() 0 goa)
= flw@i)eatogoa)
= fla7'ga)
= t(@)f(9)

La compatibilité aux morphismes res est claire. ]

Le corollaire qui suit résulte alors du lemme précédent et de la proposition 3.1.

Corollaire 5.1. — Le morphisme T induit un morphisme T D prt — pr@”.



Sur la théorie de Hida pour le groupe GSp,, 21

On obtient également, lorsque n = oo, des morphismes (notés de la méme maniere)
K . *, K *x, K K . * (K * (K I 3 3 3
Tg © PaWorig 7 PIWorig T3 ° P282prig — P13P 1ig- Cette derniere application provient

d’ailleurs d’une application s P55 — p1QF définie au niveau des schémas formels.

5.1.8.2. Le morphisme trace. — On dispose d’une application de trace normalisée

T‘I'B = mngrpl : (pl)*O — OTO%?n/P

Ta¢, /P (5)
L’entier mg correspond au degré d’inséparabilité de la projection p; par la théorie de Serre-
Tate ([Ka81]) et en dépit de la normalisation, 1’application est bien définie. On renvoie
au corollaire A.1 de I'appendice pour plus de détails.

K
g’
derniers n’étant définis que sous ’hypothése n = o), on peut considérer le morphisme
composé :

5.1.3.8. L’opérateur T/é. — SiF est I” un des trois faisceaux wyg, QF ;05 WG g (les deux

T} HO(TC /P, F) — HO(TE . /P (B), psF) 3 HO(T . /P(8), i F) 2 HO(Te /P, F)

rig,n

Ce morphisme induit également des morphismes :
Tj : H(Toon, @) = H (Toon, @)

De facon concréte, on a la formule habituelle :

Flrs (A n, o mod Pow) = w'(a).p™™ Y f(A Wy, 9l mod P,uw)
AS A’ de type B8

La somme porte sur toutes les isogénies de type Kp(n)BKp(n) et 7w’ = w.
Remarque 5.2. — L’opérateur Tﬁl0 est souvent noté U,.

Cette formule permet donc de calculer “physiquement” ’action de la correspondance.
En conséquence, le formalisme habituel des opérations sur les doubles classes s’applique.
En particulier, comme la décomposition des doubles classes Kp(n)SKp(n) est indépen-
dante de n > 1, 'action est compatible avec le changement de niveau.
D’apres le principe de Koecher, H( ign/ Py F) = H%(T7ig.n/P, F). L'endomorphisme Té
agit donc sur H(7yi5.,/P, F) et il envoie la partie cuspidale sur la partie cuspidale (car
une somme de formes cuspidales est cuspidale). En résumé :

Proposition 5.1. — Pour tout n € N>y, Uapplication B — Tﬁl définit des morphismes
d’algebres

Z[Hp] — End(H*(Trign/P,w"™)) et Z[Hp] — End(HO(mg,oo/P,ng))

L’action de Z[Hp] respecte linclusion HO(To /P, &%) < Ho(ﬁigm/P,w,’fZ-g), les formes
cuspidales et est compatible avec les morphismes :

- H)(Trign/P,w") = HY(Trigms1/P,w").

— res : H(Trigoo/P,w™) = HO(Trig.00 /P, QF).
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5.1.4. L’opérateur Tﬁ1 agissant sur les formes p-adiques. — Soit B € Hp, 8 =

diag(o, v(B)woa 'wp). La double classe Kgp(n)3Ksp(n) définit une correspondance
72¢,/SP(j) dont les R-points sont la donnée de :

— Une variété abélienne ordinaire principalement polarisée A i> R et d’'un SP-
drapeau : iy, : pin ~ A[p™° mod SP.

— Une variété abélienne ordinaire principalement polarisée A’ i> R et d'un SP-
drapeau : ¢, : pg. =~ Alp"]° mod SP.

— Une p-isogénie de facteur de similitude v(3), 7 : A — A’ telle qu'il existe (locale-
ment pour la topologie étale) des trivialisations 1heo : pe AP0, Yool e mod SP =

Un et Yl oo ~ A[p™]°, Yi|,e mod SP =4y, pour lesquelles
p

Yooy =a

On dispose a nouveau de deux projections pi,ps : Togfn/SP(ﬂ) — Toon/SP et donc
d’opérateurs T’ é agissant sur chfn = HO(TO”Ofn /SP, O ./sp) (principe de Koecher) par la
composition

5 c Tr
Th:vEPR 2 Ho(mm/SP(ﬁ),(’)Tw’n/sp(ﬁ)) 5 vEr

Proposition 5.2. — L’application B > Tﬁl définit un morphisme d’algébres
Z[Hp] — End(V55)
L’action de Z[Hp] respecte les formes cuspidales et est compatible avec les morphismes :
— Aoooo t HO(Too /P, QE) S VP [—K].
Démonstration. Vérifions I’équivariance du morphisme
Aoo,oo : HO(TOO/P7 Qg) — Voip[_’%/]

Soit h : Too/SP — Too /P et h' : Too /SP(B) — Too/P () les projections. On dispose d’un
morphisme de faisceaux sur 7oo /P, Qf — h O gp. Ce dernier morphisme induit, pour
i € {1,2}, des morphismes de T2°/P(f)-faisceaux

it — h;OT&fOO/SP(B)
Il s’agit alors de vérifier que le diagramme suivant commute :

5
* *
P ——— piQp

h O7ze/sP(8)

La vérification est locale pour la topologie étale, reprenons les notations de la démonstra-
tion du lemme 5.1. La formule

Thf(w(Wo) 0 9) = f((7") T w(t) 0 g0 @) = fw(¥i) oaj o goa)

appliquée avec g = 1 donne la commutativité et en revenant aux définitions on en déduit
les compatibilités annoncées. O

5.2. Propriétés des opérateurs de Hecke. —
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5.2.1. Contraction. — Posons fp = H}:Ol Bn,. L'opérateur TﬁlP diminue le niveau en p
dans le sens suivant (voir aussi [Hi02], p. 39) :

Proposition 5.3. — Supposons n > 2, alors :

T,BlP 'Ho(ﬁig,”/P7 wfig) C Ho(ﬁig,n—l/P7 w;jig)'

Démonstration. On va vérifier que Kp(n)fpKp(n) = Kp(n)BpKp(n — 1). Posons
Bp ' Kp(n)Bp N Kp(n) = Kp(n)’ et Bp' Kp(n)Bp NKp(n—1) = Kp(n—1)% pour alléger
les notations. Comme on sait que Kp(n)BpKp(n) = U, Kp(n)Bpu, ou u est un systeme
de représentants de Kp(n)??\Kp(n) et Kp(n)BpKp(n — 1) = Uy Kp(n)Bpu/, ot u' est
un systeme de représentants de Kp(n — 1)\ Kp(n — 1), on est amené & vérifier que le
morphisme naturel Kp(n)*?\Kp(n) — Kp(n — 1)°\Kp(n — 1) est un isomorphisme.
Considérons alors le diagramme commutatif

Kp(n) —— Kp(n—1) Kp(n)\Kp(n —1)

T ! d

Kp(n)?» —— Kp(n —1)* —— Kp(n)?*\Kp(n — 1)%°

Les lignes sont des suites exactes longues. En appliquant le lemme du serpent, on se ramene
a vérifier que le morphisme vertical f est un isomorphisme. Soit Up le radical unipotent
de P. En explicitant les groupes on vérifie que la source et le but de f sont isomorphes au
noyau Ker(UY(Z/p") — US(Z/p"!)) du morphisme de réduction modulo p"~!. O

5.2.2. Le projecteur. —

Définition 5.1. — On définit un projecteur ep de P-ordinarité par la formule :

ep = lim (T3,)™

n—oo

L’algebre des formes p-adiques P-ordinaires est image epVEY du projecteur.
Pour tout poids k € X(Tq), on note M"4=F (k. T\, Z,) et S74F (k,Tpr,Zy) les images
de M(k,T'nr, Zy) et S(k,Tnr, Zy) dans ep V2P,

Remarque 5.3. — Le projecteur ep ne respecte pas les modules M(k,Iar,7Z,) et
S(k,I'nr,Zyp). Les éléments de M‘"’d_P(n,I’N,Zp) et ST (k, In,Z,) sont des formes
modulaires de niveau I'ar N Ip, ol Ip est le sous-groupe parahorique de G(Z) des matrices
dont la réduction modulo p appartient a Sp(Z/pZ).

Proposition 5.4. — Pour tout k € X(Tq)", on a des isomorphismes

epHO(Trig1 /P, wh,) — epVEP =K ®z, Q,

T |

epHO(Too,l/P, @") = epVO*ZP[—n’]
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Démonstration. Considérons le diagramme suivant (le morphisme res est défini au nu-
méro 5.1.2, application Ay o au numéro 4.2.2) :

rig

res K Acsoo
Ho(ﬁigVOO/Pv wfz‘g) - Ho(ﬁig,OO/R QP,m‘g) - Vogp[_’il][%]

T

HO(Trig,1 /P, wr,)
D’apres la proposition 5.3 on a un isomorphisme epH%(7;4.1/P, wfig)%epHO (Trigoo/ P, wriy)-
Il reste donc & montrer qu’on a un isomorphisme
epH’ (Trig,00/ P, Wfig)gePHo(ﬁig,OO/Pa Qf’,m‘g)
ou ce qui revient au méme, un isomorphisme :
epH (T /P, &™) SepHO(Too /P, QF)

Pour tout z € 7w /P et tout faisceau cohérent F de O _,p-modules, on note F, =
colimgey F(U), ou la limite inductive va sur les ouverts formels de 7o /P qui contiennent
z. Notons wj le O, p-module, noyau du morphisme res : w® — Qf. Considérons le
diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont le début des résolutions de Godement
augmenteées :

(’DS(TOO/P) - HzEToo/P (’:}g,m - HxEToo/P <(H:c/ (’D(fim’)/ajg)x

& (Too/P) —— e p & — aeryp (Lo @2)/2")

U (Too/P) — [aero o Wo — Toero o ((Hx/ ) /Qg)x

Les opérateurs Tﬁl agissent sur ce diagramme. La précaution consistant a prendre une
résolution de Godement au niveau formel plutét qu’au niveau rigide provient de la nor-
malisation du morphisme trace du numéro 5.1.3. Cette normalisation est de nature locale
pour le schéma formel 75, /P mais pas pour Iespace rigide associé. Le morphisme

I - I o%.
€T /P €T /P
est surjectif. Il résulte du lemme 5.1 et de la proposition 3.2 que

er. [ @6.=0

€T /P

ep. H Wk = ep. H Qp .
€T /P €T /P
Il résulte encore du lemme 5.1 et de la proposition 3.2 que

ev. TI ((QTat./a5) =0

€T /P x’

d’ou un isomorphisme :

Ceci montre bien I'isomorphisme
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epHY (Too /P, @0%) SepHY (Too /P, Q)

O
Remarque 5.4. — On a aussi, suivant la remarque 3.3, 1’égalité epHO(Too,l/P,w”) =
epHO(TOOJ/P,(I)H).
5.2.8. Le cas d’un poids Q-régulier. — On peut encore améliorer la “descente” de la pro-

position 5.4 lorsque le poids est Q-régulier et passer de Too1/P & Soo. Pour cela, il nous
faut introduire un nouvel opérateur Tgp, suivant [Hi02], p. 39-40.
Notons Bp = diag(ap,u(ﬁp)woaglwo). La double classe Kp(1)8pKg définit une corres-
pondance que nous notons simplement 7'0201 /P. Ses R-points sont la donnée de :
— Une variété abélienne ordinaire principalement polarisée A i) R et d’'un P-drapeau :
¥y 1 ) ~ Alp]® mod P.
— Une variété abélienne ordinaire principalement polarisée A’ i; R et d’'un P-
drapeau : ¥ : uf ~ A[p]® mod P.
— Une p-isogénie de facteur de similitude v(8p), 7 : A — A’ telle qu’il existe (locale-
ment pour la topologie étale) des trivialisations e : fije = [p>]0 et ., : L
A'[p=°, .| ug =¥} mod P dans lesquelles

!
—1
woo °7T°1/foo:04P

On dispose a nouveau de deux projections pi,po : 7-0261 /P — Teh /P et d’une immersion
ouverte et fermée T2 /P (fp) — 72’;01 /P.

Soit Z : Spec k — 7’0201 /P un point géométrique.

Lemme 5.2. — Il existe w(Z) € W/Wy (peut-étre pas unique) et 9> @ ple ~
Ap>]°, Yoo = b1 mod P, o : Hoee ™ [p>1°, ¥, = ¢} mod P des trivialisations au
dessus de Spec k telles que

Yoo 0T 0 1) = apw (%)

De plus w(z) = 1 si et seulement si T € T4 /P (Bp) et dans ce cas w(Z) est unique.

Démonstration. Par définition de la correspondance 710201 /P, il existe des trivialisations
Y% e = AP0 et YL ¢ piee =~ A'[p™]°, YL, = 1] mod P dans lesquelles

1
Yoot omopd = ap

La trivialisation ¥, mod P définit un P-drapeau dans A[p]°. Comme la position relative
des P-drapeaux est parametrée par W, il existe w € Wp tel que ¥% ow mod P = 1;.
Posons donc 9o, = 93, 0w et w(z) = w™!. Siw(z) = 1 alors  — T2 /P(f) par définition
de la correspondance. Dans ce cas on vérifie bien que w(Z) est unique. O

Soit k € X(Tq)". Nous définissons un morphisme 7" : p5w”, g — Piwy, par la regle :

fre[7f we wl(ap) f(w)]

ot w' est tel que Tw = w'.
Soit € Too,1/P(Fp). Notons B 'hensélisé strict de Too,1/P en . Notons K = B[1/p].
Voici une généralisation du lemme 5.1.



26 Sur la théorie de Hida pour le groupe GSp,,

Lemme 5.3. — Il existe un diagramme commutatif ou les applications verticales sont des
isomorphismes

(@ (ap)

Rp[#'] Ri[r'] K[K']

| T |

pyw"(B) — psw

rzg(K) plwmg(K)

Démonstration. D’aprés le lemme 5.2, il existe 1™ @ pfo =~ A[p>®]°, Yo = 91 mod P
et Pl ¢ e ~ Ap™>]° ., = 9| mod P deux trivialisations au dessus de Spec A,
compatlbles avec les structures de niveau partielles et un élément w = w(z) € W/ W tels
que 11}00 om0 = apw. Le diagramme suivant commute :

ey, /B A/B
ww;o)T w(wOO)T
Bg wap Bg

Tl en résulte que 7 f(w(Yoo) 0 g) = f(W(¥h) 0 aprw™ o goap). O

—>eQ

Notons Tr = mEPlTrp1 : (pl)*(’)ff;éfl mpo 07—0@?1 /p la trace normalisée. On dispose

d’un opérateur

T : Ho(mgc l/Pa wfig) - HO( g, l/P p2wrzg) _> HO( g, l/P p mg) Ho(mg I/P wmg)

Il résulte du principe de Koecher que Tgp € End(H%(Trig1/P, Wk g)) et cet opérateur res-
pecte la cuspidalité.

Proposition 5.5. — Si k€ X(Tq) est Q-régulier, pour tout f € epH®(Too1/P,w"),
Th,.f — Tap-f € pPH (Too1 /P, &%)

Démonstration. On a Tﬁlp.f — TﬁP.f = (TﬁlP — Tﬁp)-f- On peut donc appliquer les
lemmes 5.2 et 5.3 pour se ramener au lemme 3.1. O

Comme l'image de Tgp est constituée de sections GL(Zj)-invariantes, I'opérateur TBP est &
valeur dans H%(S4, @"). L’opérateur TﬁlP est inversible sur le module ep (H° (75,1 /P, w")),
on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 5.2. — Lorsque r est Q-régulier, linclusion naturelle H°(S,w®) —
HO(TOO,l/P,w“) mduit un isomorphisme apres la projection ep :

epHO(SOO, (J.)H);>6PH0(TOO71/P, w).

Démonstration. Grace a la proposition 5.5, on peut appliquer le lemme de Nakayama
topologique & I'injection epH%(Swo, w”) — epHO(Too1/P,w"). O

5.2.4. Le cas des formes avec un Nebentypus. — Soit ¢ un nombre premier ne divisant
pas Np, A I'anneau des entiers d’une extension fini de Q,, d’uniformisante 7. Soit x :
(Z/qZ)* — A* un caractere. Il est immédiat de généraliser la discussion précédente aux
formes avec un Nebentypus. Le point est que les correspondances et les opérateurs définis
en p commutent avec 'action de (Z/gZ)*. On obtient donc la proposition :
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Proposition 5.6. — Soit P un parabolique standard de GL, et k € X(Tq)" un caractére
dominant. On a un isomorphisme

ePHO((%,q)oo,l/P7wn(X)) — eP‘/i?tioo[Xa _ﬁ/]

Si le poids est Q-régulier, on a de plus un isomorphisme

epH” ((S0,9)00, (X)) = epH? ((T0,9)00,1/Ps " (X))

6. Le théoréme de relévement et ses applications

6.1. Le théoréme de changement de base. — On insiste ici sur le fait que la struc-
ture de niveau N est telle que I'ys est net. On dispose de morphismes de changement de
base H(S,w") — HO(S,,w"). Notons HY, . (Sm,w") le sous-module de H(S,,,w") des
formes qui s’annulent au bord.

Théoréme 6.1. — Si le poids k est paralléle, le morphisme de réduction modulo p™,
HO(S,w") — HO(S,,, w"™) est surjectif.

De plus, il existe N € N, tel que pour tout poids paralléele k = k avec k > N, les applications
sutvantes sont surjectives :

M(k,Cnr, Zp) = M(k,Tpr,Fp) et S(k,Tar,Zp) — S(k,Tar, Fp)

1 —
A/X
tion minimale, X*. On note encore wl le faisceau inversible sur la compactification
minimale qui induit w! par image inverse. Il est ample sur la compactification mi-
nimale ([F-C], V, thm. 2.3). Il en résulte que l'image S* de S dans la compactifi-
cation minimale est affine. Pour tout Z,-module M, et tout poids parallele k = k,
HO(S,w" ®z, M) = H°(S*,w" ®z, M). Comme S* est affine, il n’y a pas d’obstruction
A relever les sections. De méme, comme wt est ample, il existe N tel que pour k > N et
k=k H(X*w"®F,) = Hiusp(X*, w* @F,) = 0. Dans ce cas, il n’y a pas d’obstruction
a relever les sections de la caractéristique p vers la caractéristique 0. 0

Démonstration. Le faisceau inversible wl = A9IQ descend a la compactifica-

Dans le cas général, on a un théoreme pour les formes cuspidales. Il est di a Hida
([Hi02], th. 3.1). La démonstration occupe la suite de cette section.

Théoréme 6.2. — Soit P un parabolique standard de GL4, Q = wo.'P.wy et k € X(Tq)
un caractére. Les morphismes

K K SP SP
ngsp(S,w )—>H0 (Sm,w"™) et V. -k =V, [—#']

cusp 00,CUSP m,cusp

sont surjectifs.
De plus, il existe N(k) € N, tel que pour tout k > N(k), le morphisme

S(k +k,Tn,Zp) = S(k + k, T, Fp)
est surjectif.

On a des théoremes analogues lorsque les formes ont un Nebentypus. Soit ¢ un nombre
premier ne divisant pas Np, A I'anneau des entiers d’une extension finie de Q,, d’unifor-
misante 7w et x : (Z/qZ)* — A* une caractere.

Théoréme 6.3. — Si le poids k est paralléle, le morphisme de réduction modulo ™™,

H2(So.g,w"(x)) = H((So,0)m " (X))
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est surjectif.
De plus, il existe N € N tel que les morphismes suivant soient surjectifs si &k = k avec
k>N :

M(r, T (9), X, A) = M(k, TR(), x, A/mA) et S(r,T(q), x, A) = S(5, Tk (), x, A/mA)
Dans le cas général, on a :

Théoréme 6.4. — Soit P un parabolique standard de GLg, Q = wo.'P.wy et k € X(Tq)
un caractére. Les morphisme de réduction modulo ©™

cusp(‘so q: (X)) - H(c)usp(SO,Q’ wH(X)®A/7rm) et Vvl,q,oo cusp[x ] - ‘/1,q m cusp[X _K:/]

sont surjectifs.
De plus, il existe N(k) € N, tel que pour tout k > N(k), le morphisme

S(r + k. TRe(q), X, A) = S(k + k, TR (q), x, A/7A)
est surjectif.

Nous allons démontrer le théoreme 6.4. Les mémes arguments démontrent le théoreme
6.2. Nous reprenons le schéma de la démonstration de Hida dans [Hi02]. Elle s’organise
comme suit :
Soit X{, la compactification minimale de Xo 4 et 7 : Xoq — X3, la projection vers la
compactification minimale. On rappelle que H € H° (Xa’q,wE@J Z,/pZ) est 'invariant de
Hasse. Grace a la propriété d’amplitude du faisceau wl, il existe t € N et un relevement E
de H! & la caractéristique 0. L’image de 'ouvert Sp; = Xo,4[1/E], de non annulation de E,
dans X ¢ est un schéma affine par amplitude du faisceau w 1=l qur la compactification
minimale. Considérons les carrés cartésiens (le second est la restriction du premier au lieu
de non annulation de F) :

sord

= im = “m
Xoglajzm = Xog So,gla/xm == S04
iﬂ— \Lﬂ— lﬂ.ord iﬂ.ord
* im * * igd *
XO,q’A/TI'm XU,q SO,q‘A/TK‘"L SO,q

Considérons 7g 4,00/ SP EN S0,q,00 le quotient de la tour d’Igusa par le groupe SP(Z,).
On note wtoPPr = 075, 00/ sp[—+'] et wéff;’;’” le sous-faisceau des sections qui s’annulent

aux pointes.

Lemme 6.1. — Pour démontrer le théoréme 6.4, il suffit donc de montrer que les mor-
phismes de changement de base

i:nﬂ* wgusp(X) — W*i:n w?usp(X) et (i%d)*ﬂzrd szggg”ﬁ(X) - Fird(i%d)* WEZI;’pP’K(X)

sont des isomorphismes.

Démonstration. En utilisant le fait que 867(1 est affine, on a

cusp (SO,II? ( )) ® A/”TmA = ngsp (qua W*WH(X ) ® A/’/TmA

)

cusp (SO q? lmﬂ*w (
cusp (SO q’ W*Z H(X))

= cusp (80&7 me )

top,P,x
on raisonne de méme avec le faisceau weysp ™ (x)-
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Montrons le dernier point du théoreme. Pour tout & € Z, on a la formule de projection :

W*ngg%(X) = wE ® 71-*('ugusp(X)

Comme wt est ample sur la compactification minimale, pour k& >> 0, on a I’annulation

H. (X&q,ﬂ*w”j%(x)) =0

cusp

On en déduit que HY,, (X3 ., mw™E(x)) @ A/m™A = HY,, (X3 . in,mew™ (). On peut

cusp cusp
alors raisonner comme au dessus. O

La démonstration des énoncés de changement de base du lemme est un calcul local
pour la topologie fppf. Ces morphismes de changement de base sont clairement des iso-
morphismes sur le complémentaire des pointes. Il s’agit donc de comprendre la projection
7 au niveau des pointes. Pour ce faire, nous avons besoin de faire quelques rappels sur les
compactifications toroidales et minimales suivant [F-C]| et [Str].

6.1.0.1. Rappels sur les compactifications. — Commencons par introduire des données
combinatoires. Soit V' = EB?ilZei un Z-module libre de rang 2g, muni d’une base (€;);e[1,24]-
On le munit de la forme symplectique <, > donné par la matrice J dans cette base. Soit €
I’ensembles des sous-modules totalement isotropes facteurs directs de V. Pour tout V' € €,
notons C(V/V'1) le cone des formes bilinéaires symétriques semi-définies positives sur
(V/V'L) @ R, dont le radical est défini sur Q. Pour tout V" C V’, il existe une inclusion
de C(V/V"L) dans C(V/V'+). Notons C le quotient de I'union disjointe

IT covv

Ve

par la relation d’équivalence engendrée par les inclusions de C(V/V"'+) dans C(V/V'+)
pour tous facteurs directs totalement isotropes V/ C V.

Soit I'entier N’ = Ngq. Considérons les groupes abéliens (Z/N'Z)?9 et (Z/NZ)?I munis de
la forme symplectique donnée par la matrice J dans leurs bases canoniques. La base (e;)
de V' nous fournit des isomorphisme symplectiques naturels ¢y : V/N'V — (Z/N'Z)?9 et
Yy : V/NV — (Z/NZ)?9. Notons tp la N-orbite de vy. Notons enfin H le sous-groupe
de V/qV engendré par I’élément @) qui est par définition la classe de e; dans V/qV'.

Le groupe G(Z) agit sur V et les stabilisateur de 1y, ¥n et ¥ar sont respectivement Iy,
I'n et Ty

Notons I'%(g) et T (q) les sous-groupes de G(Z) stabilisant H et Q. Pour i = 0 ou 1 notons
enfin T'/(¢) =T"(¢) NTar. On a les inclusions de groupes

Iy € D) € Tir(a)

et le quotient T'y-(¢)\I'}/(q) est isomorphe & (Z/qZ)*. Notons N (g) et N9(q) les images
de T'}/(q) et I'}(¢q) dans G(Z/N'Z).

Soit X+ espace de module des variétés abéliennes principalement polarisées de genre
g, de niveau principal N’. Le groupe G(Z/N'Z) agit sur X+ et on a des isomorphismes
canoniques X/ /N1(q) ~ X1,4 et Xn//N(q) ~ Xo 4.

Choisissons une décomposition polyédrale rationnelle & de C qui est I'y» admissible ([Str],
déf. 3.2.3.1). 11 lui correspond une compactification toroidale Xy: ([F-C], IV th. 6.7). Le
groupe G(N’) agit sur cette compactification. Les quotients Xx+/AN°(q) et Xn/N1(q)
sont des compactifications toroidales X, et X, de Xo 4 et X1 4. D’apres [Str], Chap. 5,
le sous-groupe d’ordre ¢ universel H au dessus de X, se prolonge en un sous-groupe fini
et plat encore noté H sur le schéma Xo, ([Str], th 5.2.1). On a donc

X1, = Isomg, (Z/qZ, H)
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On dispose d’une application & — € qui a toute face o de & associe le plus petit facteur
direct isotrope V' € € tel que o C C(V/V'+).

Sur Xy il y a une stratification fine paramétrée par &/I'y» au dessus d’une stratification
grossiere paramétrée par €/I'ys ([F-C] IV th. 6.7 et [Str], prop. 3.3.1.2).

Soit X3, la compactification minimale de Xpy/. Et 7 : Xy — X3 la projection. Sur
X3 on a une stratification paramétrée par €/I"y/, compatible avec le morphisme 7. Le
groupe G(Z/N') agit aussi sur la compactification minimale, de fagon compatible avec le
morphisme 7. Les quotients X3, /./\f(? et X3, /N, ql sont les compactifications minimales X7,
et X7, de Xogq et Xy 4.

On a donc un diagramme commutatif, G(Z/N'Z)-équivariant

Xy —— X1 — Ko,

e

* * *
XN’ Xl,q XO,q

La présentation qui suit est empruntée au premier chapitre de [Str]. Soit V' un élément
de €. Soit Ay v 'espace de module des schémas abéliens A principalement polarisés, de
dimension le rang de V’, munis d’isomorphismes symplectiques V'+/V’ ®7 Z/N' ~ A[N"].
Soit Ay+ nyv — Ay nv le schéma abélien universel.

Posons Xy = V/V/L et Sy = Sym? Xy

Soit By n» = Homa,,, , (%X vr, Ayr nv). Au dessus de By v on dispose d'une application
universelle ¢y : %XV/ — Ay . Notons ¢ = cy/| X+ Soit Ty le tore de caractere Xy .
A c on associe 'extension universelle

0— Ty — sz — AV’,N’ — 0
On dispose ainsi d'un GL4-torseur

Isom((’)gv QG /By n)

et reprenant la construction du numéro 4.1.1 on construit, pour tout poids k € X (T), des
faisceaux cohérents w" sur By nr.

Notons A?fffN/ le lieu ordinaire de Ay n et B{’/T/le, = By N1 X Ay oy A?,T,?N/. On dispose
d’une tour d’Igusa :

)
/,Nl

Too v/ N1 = IsomB‘O/T/le (pee, G ™))

Notons f : Too v .n/SP — B{’},‘fN, la tour d’Igusa quotienté par le groupe SP. Pour
tout parabolique standard P et tout caractére k € X(Tp), on peut donc considérer, au
dessus de B?},dN/, les faisceaux w! PP = FO7_ ) /5P [k] et le sous-faisceau des formes

3 t ’Pa
cuspidales weyep

Notons P — Ay nv x Ay nv le fibré de Poincaré. Soit My y/ le torseur sous
Hom(47 Sy, Gy,) des trivialisations symétriques de la biextension (cyr x en/)*PY "

Le schéma My n/ est I'espace de modules des 1-motifs principalement polarisés de rang
g, rigidifiés par Xy et munis d’une structure de niveau principale M[N'] ~ V/N'V
induisant des isomorphismes M [N'] ~ V' ®z un/, M®[N'] ~ V'LV’ @5 Z/N' et
Me[N'| ~V/V't @, Z/N'.

Le stabilisateur dans G du facteur direct isotrope V' définit un sous-groupe parabolique
que nous notons Py. Ce groupe est conjugué dans G(Z) au parabolique de G(Z) des
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matrices triangulaire par blocs de taille r x r, 2g — 2r x 2g — 2r, r x r (r est le rang de
V')

A Cy D
0 B (s
0 0 A
Soit Ly le sous-groupe de Levi de Py des matrices conjuguées a
A 0 O
0 B 0
0 0 A

isomorphe & GL; x GSpyg_g, X Gp,. Soit Uy le radical unipotent des matrices conjuguées
a

1, C1 D
0 log—2r O
0 0 1,
Le groupe Uy est le produit semi-direct du groupe Cy des matrices conjuguées a
1, 1 0
0 Igg-2 (9
0 0 1,

isomorphe au groupe Hom(Z", Z2972") par le groupe Dy~ des matrices conjuguées &

1, 0 D
0 1o5-9- O
0 0 1,

lui méme isomorphe au groupe Hom(Sym?2Z", Z).

Le groupe Py/(Z/N'Z) agit sur My ([F-C], IV 6.5). Cette action induit une ac-
tion libre et transitive sur les structures de niveau principales N’, compatibles avec V.
De plus le dévissage précédent du groupe Py/(Z/N'Z) est compatible avec le dévissage
My N+ — By nr — Ay no.

Posons F%’V,(q) =Py/(Z) NT(q) et F}\/’V,(q) =Py/(Z) NT ) (q).

Notons N, (q) et N&/(q) leurs images respectives dans Py (Z/N'Z).

Les quotients My nv/NL.(q) = My nro.q €6 Myr i JNE(q) = My a4 sont des sché-
mas classifiant les 1-motifs M, principalement polarisés de genre g, rigidifiés par Xy,
munis d’'une structure de niveau AN compatible avec V'’ et d’un sous-groupe d’ordre ¢,
H C M]g| (resp. d'un point d’ordre ¢, @ € M|q]).

De facon plus précise, il existe un groupe abéliens libre

1
SV/

SV/ C SV’,N,O,q C ﬁ

et un dévissage
My nog = Byvinog = Aviaog

— Ay nro,q est Tespace de modules des schémas abéliens principalement polarisés
de genre g, munis d’une structure de niveau induite par I'image de N¥,(q) dans
GSp(V'+/V)(Z/N'Z).

— By ar0,4 est un schéma abélien sur Ay yr 4 isogene au produit de r copies du
schéma abélien universel Ay pr0.4-

— My 0,4 = Byraro,q €st un torseur sous le tore Hom(Sy ar0.4: Gm)-



32 Sur la théorie de Hida pour le groupe GSp,,

De plus

My xt 1 = Tsomy, . (2o H)
Le schéma My x4 est affine au dessus de By a4 et est le spectre d'un faisceau d’
OBV/’ N, Qq—algébre cohérente L. Cette algebre se décompose sous l'action du tore

Hom(SV’7N,07qv Gm) :
L= & W

)\ESV/ N,0,q
Soit k un corps séparablement clos et Z : Spec k — X{ , un point géométrique reposant
dans la V'-strate. La donnée de T est équivalente & la donnée d’un point géométrique (noté
de la méme facon) Z : Spec k — Ay a7 0,4. Notons (’)ngﬂ—7 le localisé strict de X, en T

et O Xg,@ Son complété au point fermé.

Soit Ay A.0,4,z le localisé strict de Ay a7 94 en Z. Notons BV’,N,O,q@ le complété formel
de By a0, X Ay a0,z le long de la fibre de By arq — Avraro,q €n 2. La proposition
qui suit est essentiellement contenue dans [F-CJ, V th. 2.7. On peut aussi consulter [Str],
prop. 4.2.6.

Proposition 6.1. — On a un isomorphisme canonique :
A 5 o /(q)
- 0 NV
Oxg o — ( 11 H (BVHN,Qq,ivﬁ()\)))

AESy1 pr0,4NC(V/V )V
et pour tout caractére x : Z/qZ* — A*, on a (non canoniquement si x # 1) :

HY (Spec (’A)Xa’qj,ﬂ'*w”(x)) = ( H H (l’;’vz7N707q7j,£()\)®w”)>
XESY 1 pr0.4NC(V/V' L)V

F_(/)\fyvl (9)

Si 'k est de caractéristique p et T € §f ,(k), on a de méme
. 5 . (@
HO (Spee Oxg . 72wt (0) = (T B (Burvoaa, £O) @ t7P) ) 40
A

avec A € Sy1 nr0,4 N C(V/V'H)V.
Démonstration. La décomposition polyédrale & de C induit un plongement torique
My n0q = Myviaog
Soit /\le/7 N ,0,q la complétion le long de la strate fermé. Par construction on a
ES 0 2~ Vv’
Mvyinoq/Tavi(@) ~ X,

ol )?S/ ; est la complétion de )_(0,(1 le long de la V’-strate. Notons )?8/ (;,56 la complétion
de )_((‘)f; le long de la fibre du morphisme X, — Xg 4 Dapres [EGA] III 4.1.5, on

a éXg,q,i = HO()_((‘)/’ ;’f, OXo,q) et le premier isomorphisme découle de la description des
fonctions régulieres sur MV’, N,0,q- Les isomorphismes restant pour le caractére x = 1 sont
une version avec coefficient du premier isomorphisme. Ils se démontrent de la méme fagon.
Le revétement étale X 1, = Xo,q est trivial au dessus de X&{ ;750 car le groupe H est constant.
En effet, il y a trois cas a considérer selon la position de H par rapport a la filtration a
trois crans sur le 1-motif ([Str], 1.2.4). Si H est torique, son groupe de cocaractere est
constant, donné par le groupe H C V/qV NV’ /qV'. 1l en résulte que Isom(Z/qZ, H) est un
groupe constant (car la base contient les racines g-iemes de 'unité). Si H est abélien, H
est donné au dessus de Ay a7 g 4.z dans la g-torsion constante du schéma abélien universel.
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Si H est étale, il est donné par image (non triviale) de H € V/qV dans V/V'+, qui est
constante.
Il en résulte que les sections y-variantes de w” au dessus de X7 4 X Ko.q X0 ¢z S'identifient

(non-canoniquement) aux section de w" au dessus de Xo q,z- On raisonne de méme avec
1

top,P,n(

les sections de w X) ou @"(x). Ceci permet bien de conclure. O

Lemme 6.2. — Pour tout A\ € Sy’ n 04N C(V/V'H)Y défini positif, la formation de
HO(B’V/’N,O’qj,ﬁ()\) ® w") commute au changement de base. Lorsque T € S{ (k) avec

k de caractéristique p, la formation de HO([%V/,NQQ@,E()\) ® woPPr) commute aussi au
changement de base.

Démonstration. Au dessus de By 4, le faisceau localement libre e QL est
T Gv1 /By n0.q
une extension

— QL

—0
gV’/BV’,N,O,q

0—e —

*Ql *Ql
Ay /By n0,q € Ty1/Byi ar0,q

Au dessus de Z’S’V/, N,0,q,5> 1es deux faisceaux aux extrémités de la suite exacte sont libres.
Il en résulte que pour tout poids k, le faisceau w” est une extension de faisceaux libres.
Rappelons que By a7, est un schéma abélien, et que le faisceau L£(\) est ample. Le
premier point résulte donc du théoréeme d’annulation de Mumford [Mul], I1I, 16.

Au dessus de By, /\/0 o> on ala tour d’Igusa :

!
Too,VIN 0, = ISOHIBs/r/dN‘O (p gmu ™).

Notons Bm VIN0.g la réduction modulo p™ de By NO g et

frmn t T, v/ N 0.0/P — B%,V’,N,O,q

la réduction modulo p™ de la tour d’Igusa tronquée au cran n et quotientée par P. Le
morphisme f, , est fini et étale, il résulte d'un théoréme de Lang et Serre (voir [Mu]
IV, 18) que chaque composante connexe de Ty, n v/ A70,4/P est un schéma abélien et que
la restriction de f,,, a chaque composante connexe est une isogénie. On en déduit que
le faisceau fy;, ,£(\) est ample, et par le théoreme d’annulation [Mu], III, 16, que la

formation de H® (72,7”071//,/\/70,(173—0/P7 0 ® frn,L(N)) commute au changement de base (on
a noté O le faisceau structural). Voila qui démontre le second point lorsque le caracteére
k est trivial. Pour k général, on reprend I'argument précédent en remplacant le faisceau
structural @ par le faisceau inversible 0'(k) des fonctions régulieres —r’-variantes sur
T, v N0,/ SP. Comme le faisceau €(k) est algébriquement équivalent a zéro, le théo-
reme d’annulation s’applique. ]

Soit z : Spec k — X , un point géométrique de la fibre spéciale de X .
Proposition 6.2. — Le morphisme de changement de base
H° (Spec (’)X* x,mwcusp( )) — HY (Spec OX* Q@ A/TA, mwcusp(x))

est surjectif.
De méme si x € Sj ,(k), le morphisme de changement de base

HO(SpeC @X* x,ﬁfrdwtOPP“( )) — HO(Spec (’)X* Q@ A/TA, rordytorP, (X))

cusp cusp

est surjectif.
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Démonstration. Le groupe I'ys x4 agit sur V' a travers un sous groupe d’indice fini de
GL(V"), noté GL(V')nr0,4- Il agit donc sur Sy a4 & travers ce groupe. Le stabilisateur
d’un élément X € Sy a4 positif et non dégénéré sous 'action de GL(V')nr 0,4 est un
groupe fini et donc trivial par netteté. Pour les faisceaux des formes cuspidales, les formules
de la proposition 6.1 ne font intervenir effectivement que les éléments A € Sy x4 qui
sont définis positifs. Comme le groupe GL(V')xr 0,4 agit librement sur ces éléments, on est
ramené au lemme 6.2. ]

6.2. Densité des formes classiques. — Soit P un parabolique standard de GLg4, Q =
wo.'P.wp et K € X(Tq). On a définit au numéro 4.2.1 un morphisme de comparaison
O} : S(k,Tnr, Zp) — Vcilgp - Le théoreme de changement de base précédent a le corollaire

important da a Hida lorsque P = B ([Hi02], cor. 3.4). La démonstration s’adapte sans
probleme a notre cas plus général :

Corollaire 6.1 (Densité des formes classiques). — Pour tout parabolique P, le mo-
dule

@ Op (S(k, L, Z ))®@p> ‘/tjifpoo
HEXTQ)

SP
est dense dans Vg, o

Pour P = GL, on a le méme énoncé sans supposer les formes cuspidales.

Un théoreme analogue vaut pour les formes possédant un Nebentypus. Soit ¢ un
nombre premier, premier a Np et A l'anneau des entiers d'une extension finie de Q,
d’uniformisante 7. Soit x : (Z/qZ)* — A* un caractere.

Théoréme 6.5. — Pour tout parabolique P et Q = wo.tP.wo, le module
B OS5 Th(@): X A) @ Qy ) N VED i clX
HGX(TP)

SP
est dense dans Vi7; sp 00l X]-
Pour P = GL, on a le méme énoncé sans supposer les formes cuspidales.

6.3. Finitude et indépendance du rang. — Le théoréme qui suit est une générali-
sation d’un résultat de Jochnowitz ([Joc]). Sa démonstration utilise les résultats de 1'ap-
pendice. Il est possible de donner une démonstration via I’application d’Eichler-Shimura
pour se ramener a l’énoncé correspondant en cohomologie de Betti ([Hi05], 4.2.2).

Théoréme 6.6. — Soit P un pambolique standard de GLg, Q = wo.'P.wy. Pour tout
poids k € X(Tq), le module epVSy, . [—K'] est libre de rang fini. Ce rang est indépendant
de la classe de k modulo p — 1.

De plus, lorsque k est Q-trés régulier, epS(k,Tar, Zp) = ep Vo, oo [— K.

Le méme énoncé vaut sans supposer la cuspidalité si P = GL,.

Démonstration.Le second point se déduit du théoreme A.1 de ’appendice et du co-
rollaire 5.2 (Noter que le projecteur e de I'appendice associé a I'opérateur U, = Tﬁl0 est
contenu dans le projecteur ep) Voici comment déduire le premier point. D’une part,

epVeusp,oo|—K'] @z, Fp = eprSp 1[—+'], d’apres le théoréme 6.2. Comme echusp 1[—+'] ne
dépend que de la classe de k modulo p — 1, on peut supposer que k est Q-tres régulier.
Dans ce cas, epS(k,Tnr, Zp) = epViey ool — / '] est bien de dimension finie. O

On a les mémes résultats lorsque les formes ont des Nebentypus. Soit ¢ un nombre
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premier ne divisant pas Np et A l'anneau des entiers d'une extension finie de @,
d’uniformisante 7. Soit x : (Z/qZ)* — A* un caractere.

Théoréme 6.7. — Soit P un parabolique standard de GLy, Q = wq.'P.wy. Pour tout poids
k € X(Tq), le module epVeysp oo|X, —K'] est libre de rang fini. Ce rang est indépendant de
la classe de kK modulo p — 1.

De plus, lorsque k est Q-trés régulier epS(k, F?v(q),x,A) = epmﬁfwsp,oo[% —K'].

Le méme énoncé vaut sans supposer la cuspidalité si P = GL,.

7. Le théoréme de controdle vertical

Soit P un parabolique standard de GL4. Notons Q = wo.tP.wpg. Soit Vord—P —

. _ . : _ d—P
colim,,>0ep V5t et ng;gp P le sous-module des formes cuspidales. Soit Vo' 4=F* et Vg,
5 d—Pp d—P
les duaux a valeur dans Q,/Z, de V" et Voysp -

Soit I'q le pro-p sous-groupe maximal de Tq(Z,) donné par la suite exacte 1 — I'q —
Tq(Zy) = Tq(Z/p) — 1. Le relevement de Teichmiiller scinde la suite précédente et on a
un isomorphisme Tq(Z,) ~ T'q x Tq(Z/p). Soit Z,[[Tq(Z,)]] I'algebre de groupe complé-
tée et son sous-anneau de serie formelle Aq = Z,[[I'q]].

L’ action de Tq(Z,) sur epV,>¥ induit une action continue sur Yo4=F et Yord=rx,

Le théoreme qui suit est di & Hida ([Hi02], th. 1.1.) dans le cas ou P = B.

Théoréme 7.1 (contrdle vertical). — 1. Pour tout poids k € X(Tq), le module
epvcigpm[—/f’] est libre de rang fini sur Z,. Ce rang ne dépend que de la classe de
modulo p — 1.

2. Si le poids k est dominant, on a :
epHO (Too1 /P, w") ~ ep VP [—K]].
3. Si le poids k est Q-régulier, on a :
epH'(S,w") ~ ep VP [—K/].
4. Si le poids k est Q-trés régulier, on a :

epS(k, Tar, Zp) ~ epVial =K.

cusp,00

5. Le module VS&?;P’* est libre de rang fini sur Aq.

6. Pour tout poids k on a :

d—P SP
Veusp " ©2,[[wq(z,)])x Lp = Hom(epVeyg oo[=#'] Zy)-
Si P = GLg, tous les énoncés précédents sont valables sans supposer les formes
cuspidales.

Démonstration. Les points 1, 2, 3 et 4 sont la proposition 5.4, le théoreme 6.6 et le
corollaire 5.2 du texte.

Passons a la démonstration des points 5 et 6. Tout caractere k € X(Tq), on a un

VIIP—K] = epVial, o[~k @z, Qp/Z,. On a également un accouplement

isomorphisme V& Ctspi00

de dualité :
H VOT'd—P ! Q Z — VOT'd—P,* Z
Ome/Zp( cusp [ K ]’ p/ p) cusp ®Zp[TQ(Zz))H7” P

Comme Homg, /7, (Vo T [—+],Qp/Zy) = Hom(ep VY, o [—K'], Zy) le point 6 est démon-

cusp cusp,00
tré.
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Soit x : Tq(Zy) — (Z/pZ)* un caractere et x : Tq(Zy) — Z, le relevement de

Teichmiiller. Notons d(x) le rang du Z,-module V;’;";l,j Pox ®7,([Tq(Zp)).% Lp €t choisissons
en une base s1, ..., Sq(y)-

Considérons I'application Ag-linéaire,

. A4 T %00 ysord—P,
FraQy = Vo " ®,rq@/m2)) v Lr

Par le lemme de Nakayama f est surjective.

Pour tout caractere k € X(Tq) tel que k|t z/pz) = X’TQ(Z/p)v Papplication induite

9] d—P,
FOL:AQY ®nqulp = Vg ™ @, [1Tp(@,)))n L
est un isomorphisme car c’est une application linéaire surjective entre deux Z,-modules
libres de méme rang. Par densité Zariskienne des caractéres s considérés dans Spec Aq,
on en déduit que f est un isomorphisme.

Comme
d—P*x __ d—P %
V;:S:D - @ Vg;sp ®Zp[[TQ(Z/P)H»UTQ(Z/;;Z) L
X
ou la somme porte sur les caracteres x : Tp(Z/p) — Z/p* on en déduit le 5. O

Voici I'énoncé correspondant pour des formes avec un nebentypus. Soit ¢ un nombre
premier ne divisant pas Np, A l'anneau des entiers d’une extension finie K de Q, et
X : (Z/qZ)* — A* un caractere. Notons Vlofqd_P = colimmzoepr; m €t Vf:f;gp le

ord—P x ot Vord—P,*

sous-module des formes cuspidales. Soit V les duaux a valeur dans

La,x La,x,cusp
d—P d—P
K/A de foq [x] et foqwsp[x].
Théoréme 7.2. — 1. Pour tout poids k € X(Tq), le module epqulfcuspm[x, —K'] est

libre de rang fini sur Z,. Ce rang ne dépend que de la classe de kK modulo p — 1.

2. i le poids k est dominant, on a :
epH ((To,q) 001/ P, w0 (X)) = ep Vg oo [X, =],
3. Si le poids k est Q-régulier, on a :
epH(So.g, " (X)) ~ epVZ"[x, =4,
4. Si le poids k est Q-trées régulier, on a :

ePS(H7F9\/(Q)7X7A) = ePVSP [Xv_/i/]‘

1,q,cusp,00

5. Le module foqcf;}zfgp est libre de rang fini sur Aq®z, A.

6. Pour tout poids k on a :

d—P, N S
VI ey @ AT A = Hom(ep Vi) ey oo —#'], A).

Si P = GLg, tous les énoncés précédents sont valables sans supposer les formes
cuspidales.
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8. La théorie des familles de Hida
Nous allons appliquer le théoreme de controle vertical a ’étude de ’algebre de Hecke.

Définition 8.1. — 1. L’algébre de Hecke sphérique Hy en un nombre premier £, est
l'algébre
Z|G(Qe)//G(Ze)]
des fonctions a support compact sur G(Qy), bi-invariantes sous laction de G(Zj),
munie du produit de convolution.

2. Pour tout entier N, on note HY le produit tensoriel restreint des algébres de Hecke
He pour les nombres premiers £ ne divisant pas N .

On rappelle que ces algébres sont commutatives [Sa].

Proposition 8.1. — Soit P un parabolique standard de GLy, Q = wo."P.wy. Il existe une
action naturelle de HNP sur ‘/Cilgpm. Cette action commute a laction de Tq(Z,) et au

projecteur ep de P-ordinarité.

Démonstration. Dans [F-C], VII, 3. on associe & toute double classe G(Z/)BG(Zy)
avec 3 € G(Qy) une correspondance algébrique Xg au dessus de X. Les deux projections
sont étales et finies. On peut restreindre cette correspondance au lieu ordinaire de X,
S X g X. Comme ¢ est différent de p, on voit facilement que cette correspondance se
prolonge a la tour d’Igusa non compactifiée 72¢. On obtient donc une action de Hy (voir
[F-C], p. 254 pour la compatibilité a la structure d’algebre) sur les fonctions régulieres
sur la tour d’Igusa non compactifié qui sont aussi, d’apres le principe de Koecher, les
fonctions sur la tour d’Igusa. Cette action commute avec I’action de GL4(Zj,). Ceci permet
bien de définir une action de HP sur VO*ZP. Cette action respecte la cuspidalité car une
somme de fonctions cuspidales est cuspidale. Elle commute & 'action de tout opérateur
de Hecke de niveau p et donc au projecteur ep. ]

On obtient donc une action Z,[[Tq(Z,)]]-linéaire de HNP sur le Z,[[Tq(Z,)]]-module
de rang fini V&Z;’; P+ Ce module est libre de rang fini comme Ag-module. Soit Tord=P 14
Zy[[Tq(Zy)]]-algebre engendrée par 'image de HVP dans Endz, (m4(z,)) (vé’g;f‘;P’*). C’est
une Ag-algebre finie, sans torsion comme Ag-module.

Pour tout caractere k € X (Tq), les @p points de Spec Tor4—F Rz, [[To(Zp)]] & Zy, sont en bi-

jection avec les systeémes de valeurs propres pour l’algébre HV? agissant sur ep Kignoo [—K].

Grace au relevement de Teichmiiller, on a canoniquement Tq(Z,) = I'q x Tq(Z/pZ).
Tout caractere x : Tq(Z/pZ) — Z, définit donc un morphisme x : Z,[[Tq(Z,)]] — Aq-
Le schéma Spec Z,[[Tq(Zy)]] est semi-local. C’est la réunion, indexée par les caracteres

X : TQ(Z/pZ) — Z), des schémas locaux Spec Aq < Spec Zp|[Tq(Zy))].
Pour tout caractere x : Tq(Z/pZ) — Z,, notons T‘;(Td*P = Tord-F ®7,(ToZ)x Q-

On a donc un carré cartésien :

Spec TP —— Spec Z,[[Tq(Z,)]]

| |

[1, Spec TP —— [1, Spec Aq
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Théoreme 8.1. — Pour tout caractere x : Tq(Z/pZ) — Z,, le morphisme

f : Spec ']I“;(’"d_P — Spec Aq

est fini et toute composante irréductible de Spec ’]I‘;Td_P se surjecte sur Spec Aq.

Démonstration. Soit € Spec ']I‘;’(Td_P tel que f(z) n’est pas le point générique de
Spec Aq. Soit y' une générisation de f(z). On va vérifier que = admet une générisation
y tel que f(y) = . En effet, le Ag-module ']I‘;’"d_P est sans torsion. Localisons en x et
f(z). Le module (']I‘;’g“d_P)x est un (Aq)f(»)-module sans torsion. La fibre au dessus de ¢/,

(T;’"d_P) k(y) est non nulle, elle possede donc un point y. O
Corollaire 8.1. — Soitk € X(Tq). Soit f € epVo*Ziusp[—n’] ®z, Ly une forme modulaire
p-adique cuspidale P-ordinaire et propre pour Uaction de HNP.

1. Pour tout poids k € X(Tq), congru a k modulo p — 1, il existe une forme f €
epVO‘giusp[—FL’] ®z, ZLp, propre pour HNP, de systéme de valeurs propres congru d

celui de f modulo l’idéal mazximal de Zp.

2. Il existe une suite (kn)nen € X(TQ)Y de poids Q-trés réguliers convergeant vers
Kk et des formes f, € S‘”’d_P(/in,FN,Zp), propres pour Uaction de HNP, telles que
les systemes de valeurs propres des f, convergent uniformément vers le systéeme des

valeurs propres de f.

Démonstration. Il suffit de considérer une composante irréductible C'y de Spec Tord—F
passant par f. Elle se surjecte sur une composante irréductible Spec Aq de Spec Z,[[Tq(Z))]].
Tout & congru modulo p — 1 a x définit un point sur la méme composante Spec Aq que
k. On peut donc prendre f un élément de la fibre de C ¢ au dessus de &.

De méme, considérons une suite de poids (kp)nen , Q-trés réguliers, convergeant vers
k. On peut alors trouver une suite de points f, au dessus de k, qui converge vers f.
Ces points correspondent bien a des formes modulaires arithmétiques car x, est Q-tres
régulier. O

Remarque 8.1. — Les composantes irréductibles de Spec TP sont appelés des fa-
milles de Hida de formes propres.

9. Le théoréme de controle horizontal

Les techniques développées ici permettent de démontrer un théoréeme de controle

horizontal qui a des applications & la construction des systemes de Taylor-Wiles (voir
[Pil]). Soit ¢ un nombre premier vérifiant ¢ = 1 mod p et ¢ N. Soit A 'anneau d’entiers
d’une extension finie de Q). Soit 7 une uniformisante de A.
Le groupe (Z/qZ)* est le produit de son p-Sylow A, par un groupe Afl d’ordre premier a
p. Soit P un parabolique standard de GL;, Q = wp."P.wy et k € X(Tq). Notons comme
précédemment epV{®l - [—#'] le A-module des formes de Siegel p-adiques pour le
parabolique P, cuspidales, de niveau F}\/(q), de poids k, P-ordinaires. Le groupe (Z/qZ)*
agit sur ce module, pour tout caractere x : (Z/qZ)* — A*, on note epmégjcusp,m[x’ —K/]
le sous-module constitué des éléments y-variants.

Soient x, X' : (Z/qZ)* — A* deux caracteres tels que x|a; = x|/

Proposition 9.1. — Les sous-modules epV;) op oo X —K @A A/T et epVi usp oo X =K ®4
A/n de epV{oT [—K'] @4 A/ sont égaux.

,q,CuUSpP,o0
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Démonstration. D’apres le théoreme 6.4,

SP SP
6P‘/vl,q,cusp,oo[X’ _’{/] ®A A/T[' = ePVl,q,cusp,l[X7 _’il]
SP / /
= ePVl,q,cusp,l[X y TR ]

- €PV1€£cusp,m[X/7 _Hl] XA A/ﬂ—

Soit K le corps des fractions de A. Considérons le module divisible

ord—P

1,q,k,cusp COlimmENepvlk?;cusp,m[_’il] = GPVISP [_’il] ®A K/A

,q,cuSp,00

Soit V"4 P* de dual de Pontryagin de V4P

1,q,k,cusp 1,q,K,cusp*

ord—P %
1,q,k,cusp

Théoréme 9.1 (contréle horizontal). — Le A[A,]-module V
fini.
De plus, pour tout caracteére x : (Z/qZ)* — A*, on a

est libre de rang

d—P, SP
VY grscusp @Alz/q2)<)x A = Homa(epVilg cusp,ooX: =], A)

En particulier, si le poids k est Q-tres régulier,

VOTd_P’* ® A[(Z/q2)*],x A = Homy (SOTd_P(I‘f; FR/(Q)a X A)a A)

1,q,x,cusp
Démonstration. Par dualité on a

VordfP,* ®A[Z/qx],x A= I’IOHlA(VOT,diP [X]v K/A)

1,q9,k,cusp 1,q,k,cusp

et I'identité découle de I'isomorphisme

HomA(Vf:;?r:,lc:’usp [X]? K/A) = HomA(eP vvlﬁfcusp,oo [Xa

_E/]a A)

Reste & montrer la liberté.
Fixons un caractere g : Afl — A*. Soit s1, ..., s une base du A-module libre de rang fini :

ord—P x
Vl,q,mcusp ®AZ/q¥)1xx0 A

Considérons le morphisme A[A/]-linéaire

f . A[Aq]r S1L>ST VordfP,* ®A[AZI},X0 A

1,q,k,cusp

Il est surjectif d’apres le lemme de Nakayama et la proposition 9.1. Toujours d’apres la
proposition 9.1, pour tout caractere x : A; — A* le morphisme induit :

<8 yyord—P,
f®1:AlA" ®aa,x A i Vi):z,mcu:p D Alz/gx]xxxo A

est un isomorphisme.
C’est donc que f est un isomorphisme.
Quitte & faire une extension fidelement plate de 'anneau A, on peut supposer que tous
les caracteres de Aj sont définis dans A*. La liberté de Vg:;g; E ;;H sur A[A,] résulte de
I’isomorphisme
Vi),rt,;,li-c,}cju’);p;> @ Vf:;,l/-c,}cjup;p ®A[AQLXO A
X0:Ag—AX
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Appendice A
Les correspondances T), et U,
Dans cet appendice, nous décrivons certaines propriétés fondamentales des opérateurs
T, et Uy,. Ces propriétés sont a la base de la théorie de Hida. Les résultats qui suivent

sont bien connus des experts mais il n’y a pas, & notre connaissance, de référence écrite
sur le sujet.

Rappelons quelques notations. Soit p un nombre premier et N > 3 un entier pre-
mier & p. Soit X la variété de Siegel de genre g > 2, de niveau N sur Spec Z[1/N]. Soit

A 4y X le schéma abélien universel. Soit & = (k1,...,kg) € Z9 un g-uplet et soit w"* le
faisceau des formes modulaires de poids k (voir 4.1.1).

On rappelle que pour tout Z[1/N]-module A :

Définition A.1. — Une forme de Siegel de niveau N et de poids k, a coefficients dans A
est un élément de HO(X,wk ®z A). On note M(x, N, A) ce module. On désigne également
par S(k, N, A) le sous-module des formes cuspidales.

Soit Xo(p) le schéma de module dont les R-points sont les classes d’isomorphismes de :
— un schéma abélien A/R.
— une polarisation principale .
— une structure de niveau N notée 9y
— un sous-groupe H de A[p] lagrangien (c’est & dire totalement isotrope pour ac-
couplement défini par la polarisation et I’accouplement de Weil et de rang g).

Sur Xo(p) on dispose d’un schéma abélien universel A principalement polarisé, d’un sous-
groupe lagrangien H C Alp], d'un second schéma abélien A" = A/H principalement
polarisé et d’une isogénie de noyau H :

m:A— A

Notons pi,p2 : X(p) — X les deux projections telles que A xx, X(p) = A et
A xxp, X(p) = A'. Elles sont finies et étales au dessus de Spec Z[1/Np].

Le morphisme 7* : e*Q}L‘, IXo(p) e*Q}4 /Xo(p) €St un isomorphisme au dessus de Z[1/Np].
Il induit un isomorphisme de faisceaux :

™ phw™ — piw”
pour tout poids k.

Pour tout Z[1/Np]-module, la correspondance Xy(p) définit donc un endomorphisme
T, du module HY(X, w" ®z(1/np) A) de la maniere suivante :

- T
T, : H(X,w" ® A) — H(X,(p), phw” ® A) — H(Xo(p), plw” ® A) 5" HO(X,w" @ A)
En fait, il faut normaliser cet opérateur pour obtenir ’opérateur de Hecke :

Définition A.2. — On définit lopérateur de Hecke T, par la formule :

_g(g+l) ~

Try=p 2 1)
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De facon tres concrete, si f € HO(X,w" ® A) on a

f‘Tp(‘A7)\7¢N7w): Z f(A/H7)\/71/J§V7w,)

HCA[p|

_g(g+1)
P 2

ou H parcourt 'ensemble des sous-groupes lagrangiens de A[p], N est la polarisation
induite par A, ¢y est la structure de niveau principale image de ¥y, w et w’ sont des
trivialisations de faisceaux conormaux telles que 7*w’ = w avec 7 : A — A/H la projection.

On a une inclusion M(x, N, Z,) — M(x,N,Q,). On vient de définir 'action de T}, sur
M(k, N,Q)), il est naturel de se demander quand 7}, préserve le sous-module M(k, N, Zj).

La proposition suivante répond a cette question :

Proposition A.1. — Si le poids k = (k1,....kg) est tel que kg > g, alors T}, préserve le
module M(k, N, Zp).

La démonstration de cette proposition repose sur une étude géométrique de la cor-
respondance Xo(p) sur le lieu ordinaire, menée dans la partie A.1.

Pour tout m, soit S’ — Spec Z/p™Z le lieu ordinaire de X, Jpm - Soit SEE — Spf Z,,
le schéma formel obtenu par complétion de X le long de S7¢ (L’abréviation “nc” signifie
“non-compactifié”. On ’adjoint pour éviter toute confusion avec le texte principal ou S,
désigne le lieu ordinaire dans une compactification toroidale).

La restriction au lieu ordinaire de Xo(p) définit encore des correspondances que nous
notons S, (p) et SZ¢(p). Les deux projections restent étales et finies. Le rang multiplicatif
du sous-groupe universel H au dessus de SJ¢(p) est une fonction localement constante
a valeurs entieres comprises entre 0 et g. Notons S¥¢(¢g)~" la réunion des composantes
connexes ou H est de rang multiplicatif r.

Au dessus de S™(p)~°, lisogénie universelle : m : A — A’ est étale et induit un
isomorphisme :

. xel *)1
™€ sney=0 7 € e ()=

Ceci permet de définir a nouveau un isomorphisme 7" : psw" — pjw”.

On a un morphisme de trace :

Ty, - (pl)*osgg(p):o — OS&C

.. (g+1) . fpo s . . fpo s
Sa normalisation p_g E Tr,, est encore bien définie (voir le corollaire A.1). On définit

alors I'opérateur U, comme la composée :

g(g+1)

2
T T HO(S, W)

Uy + HO(SIE, ) = HO(SL (p) ™0, pheo”) — HO(SIE (p) =, i)
On a une application de restriction :
M(k, N,Z,) — HY(S2¢, w")

C’est un probleme classique de caractériser 'image de ce morphisme.

Soit X une compactification toroidale de X ([F-C]). Notons X la complétion formelle de
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X le long de sa fibre rigide et )_(Mg sa fibre générique qui est un espace rigide-analytique
quasi-compact. Soit So, 'ouvert d’ordinarité de X. Notons S, la fibre rigide de S.

Définition A.3. — L’espace des formes modulaires surconvergentes de niveau N premier
a p et de poids Kk est :

H(X,w"™)T = colimyHO(U, w")
ot U parcourt l'ensemble des voisinages stricts de Sypig dans Xrig-

On a alors des inclusions :
M(k, N,Q,) — HY(X,w®)T < H(S,ig, w")

D’apreés le principe de Koecher, HO(S%¢, w") = H%(S4,, w"). Par quasi-compacité, on a de
plus H(S.,w"™) ®z, Qp = HO(S,i,w"). On a donc une action de 'opérateur U, sur ce
module.

Remarque A.1. — L’opérateur U, n’est autre que 'opérateur T éo du numéro 5.1.3.

Définissons un projecteur d’ Uj,-ordinarité e = lim,, Uz?!’ agissant sur H(S,., w"),
HY(S,ig,w"). Notons enfin ngsp(Soo, w") et HSUSP(S ,w") les sous-modules des formes cus-

pidales de ces deux espaces.

0

Théoréme A.1. — 1. Pour tout k, le module eH,,,

(Soo,w™) est de rang fini.

2. Pour tout t >> 0, on a des isomorphismes :

eS(k +t,N,Z,) — eH%,. (Soo,w™ ™)

cusp

3. Toute section du module engsp(Srig,w“) surconverge.

4. Lorsque k est paralléle, les mémes résultats valent sans supposer la cuspidalité.

La démonstration des points 1 et 2 repose sur une étude géométrique, menée au
numéro A.2, de I'opérateur 7, agissant sur une strate non-ordinaire; elle est achevée au
numéro A.3. La démonstration du point 3 utilise la théorie du sous-groupe canonique de
[A-M]. Elle fait 'objet du numéro A 4.

Nous nous sommes restreint au cas g > 2 pour pouvoir librement utiliser le principe de
Koecher. Néanmoins nos arguments sont aussi valable pour g = 1. Ils permettent de donner
une nouvelle démonstration du résultat suivant, dit a Jochnowitz. Posons provisoirement
g = 1 et désignons par X la courbe modulaire de niveau N premier & p. Notons X sa
compactification naturelle et S, le sous-schéma formel ordinaire de X. Pour tout entier
k, w* est le faisceau modulaire standard de poids k.

Théoréme A.2 ([Joc]). — Pour g = 1, le morphisme eM(k, N,Z,) — eH°(Swo,wk) est
un tsomorphisme si k > 3.

Nos estimations ne permettent pas pour l'instant d’obtenir un résultat quantitatif
de ce type pour g > 2. Il doit néanmoins étre possible de les améliorer et d’obtenir des
résultats précis lorsque g = 2 et 3 et le poids est diagonal. Nous y reviendrons dans un
prochain travail.

Soit Too,1 — Soo le premier cran de la tour d’Igusa. Pour tout parabolique standard
P de GLg4, on peut considérer le quotient 7oo 1/P de la tour d’Igusa par P(Z/pZ). On a
rencontré dans le texte principal le module H(75 1/P,w”) (voir thm. 7.1 par exmple).
On dispose d'un plongement naturel H%(S., w") — HO('TOOJ/ P, w"). De plus, 'opérateur
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U, agit bien sur H%(75 1 /P, w") (cette action est définie au numéro 5.1.3 ot I'opérateur
U est noté Tﬂlo).

Supposons le parabolique P associé a des entiers (n;)i1<i<, strictement positifs tels
que Y., n; = g. Au parabolique P, on associe le X-schéma Xp (appelé parfois variété
de Siegel de niveau parahorique P). Il parametre les schémas abéliens .4 de dimension g,
munis d’une polarisation principale, d’une structure de niveau N et d’un drapeau de sous-
groupes Hy C ...H;... C H._1 C Alp] ou H; est de hauteur > n;j et est totalement

isotrope. D’apres [Str], il existe une compactification toroidale Xp de Xp. On note 7'0’071 /P

r
Jj=r—i

le schéma formel obtenu par complétion de Xp le long de 'ouvert de sa fibre spécial ou le
schéma semi-abélien A est ordinaire et ou les groupes H; sont de type multiplicatifs.

Si la décomposition polyédrale utilisée pour définir X et Xp est la méme, on a un
morphisme d’oubli Xp — X qui est propre et génériquement fini étale. Dans ce cas, on
a simplement 77, | /P ~ T 1/P. On a de toute fagon H(T5,1/P,w"”) = HO(TL, ; /P, w").
Nous supposons dans la suite que TO'OJ /P =~ T 1/P, cas auquel on peut toujours se
ramener en modifiant nos choix combinatoires. Notons Xp le schéma formel associé a Xp
et Xm‘g’p sa fibre générique. Notons 7,i4,1/P 'espace rigide associé a Too 1/P.

Définition A.j. — L’espace des formes modulaires surconvergentes de niveau N.P et de
poids k est :
H(Xp,w™)" = colimyH (U, w")

ot U parcourt l'ensemble des voisinages stricts de Trig1/P dans )_(m-g,p.

Théoréme A.3. — Le module engsp(ﬁigJ/P,w”) est de dimension finie et toute section
du module eH,, ,(Trig1/P,w"™) surconverge.

A.1. La correspondance X(p) sur le lieu ordinaire. —

A.1.1. Modeles locauz. — Soit R = W (IFp)[[T1, ..., Ty(g41)/2]] 'anneau des séries formelles
en g(g+1)/2 indéterminées, a coefficient dans I'anneau des vecteurs de Witt de la cloture
algébrique de IF,,. Pour ¢ = 0...g nous pouvons définir un morphisme d’anneau :

fi:R = R
T; — (1+7;)P—1pourj=0..4(i+1)/2
T; — T; pour j=1i(i+1)/2+1...9(g +1)/2

Nous aurons plus tard a nous servir du lemme suivant :
Lemme A.1. — Soit Try, : R — R l'application de trace associée au morphisme fini f;.
ImTry, C pi(i+1)/2.R

A.1.2. Description locale du morphisme p;. — Soit x € X(Fp) un point géométrique situé
dans le lieu ordinaire de la fibre spéciale en p de X.

11 correspond au point x un schéma abélien principalement polarisé ordinaire A, sur Fp.
La polarisation induit un accouplement symplectique :

Azlp] x Aclp] = pp

et comme A, est ordinaire, il existe un isomorphisme symplectique :

Aslp) = i3 x Z,/79.
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Notons Y I'ensemble des points y € Xo(p)(Fp) rendant commutatif le diagramme suivant :

Spec It_?p s Xo(p)

\ i
jat
X
Il ’identifie & Pensemble des sous-groupes H C A, [p] lagrangiens.

Chaque tel sous-groupe est isomorphe & pj “ x Z/p®. Définissons 1’ entier i(H) = a, c’est
le rang étale de H. Si a y € Y correspond H, on écrira aussi i(y) = i(H).

Pour tout schéma S et point géométrique s on note S, I'hensélisé strict de S au
point s et S’(S) la complétion de S() au point s.

Proposition A.2. —

Xo(p) Xxp1 X(z) = H Xo(P)(y)
yey

Démonstration. Comme le morphisme p; est fini au voisinage du point x la proposition
résulte des propriétés classiques des anneaux henséliens. ]

Proposition A.3. — 1. Il existe des isomorphismes X(z) ~ Spec R et pour touty € Y,
Xo(p)(y) >~ Spec R.
2. Soit y € Y. On peut de plus choisir les isomorphismes de maniére o faire commuter
le diagramme :

A~

Xo(p)(y) — Spec R

ipl ifi(y)

X(;r) — Spec R

Démonstration. Le premier point résulte de la lissité des espaces X et Xy(p) au voisinage
des points considérés. Le second point résulte de la théorie de Serre-Tate ([Ka81], théoreme

2.1). O
Corollaire A.1. — L’opérateur U, agissant sur H°(S,w") est bien défini.
Démonstration. En effet, la normalisation de la trace est licite par le lemme A.1. O

A.1.3. Intégralité de Uopérateur T,,. — Soit y € Y et k = (k1, ..., kg) un poids. Commen-
¢ons par décrire, au voisinage de y, I'image du morphisme 7" :

Lemme A.2. —
kq(g—i(y)

Kok, K| ) X, K|
T Paw Xo(P)(y) cp 1w |X0(P)(y)

Démonstration. Fixons un isomorphisme de Spec R ~ Xo(p)(y). Soit la restriction de

I'isogénie universelle 7| ¢ P Alz, Wy A . Elle induit une isogénie des groupes
Y Y

/
Xo(P)(y)
p-divisibles connexes. En choisissant des isomorphismes de ceux-ci avec ,ugoo /R on peut

associer a 7 une matrice dans My(Z,). Cette matrice est équivalente & la matrice :

_ (Plg—iyy O >
M = g—i(y
( 0 Liw)
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Comine
. e 0010 .
ﬁZ@A‘Xo(p)@) = LieA[p™] ’Xo(p)(y)

on en déduit I'existence d’'un diagramme commutatif,

*01 L *)1
€ QA'/R — ¢ Q.A’/R

RI— M _Re

pour des trivialisations convenables w et w'. Soit f € piw"| Ko(®))° Pour toute matrice
Y

h € GLy(R), on a (7" f)(w o h) = f(w' o M~! o h). Par la décomposition d'Iwasawa, on a
M~Y.h = k.an avec k € GLy(R),a € T(R[1/p]),n € U°(R[1/p]) et v(deta) = g —i(y).
Comme f(w' o M~ og) = f(wok)x'(a), on en déduit I’énoncé. O

Concernant I’application Try, : HO(XO(p)(y),p’{w”) — HO(X(w),w“), on montre :

Lemme A.3. —
ImTr,, C pi(i"'l)/g.Ho(X(x),w”)

Démonstration. Choisissant une trivialisation du faisceau w® on se rameéne au lemme

Al O
Proposition A.4. — Si le poids K est tel que kg > g alors T, préserve les structures
entieres.

Démonstration. Soit y € ). D’apres les lemmes A.2 et A.3 on trouve que le composé :
. N Tr .
H(Xo(p) ), psw") = H(Xo(p) (), piw" @z A) = HO(X(p),w")

est divisible par pke(9—iW)+iW)EW)+1)/2 Comme Tp est au voisinage de = la somme sur Y
des opérateurs considérés et que g(g+1)/2 < (g —i(y))g +i(y)(i(y) + 1)/2, on en déduit
l'existence d'un opérateur bien défini T}, agissant sur H(So, w"®).

Soit f € M(k,N,Z,). Alors d'une part, T),.f € M(k,N,Q,) et d’autre part T).f|s. . €
H%(Ss,w"). Par densité du lieu ordinaire, on en déduit que T,.f € M(k, N,Zy,). O

On en déduit du méme coup :

Corollaire A.2. — Siky, > g alors on a la congruence U, = T, mod p comme opérateurs
sur HO(Soo, w").

A.2. La correspondance X;(p) sur une strate non ordinaire. — Nous allons mon-
trer la proposition suivante :

Proposition A.5. — Soit k un poids tel que kg > % et f € M(k,N,Zy,). Alors
Tpf mod p € M(k,N,F,) est nulle sur le lieu supersingulier.

Remarque A.2. — Lorsque g = 1, la proposition est exactement le lemme 3.2 de [Joc].

Soit X1/2 le sous-schéma localement fermé de Xy , des schémas abéliens ayant un
polygone de Newton de pente 0 et 1 avec multiplicité g — 1, 1/2 avec multiplicité 2. Il est
dense dans le fermé non ordinaire d’apres un résultat de F. Oort ([O005], th. 3.1).

Soit » € X'Y2(F,) et & € X(W(F,)) un relevement de z (il existe bien par lissité
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de I'espace X). Soit f € M(k, N, Z,). Soit w : W(F,)9 — 6*9,1436/W(Fp) une trivialisation.
On a
)
fln(Azw) =p "2 S fA/HW)
HCA;p)]

ot la somme va sur les sous-groupes lagrangiens de Az [p](Q,).

Rappelons dans ce cas la structure de Az[p]. Ce groupe est filtré :
Azlp]™" € Az[p]° C Az lp]

Le premier cran est multiplicatif, le gradué Az [p]® / Az [p]™"* est un groupe bi-infinitésimal,
isomorphe a la p-torsion d’une courbe elliptique & réduction supersinguliere sur W (F),).
Le gradué Agz[p]/Az[p]° est étale.

La filtration est auto-duale pour la polarisation. En particulier, tout sous-groupe la-

grangien H C A;[p](Q,) a une image de rang 1 dans le gradué Az[p]®/Az[p]™(Q,).

L’adhérence schématique de cette image dans (Ag//lg“‘lt)z est alors un groupe de
P

degré —= (au sens de [Far]); autrement dit il est isomorphe au schéma de Oort-Tate

p+1
Gap = érpec Zp[X]/(XP — aX) avec v(a) = O-T)).

i
Soit donc H C A;[p](Q,) un sous-groupe lagrangien, de rang étale i(H), de rang
multiplicatif g — 1 —i(H).

L’isogénie Az — Aj;/H est définie sur Spec Zp.

Pour alléger les notations, posons simplement (Az)z = Aet (Az)z /H = A’

Soit la matrice

ply 1wy O )
M = 0 prrt 0 € GLg(Qp)
0 0 i

Il existe alors un diagramme commutatif

e* 1 L *)1
QA//Z ~€ QA’/Z
75— M .79

pour des trivialisations convenables w et w’. Un calcul analogue & celui de la démonstration
du lemme A.2 montre alors :

Lemme A.4. — On a n"piw" Cp Falg—1- Z(HHPH)p w" au point (A, A’) de Xo(p).

’ : +1)g(g+1
Sous I'hypothese k, > %

toute trivialisation w,

, on déduit de la formule définissant 7, que pour

Tpf(Ai’w) € pW(FP)

Il en résulte que T, f mod p est nulle sur le lieu X 1/2 Elle est alors nulle sur le lieu non
ordinaire par densité de X'/2 dans ce dernier.
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A.3. Applications. — Le résultat suivant est dia a Igusa lorsque g = 1. On peut le
démontrer en général a I'aide de la théorie de Grothendieck-Messing et du théoréeme de
densité de Oort.

Théoréme A.4. — L’invariant de Hasse définit un fermé V(H) de Xp,, d’ensemble
sous-jacent le lieu non-ordinaire. Ce fermé est réduit.

Démonstration. Soit k un corps séparablement clos et z € X/ 2(k). On va montrer que
I'invariant de Hasse H définit une forme linéaire non nulle dans I'espace tangent de Xy,
au point z. Ceci montrera que H est un parametre régulier au point x. Par densité de
X'/2 dans le fermé de non-ordinarité (voir [0005], th. 3.1), ceci montrera bien que V (H)
est réduit.

Soit k[e] l'algebre des nombres duaux. Soit A, le schéma abélien principalement po-
larisé associé a x. Comme k est séparablement clos, le groupe p-divisible associé est le
produit de ses parties multiplicatives, bi-infinitésimales et étales :

Agﬁ[poo] :Ax[poo]m % Ax[poo]OO % Ax[poo]et

A partir de 14, il est facile de décrire le cristal de Dieudonné (D, F') de x évalué en k[e] — k.

A isomorphisme pres, on a D = @?ﬁ 1k[€le; et la polarisation est donnée par la forme
symplectique de matrice J. La matrice du Frobenius vaut

Og1 0 0
0 A4 0
0 0 1,4

avec A la matrice 2 x 2,

01
4= o
De plus sur D ®yq k, la filtration de Hodge est donné par : Fil'D Qg k = ®7_ ke;.

D’apres la théorie de Grothendieck-Messing (voir [Me]), le k-espace vectoriel X, (k[e])
des relevements de z en un k[e]-point s’identifie & 'ensemble des modules facteurs directs,
totalement isotropes L C D tels que L Qg k = Fil'D Qe k- A toute matrice A € Yq(k)
(34 est le groupe des matrices symétriques de taille g), on associe I'espace L4 engendré

par les vecteurs colonnes :
_( L
Col(A) = (woA)

L’application ¥ : A — Ly est un isomorphisme ¥ : ¥,(k) ~ X, (k[e]). Pour tout A €
Y4(k), I'application de Hasse-Witt du relevement W(A) est I'application déduite de F,

HW(A)=F :D/Ly —D/La

Notons (¢; i)1<i<20.1<i<q les coefficients de la matrice Col(A). L’image des vecteurs
,J/1<i<2g,1<j<g g

€g41, ---, €29 dans /L 4 forme une base, notée (€;)4+1<i<24 de ce module. Dans cette base,

on a

2g
F(ég_H) = — Z €.Cig- €

i=g+1
Fle) = F(&) sij=g+2.
Le déterminant de HW (A) dans cette base vaut donc H(A) = —e.cg41,4. La nullité de

H(A) est donnée par I’équation cgy1,4 = 0 qui définit un hyperplan de X, (k[e]). O
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Soit k un poids. D’apres le théoreme 6.2, il existe N (k) € N tel que pour tout t > N (k),
I’application de réduction :
S(k+1t,N,Zy) = S(k+t,N,Fp)

est surjective.

Remarque A.3. — Lorsque le poids k est diagonal, on a de méme la surjectivité de
I’application de réduction :

M(k +t,N,Z,) — M(k +t,N,F,)

ce qui permet dans ce cas d’étendre toute la discussion qui suit aux formes non cuspidales.

Sit > max{g+1,N(x)}, on a donc une action (définie par réduction modulo p) de
T, = U, sur 'espace des formes modulaires cuspidales S(x + ¢, N,F,). On démontre aussi,
par exemple par un calcul sur les schémas abéliens ordinaires, que la multiplication par
I'invariant de Hasse,

H:S(k+t,N,Fy)) - S(k+t+p—1,N,F,)

commute avec l'action de U,,.

Proposition A.6. — Sit > max{%, N(rk), w —p+ 1}, la multiplication par
linvariant de Hasse :

H:S(k+t N,F,) = S(k+t+p—1,N,F,)
induit un isomorphisme :
eS(k +t,N,F,)>eS(k+t+p—1,N,F,)

Démonstration. En effet, tout élément de eS(k + ¢t +p— 1, N,F,) est nul sur le lieu
supersingulier d’apres la proposition A.5, donc divisible par l'invariant de Hasse d’apres
le théoreme A .4. ]

Corollaire A.3. — Le module eH(C)usp(Sl,w”) est de dimension finie, de plus pourt >> 0,
on a les égalités :

eHO, . (Sy,w TPy = eS(k + t(p — 1),N,Fp)

0
cusp(
et

eHO, . (Soo,w™ PV — eS(k + t(p — 1), N, Z,)

cusp

Démonstration. On a
S(’% + ’l“(p B 1)7 Na FP)
HSusp(‘Sl?wH) = U Hr
rez

-1
cusp cusp(817 W’H_L) est
injective, on peut toujours remplacer x par k + t(p — 1) pour ¢ >> 0. On a alors le droit
d’écrire :

Comme la multiplication par I'invariant de Hasse, HY, . (S1,w"™) — H

eS(k+r(p—1),N,F))

0 Y bl

echsp(Sbw’i) = U Hr = QS(H,N, Fp)
r€Z

La derniere égalité vient de la proposition précédente.

On sait de plus que pour ¢ >> 0, les applications de réduction :

HO (Soo,w“ﬂ)—)HO (Sl,w’iﬂ)

cusp cusp

et
S(k+t,N,Zy) = S(k+1t,N,Fp)
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sont surjectives. On en déduit alors le résultat final.
O

A.4. Compléte continuité de U,. — Notons E € H(X,wt) le relevement de 'in-
variant de Hasse élevé & la puissance t. Soit X le schéma formel obtenu en complétant
X le long de sa fibre spéciale. Notons Xm-g sa fibre rigide. Soit Sy, 1'ouvert formel ordi-
naire de X. On note Srig sa fibre rigide. Pour tout » € Q, on définit les ouverts rigides
X(r) ={z € Xyig,v(E(z)) <7}. On a X(0) = Spig et Pensemble {X,4(r), r — 07} forme
un systeme fondamental de voisinages stricts de S,;, dans X'm-g.

D’apres [K-L], prop. 2.4.1, les inclusions évidentes :

HO(Xrig(r), w*) = HO(Xrig(s),w")

pour r > s > 0 sont complétement continues si r est suffisamment proche de 0.
On a défini 'espace des formes surconvergentes :

H (X, w")! = UpsoHO(Xoig (1), w")

On dispose d'un opérateur U, agissant sur H’(X(0),w"). La théorie du sous-groupe ca-
nonique de [A-M] (voir aussi [K-L]) nous permet d’étendre 'action de I'opérateur U, au
module HY(X, w"®). Précisément, lorsque r > 0 est suffisamment pretit, on a une applica-
tion completement continue :

Up : H(Xyig(r), ") = B (Xyig(pr), ") = HO(Xyig(r), ")

Remarque A.4. — Soit X, 'analytifé de Xq, qui est un ouvert Zariski-dense de )_(m-g.
Notons Xgn(r) = Xyig(r) N Xgpn. Dans [A-M] section 8, les auteurs définissent un releve-
ment surconvergent du Frobenius, ® : X, (r) — Xan(pr) qui induirait donc plutét une

application :
Up : HO(Xan(r),w“) — HO(X(m(pr),w’“‘) — HO(Xan(r),w”)

En effet, ils souhaitent utiliser la propriété modulaires de X, pour définit . Par contre
dans [K-L] qui traite le cas des variétés de Hilbert, les auteurs définissent bien un rele-
vement surconvergent du Frobenius sur la compactification toroidale (voir lem. 3.1.1 de
loc. cit). Le point est que lapplication sur la partie torique induite par le sous-groupe
canonique est la multiplication par p qui respecte les décompositions polyédrales. Dans
le cas des variétés de Siegel, on peut montrer de la méme maniére que le relevement sur-
convergent du Frobenius s’étend a la compactification toroidale. Nous espérons revenir
sur cette question prochainement. Par ailleurs, nous ignorons si ’application naturelle de
restriction
HY(X,i9(r), ") = HO(Xgn(r), ")

est un isomorphisme lorsque r est proche de 0. Elle est un isomorphisme lorsque r = 0
par le principe de Koecher. On peut démontrer également qu’elle induit un isomorphisme
pour les formes cuspidales, sur la partie ordinaire pour U, lorsque 7 est proche de 0.

D’apres la théorie de Fredholm-Serre [Se], on a, pour tout r > 0 suffisamment petit,
une décomposition topologique :

HO(Xpig(r),w) = @ H(Xyig(r),w")la]
a€RU{+o0}
ol H?(Xrig (1), w™)[a] est le lieu ot 'opérateur Uy, — A est topologiquement nilpotent pour
A € Qp vérifiant v(\) = a. Lorsque a € R, les espaces_H0 (Xpig(r),w™)[a] sont de dimension
finie. De plus, il résulte du corollaire A.1 que H%(X,,(r),w")[a] est nulle si a < 0. On
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dispose donc d’un idempotent bien défini, e = lim,, oo U;” agissant sur HO(XM'Q (r),w") et
projetant sur HO(X,;,(r), w")T[0].

Remarque A.5. — On peut montrer, par des techniques de prolongement analytique,

que pour tout a € R, les espaces H%(X,;,(r),w")[a] pour 7 > 0 et proche de 0, sont
canoniquement isomorphes entre eux.

D’apres le théoreme 6.2, on a
o
0 — 0/ % +t(p—1 .
HY s (Srigr ) = {E%anE ", an € HO(X,w D) lim ayls,,, = 0}
—

ou | |s

rig

désigne la norme supremum sur Spg.

On en déduit aussitdot que pour tout r € [0,+o00[, le module HO,  (Xig(r), w™) est

cusp

dense dans ngsp(Srig,w“). Fixons r suffisamment petit tel que la théorie de Fredhom-

Serre s’applique et le projecteur e soit défini. Il en résulte que eHD,,(Xpig(r),w"™) est

dense dans eHY,; (Syig, w"). Comme eHY, . (X,i4(r),w")T est un espace de dimension finie,

cusp cusp
on en déduit la proposition :

Proposition A.7. — Pour tout K, on a

eH(c]usp(Xv WH)T = 6I—Igusp (Sriga wﬁ)

Pour tout parabolique standard P de GLg4, on va raisonner de la méme maniere au
niveau de la variété de Siegel parahorique Xp. On note Xp le schéma formel obtenu par
complétion de Xp le long de sa fibre spéciale et )_{m@p sa fibre générique. On note T 1/P
I'ouvert formel qui parametre les schéma semi-abéliens ordinaires muni d’'un drapeau de
type multiplicatif. C’est le quotient par P(Z/pZ) du premier cran d’une “compactification”
de la tour d’Igusa. Sa fibre rigide est notée Ty i41/P. On a définie le module des formes
surconvergentes de niveau parahorique P,

H(Xp,w™)! = UpHO(U, w")
ot U parcourt I'ensemble des voisinages stricts de Ty;g,1/P dans Xmgy. La théorie du
sous-groupe canonique de [A-M] (voir aussi [K-L]), permet d’étendre 'opérateur U, en
un opérateur agissant sur le module HO(Xp,w"®)t. On vérifie comme précédemment qu’il
existe un projecteur e = lim,_ .o UI?! sur ce module, projetant vers un espace de dimension

fini. Nous voulons a présent vérifier la densité des formes surconvergentes, cuspidales, de

niveau parahorique P dans HY,  (T50,1/P,w").

D’apres le chapitre 4 de [Str], il existe une compactification minimale X} de Xp
et une projection Xp — Xp. Voici quelques faits importants. Soit A4 — Xp le schéma
semi-abélien étendant le schéma abélien universel et Hy C ....H;... C H,_1 C Alp] les
sous-groupes quasi-finis et plats étendant les sous-groupes universels. Posons Ag = A et
A; = A/H;. Soit pour tout i le faisceau inversible w; = AY 6*9}41_ % Formons w = ®;':_Olwl-.
C’est ce faisceau qui est utilisé dans [Str], chap. 4, 4.2, pour définir la compactification
minimale. En particulier, I’auteur montre que w descend a la compactification minimale
Xp et définit un faisceau ample. Pour chaque 4, on peut considérer I'invariant de Hasse H;
du schéma semi-abélien A;|r, qui définit une section de HO(XP,IFP ® w;). Le produit des
H; est une section notée H € H°(Xp, F, ® w). Pour t € Z suffisamment grand, la section
H! se releve en une section E de H?(Xp, w!). Le lieu de non annulation de la section E est
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un ouvert d’image affine dans la compactification minimale. Voici le théoréeme dont nous
avons besoin :

Théoréme A.5. — Le morphisme de changement de base :
HY,, (Xp[1/E],w*) — Y, (Xp[1/E], " ©z, Z/p"Z)

cusp cusp

est surjectif.

La démonstration est mots pour mots celle du théoreme 6.2.

Considérons X¢" le schéma formel obtenu en complétant Xp le long du lieu ordinaire.
Ce schéma formel est la réunion d’un nombre fini de composantes connexes. Le schéma
formel 751 /P est la réunion de certaines de ces composantes. On a une suite d’applica-
tions :
HO, . (Xp[1/E] &%) = B, (X8,0") — HO(Tog 1 /P, ")
Il résulte du théoreme précédent que la composé est d’image dense. On en déduit le corol-

laire :

Corollaire A.4. — Le module ngsp(Xp, w1 est dense dans le module H(c)usp(ﬁl'g,l/Pa w').
On a de plus un isomorphisme

eH, (va wH)T = engsp(,];igJ/Pa w’{)

cusp
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