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Abstract. We study the rectifiable invariant subsets of agebraic dynamica systems,
determined by R-semismple one parameter groups. We show that their ergodic
components are algebraic. A more precise geometric description of this componentsis
possible in some cases of geodesic flows of locally symmetric spaces with non-positive
curvature,

Résumé. On éudie les sous-ensembles rectifiables invariants des flots agébriques
définis par des groupes a un paramétres R-diagonalisable. On montre que leurs
composantes ergodiques sont algébriques. Une description géometrique plus précise de
ces composantes est possible dans certains cas de flots géodésiques de variétés localement
Ssymétriques a courbure non-positive.

81. Introduction.

On sintéresse ici aux sous-ensembles invariants (mais pas nécessairement
fermés, et méme éventuellement denses) rectifiables, de certains systémes dynamiques.
Dans la premiere partie (dynamique) de ce travail, on considere les systémes dynamiques
algébriques déterminés par des groupes a un parameétre R-semi-simple. On montre que les
composantes ergodiques des parties rectifiables invariantes sont algébriques. Dans la



seconde partie (géométrique) on interpréte ce résultat dans le cas des flots géodésiques
des variétés localement symétriques de courbure non-positive.

Partiel.

Un systeme dynamique algébrique consiste en : ladonnée d'un groupe deLie G,
et de trois sous-groupes G, K et gt telsque:
1) Gest discret (mais pas nécessairement un réseau).
I1) K est compact.
iii) g est un groupe aun paramétre centralisant K : gtk = kgt pour tout ki K.

Ceci détermineun flot: ft (&xK) = Gxg!K sur M = G G / K. Un te flot est dit
algébrique. SoitG |’ dlgebredeLiede G et a I'éément de G définissant ¢f, i. e. gt = exp
ta. L’ endomorphisme ada, de G (ada(b) =[a, b]) est dit endomorphisme structural du
flot algébrique. Le groupe a un paramétre de transformations linéaires de G, exptada est
dit flot structural de notre flot algébrique.

Hypothése. On suppose désormais que ada est R-semi-simple (i. e. diagonalisable sur
R).

L es définitions précises de rectifiabilité seront rappelées au 82. Disons pour |’instant
gu’un ensemble rectifiable est I'image d’ une application Lipschitzienne définie sur un
borné d' un espace euclidien. Notons H", la mesure de Hausdorff de dimension n sur M
(qui est munie d’ une métrique déduite d’ une métrique sur G, G-invariante a gauche et K-
invariante adroite). Une partie N ¢ M est dite HN-rectifiable s elle est de HM-mesure finie,
et de plus si elle est modulo un ensemble HM-négligeable, une réunion dénombrable de
parties rectifiables.

Partie algébrique. Une partie fermée Nc M est dite algébrique s elle projection dans M
d’une partie de G de laforme xH, ol H est un sous-groupe fermé et connexe de G. Elle
est donc également projection d’ une parie Lx ¢ G, avec L = xHx"1, comme H un sous-
groupe fermé de G. La formulation xH est adaptée aux systémes dynamiques, en effet
lorsque K est trivial, N est I’ orbite (fermée) du point Gx par |e sous-groupe H, agissant a
droitesur M = GG. La formulation Lx est adaptée a la géométrie, en effet G agit
isométriguement a gauche sur G/K, et L(xK) est donc I’orbite de xK par le groupe
d’ isométriesL.



Théoreme A. Soit (M, f) un systéme dynamique agébrique a endomorphisme
structural R-semi-simple. Soit N une partie HN-rectifiable invariante. Alors lamesure de
Hausdorff HN est préservée par le flot (N, f). Ses composantes ergodiques sont
algébriques.

Cet énoncé doit étre compris au sens de lathéorie ergodique, c'est-a-dire que pour une
certaine décomposition ergodique (définie presque partout), |es composantes ergodiques
munies de leurs mesures conditionnelles sont des projections de parties de laforme xH,
munis de leurs mesures de Haar (qui est a une constante pres la méme que lamesure de
Hausdorff). En particulier ces parties sont de mesures de Hausdorff finies.

Lafinitude delaHM-mesure de N n’est utilisée que pour en déduire la conservation de la
restrictionde H"a N (voir 84.1.2). Une régularité locale, de type rectifiabilité et la
conservation d’ une mesure équivalente ala mesure de Hausdorff, suffisent :

Théoreme A’. Le théoréeme A s étend aux parties N, s-HM-rectifiables (i. e. réunion
dénombrable de parties HN-rectifiables) et telleque (N, f) préserve une mesure finie
equivalente alamesure de Hausdorff.

Description globale. Lerésultat suivant, précise lesthéoremes A et A’, en décrivant
le seul moyen de construction des parties invariantes s-HM-rectifiables et préservant une
mesure finie équivalente a la mesure de Hausdorff (en particulier les parties HN-
rectifiables).

Avant de I’ énoncer, notons Vol(S) = H'(S), pour une partie S, H-rectifiable (on fait
abstraction de la dimension de Hausdorff)

Théoreme B. Considérons R, I’ ensemble des sous-groupes fermés de G tels que :

i) Pour tout LT R, L(Gest unréseau del (i. e le quotient est de mesure de Haar finie).
ii)Pourtout L T R, il existex =x(L) T Gtel quex1gix T L, pourtoutti R.Leflot
ains défini sur GUL\L est ergodique au sens de la mesure de Haar. (Ces deux premiéeres
conditions signifient que la projection de Lx est une partie algébrique invariante, de
volume fini et ergodique).

Notons Z le centralisateur de gt dans G. Soit N une partie invariante, s-H"-rectifiable et
telle que (N, f) préserve une mesure finie équivalente ala mesure de Hausdorff. C'est le
cass N est HM-rectifiable. Alors, il existeunesuiteL; T R, et pour tout i, S; ¢ Z, une



partie HX-rectifiable (pour un certain k), tels que N soit (modulo un ensemble HD-
négligeable) laprojectiondansM de: ) L;x;S,. ot xi = x(L;). Si Vol(N) <¥, alors
SVal(Lij(G\ Lj)Vol(]) <¥.

Remarque. Il parait que I'ensemble R est dénombrable, mais on n’'arrive pas a le
démontrer complétement.

Historique. Classiguement, en systemes dynamiques topologiques, on étudie les sous-
ensembles invariants fermés, et méme généralement compactes. Notre situation ici reléve
de lathéorie ergodique géométrique. La condition de compacité perd un peu de sens et
elle peut naturellement étre remplacée par une condition de finitude de mesure.

En termes de géométrie ergodique, on peut (trés vaguement) dire que notre travail permet
de comprendre les “mesures géométriques’ de notre systéme. Ce sont des mesures
(finies) telles que la mesure d’ une boul e soit comparable a une puissance entiére da son
rayon (voir [Fed], 3.3.22). Par exemple toutes les variantes de mesures de Hausdorff sur
les ensembles rectifiables.

Les systémes qu’ on considére sont partiellement hyperboliques (sauf dansle castrivia ou
ada est nul et donc gt est central dans G). Il est connu qu’ils admettent des sous-
ensembles invariants (fermés) de divers topologies [Han] [Sta]. En fait il parait que la
rectifiabilité (ou disons pour simplifier la régularité C1) est la régularité minimae
permettant de comprendre les sous-ensembles invariants. Nos résultats ici montre
réciproguement laforce de cette condition de régularité, méme en relachant les conditions
topologiques globales. 11s sont donc dans un certain sens optimaux.

Des questions sur les sous-ensembles invariants de systemes hyperboliques (dans le
cadre topologique) ont été étudiés dans [Hir], [Fra], [Han], [Hir], [Man ]1, [Man ]2,
[Zeg]s et [Zeg]2...

Remarquons enfin que parmi les flots algébriques, il y a (transversalement a notre
situation) les flots unipotents (i. e. tels que ada soit nilpotent), qui ont suscité de grands
travaux, couronnés par la démonstration par M. Ratner de la conjecture de Raghunathan
(voir [Ghy] pour un rapport sur la question). Ici, la question de rigidité des ensembles
invariants se pose sans aucune condition de régularité (locale).

Partiell.



Passons maintenant aux flots géodésiques des variétés |ocalement symétriques.
Commencons par traduire les théorémes précédents dans ce cas (Ces flots géodésiques ne
sont pas algébriques, maisils n’en différent pas beaucoup (voir 89).

Soit donc V une variété riemannienne localement symétrique compl ete et a courbure non-
positive, V son revétement universel et G le groupe d'isométries de V . Ce groupe agit a
gauche sur Tlv , le fibré unitaire tangent AV . Cette action est isométrique quand TV et
muni de sa métrique naturelle.

Théoreme C. Soit N une partie H -rectifiable (pour un certain n) de Tlv qui est
invariante par le flot géodésique. Alors la mesure de Hausdorff sur N est conservee.
Toute composante ergodique de N est la projection dans TV dune partie de TV dela
formeL.v ou v appartient aTV et L estunsous groupe de G, fermeé et connexe .

Remar que. Dans le théoréme C ainsi que tous les résultats qui suivent, on peut changer
I” hypothése de complétude de V, i. e. la compléude de son flot géodésique, par
I” hypothése de complétude de ce flot le long de la partie invariante que I’ on considere.
Celaveut dire que pour tout vecteur vi N, la géodésique déterminée par v est compléte
(et de plus contenue dans N).

Théoreme C'. Laconclusion du Théoréme A est vraie sous I'hypothése que N est  s-
HN-rectifiable et (N,f) préserve une mesure équivaente ala mesure de Hausdorff.

Ces résultats sont dans un certain sens optimaux. En général, on ne peut pas dire mieux
sur la nature algébrique des groupes L, ou la géométrie des parties Lv du théoreme C. En
effet un flot algébrique a endomorphisme structural R-semi-simple assez général se
plonge dans le flot géodésique d'une variété localement symétrique quotient de I’ espace
symétrique universel SL(n,R)/SO(n) (pour n assez grand)

Les résultats qui suivent traitent deux cas particuliers ou I'on peut décrire
géométriquement nos parties invariantes. le premier cas est celui ou V est a courbure
négative, et le second est celui ou V est compacte.

Théoréme D. Soit V une variété localement symétrique compléte et a courbure négative.
Soit N une partie H -rectifiable invariante par |eflot géodésique sur Tlv. Alorsil existe
W, une sous-variété de V (pas nécessairement connexe), fermée, géodésique et de



volume fini telle que N soit de mesure totale dans TW. Side plusN est fermée alors N =
Tiw.

Comme pour lesthéoremes A et B, ce théoreme admet |'extension suivante:

Théoréme D'. Supposons V acourbure négative et N comme au théoreme C'. Alorsil
existe une suite dénombrable W,  de sous-vari€tés geodési ques compl étes telles que N
soit de mesure totale dans la réunion des T1Wi. Chacune de ces sous-variétés est de
volume fini.

Lanon-errance est I'équivalent topologique de la conservation du volume. La méme
méthode de preuve des théorémes A et C, nous donne le résultat suivant, démontré dans

[Zeg]y :

Théoréeme D" . Supposons V a courbure négative. Soit N une sous-variété invariante,
de classe C, telle que (N,f) soit non-errant. Alorsil existe dans V, une sous-variété W
telle que N soit un ouvert de T1W.

Remar ques.

1. Les énoncés précédents ne sont pas "strictement” vrais pour n=1, c'est-a-dire
Lorsque W est un cercle. Dans ce cas TIW est somme de deux cercles. Pour étre strict
dans les énonceés précédents, convenons de n'en prendre qu'un seul (cercle)

2. Lethéoreme D' est "optimal”. En effet soit W,,....,W , la liste (au plus)
dénombrable des sous-variétés de V, géodésiques, de volume fini et de dimension d.
AlorsN =) T1Wi est s-H2dLrectiafible et préserve une mesure finie équivalente ala
mesure de L ebesgue (par exemple S(2!/Vol(Wj))m ou m est lamesure de Liouville sur
TIW).

Ces résultats sont faux si la courbure n'est pas négative méme dans le cas ou V est
compacte (8 10). On a cependant

Théoreme E. Supposons dans le théoreme C', que V compacte, et soit N, une
composante ergodique de N, projection d’' une partie de laforme Lv. Alorsle groupe L
correspondant est un quotient fini d'un produit direct Sx R ou S est semi-simple et R est
abélien. Il existe une orbite V\71 delL dans V , dont la projection W4 dans V est une
sous-variété géodésique fermée. Soit W , laprojection deN , dansV . Alors la projection



orthogonale de W o Sur W 1 induit une semi-conjugaison de N, sur une composante
ergodique du flot géodésique de W4 (défini sur T1W1) )

Ce réaultat ne s étend pas aux variétés non-compactes (méme pas celles de volume fini).
Organisation du texte.

Partie |. Au 82, on rappelle les principaux faits utiles pour ce texte, de lathéorie des
ensembles rectifiables. Le § 3 contient des généralités sur les flots algébriques.

Lapreuve desthéorémes A, A’ et B occupent les 88 4 a 8. On montre en 4.1.3 qu’ en peut
se restreindre au cas HM-rectifiable (au lieu du cas s-H"-rectifiable et préservant une
mesure finie équivalente ala mesure de Hausdorff). Ainsi le théoréme A’ est réduit au
théoreme A. Les développements qu’ on feraentre les 884 et 7, permettent de démontrer
au méme coup les théoremes A et B, au §8.

Partiell. On ne démontreici que lesénoncésC, D etEet non C', D’ et D", car les
démonstrations sont les mémes. Des généralités sur les flots géodésiques des variétés
localement symétriques, ainsi que la preuve du théoreme C seront données au §89. Au 810
(resp. 811), on démontre le théoréme D (resp. E). Enfin des compléments au théoreme C
sont donnés au § 12.

82. Préliminaires sur la rectifiabilité [Fed, Chapitre 3] [Mor].

Rappel ons quel ques notions de rectifiabilité de [Fed]. Notons pour cda H" la
mesure de Hausdorff n-dimensionnéelle sur lavariété riemannienne M.

Définition 1. UnepartieN I M est dite n-rectifiable si elle est image Lipschitzienne
d'une partie bornée deR". Elle est dite rectifiable s elle est n-rectifiable pour un  certain
n.

Définition 2. N est dite s-n-rectifiable si elle est réunion dénombrable de parties n-
rectifiables. Elle est dite s-rectifiable s elle est s-n-rectifiable pur un certain n.

Définition 3. N est dite H -rectifiablesi H"(N)<¥ et s'il existe une partie N', s-n-
rectifiable telle que H"(N-N") = 0.



Par exemple, on déduit de laformule del’aire (i. e. celle permettant de calculer lamesure
de Hausdorff de I’image d’ une application Lipschitzienne) qu’ une partie N, n-rectifiable
est HN-rectifiable, i. e. que HY(N)<¥ . |l peut cependant arriver que: H(N) = 0. La
théorie générale affirme dans ce cas que N est H" -rectifiable pour un certain n’<n, et
HM(N) t O.

Définition 4. N est dite s-H"-rectifiable si elle est réunion dénombrable de parties H"-
rectifiables.

Exemple. Une partie H"-mesurable d' une partie s-H"-rectifiable (resp. H"-rectifiable)
est évidemment s-H"-rectifiable (resp. H -rectifiable). Evidemment ceci n’ est important
quesi cette partie est non H-négligeable.

2.1. Proposition (caractérisation). Une partie N est s-H"-rectifiable s et seulement s
modulo un ensemble H"-négligeable, N est contenue dans une réunion dénombrable
disjointe de sous-variétés C1 de dimension n. La partie N est H"-rectifiable si de plus
HY(N) <¥.

Exemple. Danslecarré [0, 1]x[0, 1] ¢ R2, considérons N = ){{r}xN(r) /r rationnel },
ou N(r) c [0, 1] est une partie mesurable de mesure de Lebesgue gr). On peut par
exemple prendre N(r) ouverte et dense dans [0, 1]. Cette partie N est s-Hl-rectifiable.
Elle est Hl-rectifiable si de plus Se(r) < ¥ . La caractérisation précédente ne permet ainsi
pas d avoir une image nette des ensembles rectifiables. On peut rendre cette exemple
beaucoup plus compliqué, en choisissant la famille dénombrable de sous-variétés
contenant notre partie Hl-rectifiable, de facon aléatoire ( et non commeici, faisant partie
d’un feuilletage).

2.2. Espace tangent. Le cone tangent de N en un point x T N, se définit comme
I’ ensemble des vecteursv T T, M, limites de suites | ,vip, 00 | n T Retvy, T TyM,
avec exp, Vi, 1 N (exp est I application exponentielle en x de la variété riemannienne M).
Dans |’ exemple précédent, en supposant N(r) sans point isolé, le cone tangent en tout
point de N est R2.

Pour les parties s-H"-rectifiables, il y a une notion de cone tangent, qui est en fait, H"
presque partout, un espace vectoriel de dimension n. On I’ appellera espace tangent.
L’ espace tangent de I’ exemple précédent est Hlpresque partout égal {0} xR. En général,
on considéere une famille disjointe de sous-variétés comme dans 2.1. L’ espace tangent en



un point seral’ espace tangent de la sous-variété qui le contient. La définition directe (qui
n'utilise pas 2.1) de I'espace tangent de N en X, consiste grosso modo a prendre
I’ intersection de tous les cones tangents des sous-ensembles de N, pour lesquels x est un
point de densité (au sens de lamesure H" restreinte aN).

Remarquons enfin que |’ espace tangent d’'une partie s-H -rectifiable est un chanp de
plan, mesurable sur cette partie.

2.3. Mémesi leur structure parait un peu compliqueée, les opérations sur les ensembles
rectifiables sont assez souples (comme peut-étre pour les ensembles analytiques). Pour
I"illustrer, rappelons que le théoréme de Rademacher dit qu’ une application Lipschitzienne
entre deux variéés riemanniennes est presque partout dérivable. Ceci s étend aux
restrictions d' applications Lipschitziennes & des parties H"-rectifiables. La dérivée dans ce
cas sera définie entre les espaces tangents au sens précédent.

Proposition. Soit N une partie de M, H"-rectifiableet p : N ® T une application
Lipschitzienne dans une variété riemannienne T. Supposons le rang de Dp, H" presque
partout égal & une constante k. Alors, modulo un sous-ensemble de N, H"-négligeable,

ona:
i) L’ image p(N) est s-HK-rectifiable.

i) Pour HK presque tout y dans p(N), pY{y} est HMK. rectifiable.

iv) (Continuité absolue). Une partie Ac N, est H" négligeable si et seulement si pour
HK presgue tout point y de p(A), A(p Yy} est HNK négligeable.

Remar ques.

1. Il est nécessaire de négliger des parties négligeables comme le montre I’ exemple
delaprojection p: R3® Rx(0,0), et N laréunion d’ une partie de mesure de L ebesgue
positive dans (O)xR et d’ un segment de Rx(0,0).

2. La continuité absolue peut s énoncer en disant que la désintégration de la
mesure de Hausdorff H" sur N, suivant p (c'est-a-dire suivant la relation d'équivalence x
~ Yy si et seulement si p(x) = p(y)), admet pour mesures conditionnelles des mesures
equivalentes alamesure de Hausdorff H"K sur les classes o équivalence, et pour mesure
image la mesure de Hausdorff H K'sur p(N). Tout celadécoule d’ une formule (exacte) dite
formule delaco-aire.



2.4. Densité. Pour eréd positif et x T N, considérons la “ e-densité n-dimensionnelle’
Qe(X) = H'(N(B(x, €) / c(n)e", oli B(x, €) est laboule de M de rayon e et centre x, et ¢(n)
est le volume de laboule unité de I’ espace euclidien RN (par exemple c(1) = 2).

2.4.1. Proposition. Soit N une partie H-rectifiable. Alors pour H" presgue tout point
x de N, Qq(x) tend vers 1 quand e tend vers 0.

2.4.2. Corollaire. Soit N une partie H -rectifiable et p : N ® T une application
Lipschitzienne de rang constant k. Pour x T N, considérons Qg(x) la e-densité (n-k)-
dimensionnelle du niveau pY{ p(x)}. Alors pour presquetout x T N, Qg(x) tend vers 1
guand etend vers 0.

Preuve (du corollaire). D’ aprés 2.3, pour HK presquetouty T p(N), p-Yy}est HNk.
rectifiable. 11 résulte de 2.4.1 que pour un tel y, presque tout x T p{y}, Qu(x) tend vers
1 quand e tend vers 0. On conclut par continuité absolue. U

La proposition suivante serad’ un grand intérét pour la preuve des théorémes A et B.

2.5. Proposition. Supposons que M est un groupe de Lie G, et que N est une partie
H"-rectifiable, dont |’ espace tangent est invariant a gauche, i. e. pour H" presgue tout x
I' N, T,N=xG’, ol G’ est un sous-espace vectoriel de dimension n del’algébre de Lie
G. Alors G’ est une sous-algebre, déterminant un sous-groupe immergé G’, et N est
contenue dans une réunion dénombrable de parties de laforme xG'.

Preuve. Montrons queG’ est une sous-algébre. 1l suffit pour cela de montrer que pour
tout X T G’, s gt = exptX est le groupe & un paramétre qu’il détermine, alors gtG’gt =
G’, pour tout, ou méme presquetout t1 R.

Soit t un sous-groupe (dénombrable) dense dans R engendré par 1 et un nombre
irrationnel. Pour toute partie A ¢ R de mesure de Lebesgue non nulle, laréunion  ){ A+t
/t 11t} est de mesuretotale dans R ( car une rotation irrationnelle sur le cercle est
ergodique). Considérons N’ la réunion (dénombrable) de trandatés Ngt, pour t
parcourant t. C’est une partie s-H"-rectifiable. Considérons I’ espace tangent TyN’, et
définissonsf(y) = yTyN’, qui appartient ala Grassmannienne des n-plans de G.

Pour presquetout x T N, I’ensembledest T R, telsque xgt T N est non-négligeable
dansR. Pour le voir, on applique comme alafin de cette preuve, la proposition 2.3 ala
projection de G sur |’ espace des orbites de X.
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Il découle de ce qui précéde que pour presquetout x T N et presquetoutt R, on a: xgt
T N.Poury=xgt ona: TyN' = xG'g! = yg'G'gt. Donc en général f(yg!) = g
tf(y)gt pour tout t1 t. Considéronslarestriction f’ def a1’ orbite xgt, identifié a R. Elle
vaut G’ sur A ={tT R/xgt1 N}, qui est de mesure de Lebesgue positive. Soit A’ = {y
=xgt/ f'(y) = G'}. Lestranslatés A’ +t, quand t parcourt t, forment une partition t-
invariante de R. Cette partition est triviale par ergodicité. Donc A’ est de mesure totale
dans R. Celaveut dire que g'G’gt = G’ pour presque tout ti R. Donc G’ est bien une
sous-algebre.

Soit G’ le groupe déterminé par G’. || détermine un feuilletage invariant a gauche dont les
feuilles sont lestrandatés xG’'. Notons T I’ espace quotient de ce feuilletage au voisinage
U dunpointdeN, et p: NU® T, laprojection. L’ hypothése de la proposition signifie
que p est derang 0. Donc, d’aprés 2.3 (apres avoir negliger ce qu’il faut) p(N(U) est
dénombrable. Donc N(U est contenue dans une réunion dénombrable defeuilles. U

83. Généralités sur les flots algébriques (aendomorphismes sturtural R-
semi-simple)..

3.1. Notations. Reprenons les notations de I’intoduction : G, un groupe de Lie; gt =
expta, un sous-groupe aun paramétreotial G, al’agébredeLiedeG...

On avait suppose ada : G® G, diagonalisable sur R. Pour | valeur propre, notons G, ,
I’ espace propre correspondant.

L’ identité de Jacobi : ada[X, Y] = [ada(X), Y]+[X, ada(Y)], entraine quesi XI G et
X'T Gy, dors[X, X'TT Gy 4.

On en déduit quesi | >0 (resp. <0), dlors G*| (resp. G ), lasomme des sous-espaces
G- pour |’ > (resp. <) |, est une sous-algebre. On notera G*; (resp. G7) le sous-
groupe de G correspondant.

On aen particulier les sous-algébres suivantes : GSS, G0, GO0, GUO0 gt Guu, Elles sont
somme des espaces propres correspondants aux valeurs propres repectivement < 0, £ 0,
=0,3 0et>0.Onaégalement GS et GY qui s obtiennent en gjoutant Ra a GSS et Gu
respectivement. On notera GSS, G, GO0, GW, GW, GS et GY les sous-groupes
(immergés) qu’ elles déterminent respectivement.

3.2. Pour tout X élément de GSS (resp. GUY), ad(X) est a spectre réel. En effet ad(X) est
nilpotent. Pour le voir on peut supposer que X appartient a un certain G; (11 0).
L’identité de Jacobi entraine alors que ad"(X) envoie G dans Gy . Mais pour n assez
grand nl ne sera pas une valeur spectrale de ad(a ), donc Gy = 0.
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3.3. L’affirmation suivante permet de justifier I’ usage de certains quotients de G (méme
s'il y atoujours une fagon de s’ en passer). Supposons pour cela que, désormais G est
simplement connexe

Affirmation. Tousles sous-groupes précédents sont fermés (dans G).

Preuve. Pour G qui n'est rien d autre que le centralisateur de gt dans G, |’ affirmation
est évidente. |l est par contre moins évident (et faux sans la simple connexité) que le
groupe a un paramétre gt lui-méme soit fermé. On va montrer ici que G est fermé (les
autres cas se traitent de la méme fagon).

Considérons une décomposition de Levi en produit semi direct G = R.S, ou R est le
radical de G (plus grand sous-groupe distingué résoluble) et S est semi-simple [Rag]. Ces
deux sous-groupes sont comme G simplement connexes. On vatraiter dans ce qui suit les
deux casextrémes: G=R et G=S. Lecasgénéral s en déduit aisément.

Casou G = R, i. e G est résoluble. Il est connu dans ce cas que |’application
exponentielle exp : G® G est un difféomorphisme [Ser]. Tous les sous-groupes connexes
de G sont donc fermés, puisgu’ils sont images par exp de sous-espaces de G.

Cas ou G = S, i. e G est semi-simple. Les sous-groupes a un parametre R-semi-
simple se décrivent dans ce cas facilement. Soit n=dimG, et Ad: G ® SL(n, R). Alors
ht = Ad(g!) est un groupe aun parametre de Si(n, R), R-semi-simple [War]. Evidemment
pour montrer que G est fermé, il suffit que le groupe stable analogue, correspondant a ht
I’ est. Aprés conjugaison, on peut supposer ht diagonale. Le groupe stable de ht est donc
un sous-goupe du groupe (fermé dans SL(n, R)) des matrices triangulaires supérieures
avec 1 sur ladiagonale. Ce dernier groupe est nilpotent et simplement connexe. Comme
dans le cas résoluble, tous ses sous-groupes sont fermés.

U3.4. DansM = IG.Ona
une action adroite, localement libre de G sur M, prolongeant notreflot : f{(x) = xgt (Ce
ne serait pas le casdans GG/K s K est non-trivial).

3.4.1. En particulier les sous-groupes précédents agissent sur M, et y déterminent des

feuilletages. Si G’ est I’un de ces groupes, on notera xG’ lafeuille de x et XxG’ son
espace tangent en x.
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3.4.2. Atout X1 G, correspond un champ vectoriel qu’ on notera également X, sur M.
Son flot est lamultiplication x® xexptX. Notonsque X T G| s et seulement si Df {(X)
=d IX.

3.4.3. M est canoniquement parallélisable al’ aide des applications: B, : TyM ® TM,
définies par : Py (X(x)) = X(1) ou 1 correspond al’ @ément neutre de G.

84. Début de la preuve. Sous-espaces tangents et feuilletages
de N.

4.0. Conventions.

1. Pour lesthéoreme A et B, il suffit évidemment de considérer le casou M est de
laforme GG, i. e. K est trivial. On le supposera donc désormais.

2. Leterme " presque partout” sera utilisé au sens d’ une mesure de Hausdorff ( de
dimension n, restreinte a une partie s-HN-rectifiable), qu’ on ne précisera pas mais qui
sera évidente par |e contexte. On utilisera également le terme “ essentiellement égal” pour
dire que deux parties sont égales modul o des sous-ensembles négligeables (au sens d’ une
mesure de Hausdorff évidente par le contexte) de chacune d' elles.

Soit Nc GG, une patie s-H"-rectifiable, f-invariante. La proposition suivante se
démontre exactement comme la proposition 9.1 de [Zeg],. Elle peut également (ainsi que

la proposition 4.1.2) se démontrer directement al’ aide d’ une variante de I’ application de
Gaub, qu’ on introduiraen 5.2.

4.1.1. Proposition. Supposons queleflot (N, f) préserve une mesure m Alors pour
mpresquetout x1 N, I’ espace tangent T, N est somme de ses intersections avec |es sous-
espaces xG;, quand | parcourt le spectre de ada. En particulier T,N =
T,N(XGSSg TyN(XGO04 T,N(XGUW,

Un casintérréssant ou S applique la proposition est celui d'une partie HM-rectifiable. Dans
cecas (N, f) préserve lamesure de Hausdorff :

4.1.2. Proposition. ([Zeg]2, Théoreme A) Une partie H -rectifiable invariante par un

flot algébriqure dont I’endomorphisme structural est a spectre réel, préserve la mesure de
Hausdorff H".
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Remar que. La mesure de Hausdorff est prise au sens de n’importe quelle métrique sur
M, provenant d’ une métrique invariante a gauche sur G. Sur une partie N, générale, deux
telles mesures correspondantes a deux métriques différentes sont équivalentes, mais pas
nécessairement proportionnelles (i. e. la densité de I'une par rapport a |'autre est
constante). |1 suffit par exemple de considérer des produits scalaires différents sur RM.

La proposition suivante nous permettra de ramener la preuve du théoréme A’ a celui du
théoréme A, ainsi que le cas s-H -rectifiable du théoréme B au cas H -rectifiable.

4.1.3. Proposition. Soit N, une partie f-invariante, s-H"-rectifiable et préservant
une mesure méquivalente ala mesure de Hausdorff. Alors N est réunion dénombrable de
partiesf -invariantes et H"-rectifiables.

Preuve. Soit nlamesure (s-finie) de Hausdorff sur N. D’ aprés 4.1.1, TxN est somme
de ses intersections avec les sous-espaces xG; . On déduit de 3.4.2 que det(Dyf t) s ecrit
comme expta(x), pour une certaine fonction a : N® R, f-invariante. Donc ftn =
expta(x)n.

Ecrivonsm= fn, ou f est une fonction mesurable (Radon-Nykodim). || découle de ce qui
précéde que f(fi{(x)) = exp-ta(x)f(x). Montrons que a est presque partout nulle.
Supposons le contraire, par exemple a >0, sur un ensemble non-négligeable A. On peut
supposer que larestriction de f a A est continue (sinon on remplace A par une partie un
peu plus petite). D’ apres le Théoréme de récurrence de Poincaré (appliquéan, il existe x
T Aetth® -¥,tel queftx T A, ftox ® x. Ceci contredit évidemment la continuité de
larestriction def aA, au point x.

Ce qui précede signifie que ladensitéf est f -invariante, et en particulier que f preserve la
mesure s-finie n. Lafinitude de mentraine que si A est une partie telle que n(A) < ¥,
alorsn(A’) <¥,0u A’ estlef-saturé de A. En effet dans A, I’ inverse de ladensité f est
sommable. Par invariance def, ceci s é&end aA’.

La preuve de la proposition est terminée puisgu’on peut écrire N comme réunion
dénombrable de tels A. A fortiori, N est réunion dénombrable (pas nécessirement
digointe) desA’, qui vérifient bien les conditions de la proposition. U

4.2. Par 4.1.2, N est partitionée en un nombre fini de parties f -invariantes, ou toutes
les dimensions TyN(xG; sont constantes. Evidemment, il suffit de démontrer les
théorémes A ou B pour chacune de ces parties, qui soit non-négligeable. Pour une telle
partie, I’ espace tangent est presgque partout le méme que celui de N.

On peut donc quitte aremplacaer N par |’ une de ces parties, supposer que toutes les
dimensions considérées sont constantes.
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Ce procédé, de substitition de N aun éément d’ une partition dénombrable f -invariante se
répetera a plusieurs endroits dans ce texte.

4.3. Feuilletages de N. Soit U un voisinage dans M, d'un point x de N.
Considérons T, |” espace quotient de latrace sur U du feuilletage de M défini par GSS, et
p:NU ® T laprojection. Elle est Lipschitzienne puisqu’elle est restriction de la
projection de U qui est anaytique. D’aprés 4.2, le noyau de Dp est de dimension
constante. Le rang de p est donc constant, égal ak. Appliquons 2.3. On verraainsi NUU
(presque partout) partitionné en parties H-K-rectifiables. On notera Wio (x) lapartie

contenant x. On appellera Wfic , le feuilletage stable local de N (méme s'il est loin
d’avoir les propriétés de continuité exigées aux feuilletages usuels).

On définira un feuilletage stable (global) WSS, en relevant N dans G et considérant |a
projection globale G® G/GSS,

On définit de méme desfevilletages W W20 w2 w9 wP o etwl
respectivement instable local, central local, stable-central local, instable-central local,
stable faible locd et instable faible local, ains que des feuilletages globaux
correspondants notés de laméme fagon en omettant I’ indice “Loc”.

4.4. Ergodicité partielle.

Proposition. Soitf : N ® R, une fonction mesurable bornée, f -invariante. Alors pour
presque tout X, f est presgue partout constante sur WSS(x) et WUU(x). Plus précisement,
en enlevant une partie invariante négligeable de N, on aura: pour tout x, f est (partout)
constante sur WSS(x) et WUU(x).

Preuve. On fait recours a la mé&hode de preuve standard, utilisée pour démontrer

I’ ergodicité des flots d’ Anosov [Ano]. Démontrons la proposition pour WSS, Pour tout n,

soit g", une application Lipschitzienne telle que &(x)-g'(x)é £ 1/n presque partout.
t

Considérons |a somme de Birkhoff gn(x) = t-1 ] gn(f(x))ds. On a é&(x)-g"(x)é £
0

1/n, presque partout. Donc s g* est lalimite presque partout de g",(x), alors &(x)-g* (x)é
£ 1/n, sur un ensemble A, de mesure totale.

Remarquons maintenant que si g",(x) converge vers g*(x), alors pour tout y T Wss(x),
gn,(y) converge vers g'(y) = g*(x). Pour le voir, notons | la constante de Lipschitz de g,
et| laplusgrande valeur propre négative de ada. Pour deux points x et y de M, sur une
méme feuille du feuilletage défini par GSS, Il découle de 3.4.2 que : d(ftx, fly) £
el d(x, y), ou d est la distance induite (d’ une métrique riemannienne invariante & gauche
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t

sur G). Il s'ensuit que &g",(x)-g",(y)&E t 1 8 ed d(x, y)ds. Ceci converge vers O car |
0

< 0. D’ou I affirmation.
Il en résulte que I’ oscillation de f sur les feuilles de latrace du feuilletage WSS dans A, est

plus petite que 1/n. Cette oscillation est donc nulle sur toute intersection WSS(x)(A, ou A
est I'intercection detousles A,. Or la continuité absolue (2.3) entraine que  WSS(x)( A

est de mesure totale dans WSS(x).
La méme preuve s applique a WU, Pour montrer la derniere partie de la proposition,

considérons N’, I"ensemble des points x de N vérifiant : f est presque partout constante
sur WSS(x). D’ aprés ce qui précéde N’ est de mesure totale dans N. Pour tout x T N,
soit B(x) ¢ WSS(x), I’ ensemble des pointsy de WSS(x), tels que f(y) soit différente de la
valeur essentielle de f restreinte a WSS(x) (on peut définir cette valeur essentielle comme
moyenne (locale) def sur WSS(x)). Laréunion de tous les B(x) est une partie mesurable,
et négligeable d aprés la continuité absolue de WSS, Dans N”, le complémentaire de cette
réunion , on a: pour tout X, f est constante sur WSS(x).

Maintenant , a partir de N”, on refait la méme construction al’ aide de WU4. Ce qu’ on
obtiendraalafin, vérifie bien la proposition. U

85. Structure des feuilletages stable et instable de N.
Le présent § est consacré alapreuvede:

5.1. Proposition. Quittea remplacer N par une partie de mesure totale (dans N),
ona: pour tout x T N, il existe un sous-groupe connexe HXSS , tel que pour tout x T N,
WSS(x) est une partie de mesure totale dans xHXSS . L'application x ®
H)S('S (ou de maniere équivalente x ® H)S<S) est mesurable en x, et f-invariante. I
existent également des sous-groupes H)L:u ,H)S( et H)L: vérifiant la méme propriété pour
les feuilletages WUY, WS et WU,

Remar que. Insistons sur le fait que la proposition affirme gu’ en remplagant N par une
partie de mesure totale, disons N’, alors : pour tout x T N’, on a : WSS(x)(N’,
WUU(X)(N", WS(X)(N’ et WY(x)(N’ sont des parties de mesure totale dans x H)S(S , X
ng ,xH)S( etng.

SS
5.2. Existence de Hy . Soit d ladimension de WSS. Considérons I’ application de

Gaub, Ga: N ® GrdG)
X® Py(TyWSS(x)),
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ol GrdG) est la Grassmannienne des d-plans de G et P, : T,M ® T{M et le
parrallélisme canonique (3.4.3). Considérons sur Gr4G), le flot Ft déduit de exptada =

Ad(gt) agissant sur G. L’ application Ga est équivariante entre (N, f) et (GrdG), Ft). Il

suffit pour le voir de regarder tout dans G, auquel cas: Ga(x) = x 1T, WSS(x)).

Il s'ensuit en particulier que si x est un point (N, f)-récurrent, alors Ga(x) est un point
(GrdG), Ft)-récurrent. 1l n" est pas difficile de voir, puisque ada est R-semi-simple que
les points récurrents de (Gr4G), Ft) sont tous des points fixes ([Zeg]2, §7.4). Il en
résulte que Ga est une application f -invariante. Appliquons la proposition d’ ergodicité
partielle (4.4) : apres avoir négliger ce qu’il faut, Ga est constante le long de WSS(x). En
regardant dans G, ceci s'interprete par : TyWSS(x) = 1Hf'(S ou par définition HXSS =
Ga(x). Appliquons 2.5 : H)S(S est une sous-algebre déteminant un sous-groupe noté HX ,

et WSS(x) est contenue (modulo un sous-ensemble négligeable) dans une réunion
dénombrable de trand atés ny .

Ainsi, on aconstruit une application : x® His , dont la mesurabilité et la f -invariance
sont évidentes. On construit de méme les autres sous-groupes.

5.3. Complétude. Il s agit maintenant de montrer que (presque partout) WSS(x) est en
fait, essentiellement égal éxH)S(S . Pour cela, il est naturel de regarder 1a” densité de WSS(x)
par rapport afo;S ”. Plus précisément, comme en 2.4.2, considérons :

Qe(x) = Hd(WSS(x)(B(x, e))/c(d)ed, ol B(x, €) est laboule de xHXﬂS derayon eet
centrex et d = dimwWsS(x) = dim HXSS .
D’ aprés 2.4.2, pour presque tout xI N, Qg(x) tend vers 1 quand etend vers 0. L’idée
maintenant est de montrer qu’ en fait Qg(Xx) est (presgue partout) indépendant dee. 11 s agit
de montrer :

Affirmation. Pour tout efixé, disonse= 1, ona: Qg(X) = 1 pour presque tout X.

Preuve. Commencons par le cas particulier suivant, qui serala premiere éape de la
preuve.

Ss
Un premier cas. Supposons précisement que presque partout Hy — est contenue dans
un sous-espace propre G; de ada (3.1). (G| n’est pas nécessairement une sous-algebre
Ss
maisHy |'est). D’aprés 3.4.2, pour tout X, flest une homothétie de rapport € t entre

sS
B(x, € cxHy et B(fix, el tg) cft(x)HftX —ft(x)HX Il en résultelaformule:

5.3.1. Qgd t (f1X) = Qg(X).
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Fixons e et pour ¢3 0, soit N(c, € = {x T N/ 1-c £Q¢(X) £1+c}. D’ aprés ce qui précéde,
ona:

f-YN(c, €) = N(c, €l te).
Or d'aprés 2.4.2, Qod t (X) tend vers 1 quand t tend vers +¥ (car | <0). Donc pour ¢>0,
HN(N(c, €l te)) tend versHN(N) quand t tend vers +¥ . Mais ft préserve lamesure H™. |1
en résulte que pour tout c>0, HY(N(c, €) = HY(N). Par conséquent HM(N(O, €)) =
HN(N). Ceci veut exactement dire que pour presgue tout X, Qg(X) = 1.

Lapreuve del’ affirmation est ains achevée dans ce cas particulier. Avant de passer au cas
général, continuons la preuve de notre proposition dans ce cas particulier.

On sait d’'aprés 5.2 que presque partout WSS(x) est essentiellement contenue dans une
réunion dénombrable de trandatés yH)S(’5 . Démontrons gqu'en fait WSS(x) est
essentiellement égale a cette réunion dénombrable de tand atés yHX$ .
Appliquons |’ affirmation pour e = 1. Par continuité absolue on a: pour presgue tout X,
presquetout zT WSS(x), vérifie: Q1(2) = 1. Celaveut dire que WSS(z) = WSS(x) contient
presgue toute la boule B(z, 1)(zH>S(S . Soit y, tel que WS*‘(X)(yH)S(S soit non négligeable.
Ce qui précéde dit que WSS(x) (yH>S(S contient presque tout son voisinage de rayon 1, dans
yHXSS . Il en résulte évidemment que WSS(x) contient presque tout yH)S(’5 .

Montrons maintenant WSS(x) est essentiellement égaleaxHy , i. e.il’'ny apas d’ autres
trandatés ny coupant non-trivialement WSS(x). Supposons le contraire : il existe desy
telsque WSS(x)(yHXSS soit non-négligeable et yHXSS T xHy .

Supposons que ces yH>S(S ne s’ accumulent pas sur xH)S(S . Tel est par exemplele cas si
leur nombre est fini. Ceci permettra de définir une fonction, f : N® R, f(x) éant la
distance dans xG, de x alaréunion des yH)S(’5 différentes de xHy . Cette fonction est
décroissante (exponentiellement) le long des orbitesde f (parce que tous les yHXSs sont
contenus dans xGSS), i. e. f est une fonction de Lyapunov pour f. Ceci est impossible a
cause du caractere conservatif def . 11 en découle que I&eyHXSS s accumullent sur xH>S(S .
Comme WSS(x) contient presque tout ces yH)S(S , ladensité Qq(x) serainfinie pour tout e >
0. Contradiction! Donc WSS(x) est essentiellement égae afo;S :

5.3.2. Cas général. Pour x T N, soit | (x) laplus plus petite valeur propre négative de
ada, telle que xG; ( TyN soit non nul. Le spectre de ada étant fini, ceci induit une
partition finie de N. Comme en 4.2, en passant a une partie, on peut supposer que | est
constante dans N. On sait que G| est une sous-algebre, qui détermine un sous-groupe G
| - Cedernier définit un feuilletage x® xG- de M. En répetant tout ce qu’ on vient de
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faire en remplagant GSS par G-, on obtient un feuilletage W! de N, qui est un sous-
feuilletage de WSS, L’ hypothese du premier cas est vérifié par ce feuilletage. 11 existe donc
pour presgue tout X, un sous-groupe Hi( tel que W! (x) soit essentiellement égaleale( .
On déduit facilement de I’ identité de Jacobi (3.1) que G| est unidéal de GSS. |1 en résulte
en particulier que H!( est un sous groupe distingué de HXSS

Soit | ’(x) la plus petite des valeurs propres négatives de ada qui sont plus grandes que | ,
telleque: xG» ( TyN soit non nul. Comme précédement, on peut supposer | ' constante
sur N. Faisons maintenant |” hypothése suivante analogue a celle du premier cas: HXSS =
XG7» (TN (en d autes termes, seuls xG, et xG, » coupent non-trivialement T,N).

On définit maintenant une densité Q' adaptée alasituation, et vérifiant en particulier la
formule 5.3.1 avec | remplacépar | . Une facon simple de la construire consiste a
projetter dans le groupe quotient H)SZS/ HX = HX \ H)s(s . Ladistance de H)S(S S'y projette
bien, et y sera H)S(S -invariante, puisgue Hx est distingué. La densité de WSS(x)(xH)S(‘S
sera simplement la densité de la projection dans |le groupe quotient. On démontre comme
au premier cas, que pour efixé, ona Qg = 1, presque partout.

Pour en déduire, comme au premier cas, que la densité de départ Q. est presque partout
égale a1, on serappele que d§ad aprés le premier cas, WSS(X)(xHXSS est essentiellement
invariante par HX

Aing, en passant alavaleur propre suivantede | ' et ainsi de suite, on démontre en toute
générdité:

ss
Affirmation. Pour presgue tout x, WSS(x) est essentiellement égale axHy .

5.4. Fin de la preuve de la proposition. Il s'agit de “purifier” N, pour passer de
“presque partout” a* partout”. D’ abord, I’ affirmation précédente s étend aWUY, ainsi qu’ a
WS et WU qui ne sont rien d’ autres que les saturés de WSS et WW par f. Considérons :
A1 ={xT N/ WsS(x)(N est une partie de mesure totale dans xHXSS }.

A, = {xT A1/ WUU(x)(A; est une partie de mesure totale dans ngu }.
Ceci permet de construire par récurrence une suite emboitée de parties A,,. D’apres
I” affirmation précédente et la continuité absolue, toutes ces parties sont de mesure totale
dans N. Il en vade méme pour leur intersection N'.
Soitx T N’. Par construction, pour tout n pair, WSS(x)(A,, est une partie de xH)S:S , de
mesure totale. 1l en résulte que WSS(x)(N’ est une partiedexHy , de mesure totale. Le
méme rai sonnement avec les nimpairs entraine que WSS(x)(N’ est une partie de mesure
totale dans xHX . Ceci achéve la démonstration de la proposition. U
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86. Larelation Wsu,

Considérons sur N, la relation d'équivalence WY, engendrée par WS et WU (ou de
maniére équivaente par WSS, WUU, et f). Laclasse d équivalence de x est notée WSU(x).

6.1. Proposition. Modulo un sous-ensemble négligeable de N, on a: pour tout X,
su su
W3U(x) est une partie de mesure totaledansxHy , ou Hy  est e groupe engendré par
s ' uu S u
Hy ,Hy etgd (oudefagonéquivalente par Hy et Hy ).

Preuve. Appliquons 4.4 et 5.1, on peut supposer que :

1) les applications x ® H)S( ,etx ® H)lj , sont constantes sur toute feuille WSS(x) et
WUY(x). Ces applications sont par suite constantes sur tout classe WSY(x).

i) Pour tout x, WS(x) (resp. WY(x)) est une partie de xH)S( (resp. xH)L:) , de mesure
totale.

Fixons x, et pour ssimplifier les notations, notons A = Hi etB= H)li et C le sous-groupe
de G qu'ils engendrent, ¢’ est-a-dire C = Hiu :

Il est clair, o' aprési, que tout pour touty T WSU(x), il existe m tel quey = xh, avec h =
by...anbpaveca T AetlT B. Donc WSU(x) ¢ xH)S(u :

Considérons |’ application f, : AXB ® C, fo(ay, bq) = &b4. D’ apresii, pour (a1, bp) dans
une partie de AxB, de mesuretotale, h = fo(g, bq) vérifier y = xh = xggb, appartient aN.
Par conséquent yT WsU(x).

Il en sera de méme pour |’ application f3 : AXBXA® C, f3(a, b1, ap) = a1b1a, ainsi que
pour toutes |es applications f,,, définies de laméme fagon.

II'est connu que pour m assez grand, f,,, est une submersion globale (car C est un groupe
de Lie engendré par A et B). L’image d’'un sous-ensemble de mesure totae sera de
mesure totale dans C. Donc WU(x) est de mesure totale dans xC. U

6.2. Géométrie des feuilles de WSO, Rappelons que WSO, est latrace sur N, du
feuilletage x® xG, de M et que G est engendré par GS (ou GSS) et GO0 (qui n’ est rien
d autre que le centralisateur de gt dans G).

L’identité de Jacobi (3.1), entraine facilement que GSS et GS sont des sous-groupes
distingués de GS0. Ceci peut s intérpreter géométriquement en disant que, pour x fixé,
les feuillesyGSS (ou yGS), quand y parcourt XG0, sont parralléles entre elles. En effet,
regardons tout dans G et soit dy est |a distance de Hausdorff sur les parties de G (déduite
d’ une métrique invariante a gauche). Alorssi y = xg et y’ = xg' appartiennent axG, on
a: dH(yGS, y'GS) = dH(xgG™, xg'GS) = dy(9Gs, g'GS) = dy(G=g, G=¢') £
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d(g, g’) < ¥. Donc dy est bien une distance GS0-invariante a droite sur I’ espace des
feuilles yGS, quand y parcourt xGS0. Ceci est naturellement une bonne fagon de dire que
cesfeuilles sont parraléles entre elles.

Que peut-on maintenant dire dasfeuillastXSS quand x parcourt WSO(xg). D’ aprés 4.1.1
et 4.3, pour presque toute X, dans un voisinage U de xg, W(xp) est un sous-ensemble
HK-rectifiable, dont I’ espace tangent est scindé :

TxWO(xg) = (TxWO(x)(XGSS)A (TxW(x0)(XG) (pour HK presque tout xi
WS0(xg) ). Ce scindement donne présicément la restriction a WS0(x) des deux feuilletages
Wss et W0 de N.

Si WS0(xq) est une sous-variété C1, ces derniers feuilletages définnisseront une structure
de produit local, i. e. pour xI WSS(xg) et y T WOO(xg), proches de xg, on a :
WOO(x)(WSS(y) est non vide et réduit a un point noté [x, y]. En particulier I application :
xI WSS(xg) ® [x,y] T WS(y), est un homéomorphisme entre voisinages de xg et y dans
leurs WSS-feuilles.

L es choses se compliquent un peu plus dans le cas HK-rectifiable : il faut bien “purifier”
WSO(x) pour aboutir & un crochet [x, y] défini presque partout. Soit p, larestriction &
WSO(x0) de laprojection : xgG0 ® xoGS0/GO0 = T. Ladiscussion précédente dit que
lorsque WSO(x) est une sous-variété C1, alors localement I’image de WSS(x) est égale a
I’image de WS5(y). Considérons maintenant larelation x » y si et seulement si p(WS5(x))
et p(WSS(y)) coincident sur un ensemble de (H9) mesure non nulle. Notons - lareation
d’ équivalence qu’ elle engendre.

6.3. Affirmation. Il y aun nombre au plus dénombrable de classes d’ équivalence
delarelation -,

Preuve. En effet d'aprés 2.3, p(W0(xg)) est s-Hdrectifiable. Par définition
I intersection des projections de deux classes d' équival ences différentes est négligeable. 11
ne peut y en avoir qu’ une quantité dénombrable, puisque leurs projections sont presgque
toutes de mesure positives. U

V oyons maintenant, quelles conséquences peut-on tirer pour deux points X et y qui sont ~
équivalentes. Pour cela, relevons tous dans le groupe G et notons N lerelevé deN.

. . ~ ~ ASS S 1 N SS A SS
6.4. Affirmation. Notonspour xI N, Hy =XHy x =S x-y aors Hy = Hy
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Preuve. Evidemment on peut supposer que x» y. Pour simplifier, supposons x =1, et

Letz=Goo qui est simplement

notons H = I/:|XSs :xH)S(SX'l = H)Sgs JH =y H? y
le centralisateur de gt dans G. L’ hypothése dit que pour h appartenant aune partie A ¢ H,
de mesure positive, hZ( yHBS,S = hZ(H’y est non-vide. Donc pour h1 A, il existezl Z et
h=h'(h)l H’,telsque:

hz=hy (*).
On peut supposer que 1 T A. Donc quitte aremplacer y par h’(1)y T H'y, on peut
supposer quey T Z. Lareation (*) devient aing :

Pour hT A, il existeh =h'(h)T H’ td quehrih T Z (**).
Le lemme suivant découle immédiatement de 3.4.2 :

Lemme. Il existe une partie L du spectre négative de ada, telle que H soit engendré par
des groupes & un paramétres h®, vérifiant g hs= hsexp' 9t (pourtoussett) etl 1 L.
U
Supposons pour commencer que A contient un voisinage de 1. Appliquons (**) a h
appartenant a A, et faisant partie d’ un groupe a un paramétre comme dans le lemme. |1
exiserah' tel que h'th' commute avec gt :
hree! tg'h = (par lelemme) gt h'l i = (par **) Wil gL,
Donc : hi-exp! U= gt()-1gt,
Malsd apres le lemme précédent (qui s applique évidemment a tout Hy ), gt normalise
Hy Il normalise par suite également H' =y~ 1H§S y,cary 1 Z.Donc le second membre
deladerniére égalité appartient aH’. Le premier membre appartient évidemment aH. Le
point, c'est qu’il n"est pas trivial. En jouant sur t, on obtient que hlep! 1] H, pour
1-exp-l t parcourant un intervalle proche de 0. Il s ensuit facilement puisque H’ est un
Sous-groupe, que tout le groupe a un parametre hS est contenu dans H’. 1l en résulte que
Hc H’, car ces derniers groupes a un parametres engendrent H. L’inclusion inverse
S obtient de laméme fagcon. DoncH = H'.
Maintenant , le cas général ou A est simplement de mesure positive se traite de lafagon
suivante. Supposons d’ abord que le sous-ensemble L du lemme est réduit a une seule
valeur| . Danscecastout h T H, vérifielacondition du lemme. Remarquons que pour
arriver al’inclusion He H’, il suffit de considérer d ééments (d = dimH) hj T H, dela
forme expai, et tels que les aj, engendrent H (en tant qu’ espace vectoriel). Ces h;,
existent en supposant que 1 est un point de densité de A.
LecasoulL contient plus qu’ une valeur setraite par une récurrence analogue acelle 5.3.
U
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§7. Composantes ergodiques.

7.1. ConsidéronsN lerelévement deN dansG, W et W % |es relévements de Wsu
et W00 dans N . Pour presquetout x T N, laréunion u{ W ) /y T W %)} est
invariante et non-négligeable dans N. On peut donc comme en 4.2, supposer que N est
égalealaréunionu{ W %(x)/xT W %(xg)}, pour un certain xo. Donc

N =u{ W ¥(x)/ xI x0S, ol S est une partie de Z = GO0}

7.2. D’aprés6.1, (modulo un ensemble négligeable)\TV SU(x) est une partie de mesure
SU  ASU . AsU su -1 ASU .
totaledans x Hy = Hy X,o00 Hy =XxHyx X —. Lesous-groupe Hy n’estrien
, , ASS  AUU . aAud uu 1 Lo
d'autrequelegroupeengendrépar Hy , Hy etgf,ou Hy =xHy x ™~ sedéfinit
Ss
delamémefacon que I’-\lx (6.3) .
uu su
Les affirmations 6.3 et 6.4 s étendent a Il-\lx . Il en découle que 6.4 s étend a I/-\IX :
ss ~ ~ ~
Mais par définition Hy  est constant sur lesfevillesde W . Or W et W sont

transversres. Il en résulte que (modulo un ensemble négligeable) I’ application: x T N
su
® I’—\|X , prend au plus un nombre dénombrable de valeurs.

Affirmation. On peut se ramener (en modifiant M et N) au cas ou |’ application x ®
su ~ su L~
I/-\IX est constantedansN . Ainsi si Lo = ﬁx (pour n'importequel x 1 N), aors:
N = LgxoS, ou Sest une partie de Z = GO0,

Preuve. Considérons un niveau (non-négligeable) N o del’application x ® ﬁiu . On
remplace N par la projection dans M de ce niveau. Maintenant |”image réciproque de N est
smplement le G-saturé de N o- Pour étre sur que notre application est constante sur cette
image réciproque, on change M = GG, en remplacant Gpar le sous-groupe GcG, des
ééments conservant N o (I"'image réciproque devient ainsi I\To elle-méme). Remarguons
gue cette modification ne change pas |a projection de N dans M, puisqu’ elle s'identifie
danstous les casaG \ Ng . U

7.3. Quelques sous-groupes.

7.3.1. GnormaliseLg: go = Log, pour tout g1 G. En effet :
dlox =gW 3(x) =W *(gx) = Log

7.3.2. Notons:
L1 = Ao = LoGle sous-groupe engendré par Lo et G
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Lo =LafermeturedeL1 dans G.
L = lacomposante neutre dans L.

Tous ces sous-groupes sont normalisés par G. |1 en résulte que Lg est distingué dans L1,
ains quedansLoetL.

7.3.3. D’ aprés | affirmation précédente N = LxgS, oU S est une partie de Z = G, Le
reste de ce § est consacrée alapreuve de:

7.4. Proposition. Les composantes ergodiques de (N, f) sont exactement les
projections des parties Lx, munis de leurs mesures de Hausdorff. De plus, on peut écrire
N = LxoSo ol Spest une partie de Z = GO0, Hdrectifiable ou d = dimN-dimL. Plus
précisement sin= dimN et k = dimL, alors on peut choisir Sg de telle facon que
HALyo)xHK(Sg) £ 2HN(N), ol L0 est laprojection de Lxq (7.4.1).

7.4.1. On déduit du fait que Gnormalise L que les orbites (& gauche) {Lx, xI G} se
projette bien dansM = GG, et y détérmine un feuilletage L (cela ne veut pas dire que L
agit adroite sur M).

7.4.2. Lesfeuillesde L sont fermées dans M (car le Gsaturé d’ une feuille Lx est Lox,
qui est par définition fermée dans G). Plus précisement L est défini par la fibration M =
GG ® A\G=L\G=T.Notonsp: N ® T, larestriction aN de la projection. Par
définition, pour xT N, Lx contient W S(x). || s ensuit en particulier que, dans N, les
feuillesde L sont f-invariantes (i. e. contiennent les f -orbites de leurs points). Il en
résulte que la décomposition ergodique de (N, f) est moinsfine que L (parce que p est
mesurable et f -invariante).

D’aprés 2.3, presgue tout niveau de p est HK-rectifiable pour un certain k, et les
conditionnelles de la mesure de Hausdorff de N sur ses niveaux sont équivalentes a HK.

Soit x un point de N, contenu dans un niveau HX-rectifible. Le flot (LxUN, f) respecte
donc HK (d’aprés 4.1.2). 1l respecte également la mesure conditionnelle my, qui est
équivalente aHK. Ces deux mesures seront donc égal es a constante multiplicative prés si
HK est ergodique.

La preuve de la proposition sera donc achevée si I’ on montre que HK est ergodique et que
k=dimL.
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7.5. Par définition, pour x1 N, W S(x) = Lox = xx-LLgx. Fixonsun point xode N .
Il résulte du fait que Lo soit distingué dans L, que x-1Lgx = xg-1Lgxo pour tout x T Lxg.
En particulier xg"1Lgxg agit adroite sur Lxg, ainsi que sur sa projection Lxg- Sur N' =
NULy, les orbites de cette action ne sont rien d' autres que les feuilles de WSU.

Notons que cette action est minimale, i. e. toutes ses orbites sont denses. En effet le G
saturé fermé de x(xg 1L gXg)ULX = LoxULXg est simplement Lx = LXg.

D’aprés 3.2, Lo et par suite xg-LLgxg sont engendrés par des éléments a spectreréel. 1l en
résulte d’ aprés 4.1.2 quel’ action de xg-1Lgxg sur N’ respecte HK.

Notons G = GUL, et smplifions les notations en prenant xg = 1.

Affirmation. Soit L un groupe de Lie, Lo un sous-groupe distingué de L et G un sous-
groupe discret. Supposons que le goupe G L est dense dans L et que I’ action adroite de
Lo sur G\L respecte une mesurefiniem. Alors m est lamesure de Haar et I’ action de Lo
est ergodique (en d' autres termes |’ action de L g est uniquement ergodique).

Preuve. Notons m lerelévement dem dans L. La mesure mse désintégre localement en
une mesure n sur L/Lg et une famille de mesure ny sur xLg. Cela veut dire que
(locdement) : dn any(f)n. Pour tout x fixé, ny est définie a une constante pres.

Il est facile de voir a cause de I’invariance de mpar Lo, que pour tout X la mesure m est
(localement) invariante par I action de Lg. Donc mk est multiple de la mesure de Haar.
Considérons maintenant une désintégration globale de mpar |’ applicationL ® L/Lg, en
prenant pour conditionnelles my les mesures de Hausdorff (définies par la métrique
riemannienne invariante a gauche de G) sur xL . Cette désintégration est bien définie, en
particulier lamesureimage n est invariante par |’ action de G sur L/Lg. En d  autres termes
nestinvariante par I'action a gauche du sous-groupe G'c L/Lg, qui est simplement
I’'imagede G (on GLQ) par I'é&imorphismeL ® L/Lg. Mais G’ est densedansL/Lg. Il
en découle que n est invariante par tout le groupe L/Lg. Donc n est la mesure de Haar de
L/Lo. Il n’est pas difficile d’ en déduire que mest lamesure de Haar de L.

Quant al’ergodicité, on voit facilement qu’ elle est équivalente al’ ergodicité de I’ action de
G’ sur L/Lo. Elle se déduit donc du résultat classique de I'ergodicité des actions par
trangdlations des sous-groupes denses dans les groupes de Lie. U

7.7. Fin de la preuve de la proposition. I’ergodicité de (N, f) seraméne acelle de
I’action de Lo, car d'apres 4.4, une fonction f-invariante est nécessairement Lo-
invariante. Pour trouver Sy comme énoncé, utilisons laprojectionp: N ® L\G. On peut
voir sans difficulté que HLxg)xHX(p(N)) = HN(N). Il S agit maintenant de trouver une
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section de p, dont I"'image Sg est HX-rectifiable et dont la mesure est presque égale acelle
de p(N), disons HK(Sg) £ 2HK(p(N)). On peut d’ aprés 2.1 supposer que p(N) est une
sous-variété CL. On considére des sections locales de classe C1, définies sur des ouverts
assez petits de p(N) et presgue orthogonales aux fibres de p. On prendra pour Sp, une
réunion dénombrable d’images de telles sections, judicieusement choisies. U

88. Fin des preuves des théoremes A et B.

On éait parti avec une pattie N, HN-rectifiable et f-invariante. Elle sest trouvée
successivement, en un nombre fini de fois (exactement en 4.2, 5.3.2, 7.1 et 7.2)
partitionnée en un nombre (au plus) dénombrable de parties f -invariantes. En choisissant
a chaque éape arbitrairement une de ces parties, on est arrivé ala description donnée dans
la proposition 7.4. Notre partie N est donc une réunion (au plus) denombrable de parties
invariantes comme en 7.4. Ceci démontre donc bien |le théoréme B.

Toujours d apres 7.4, les composantes ergodiques sont des projections de parties de la
forme Lx = x(x-1Lx). Elles sont donc par définition algébrique. Le théoréme A est donc
démontré. U

89. Préliminaires sur les flots géodésiques des variétés
localement symétriques. Preuve du théoreme C [Wall.

9.1. Variétés localement symétriques. Soit V une variété riemannienne compléte
(pour simplifier) et (T1V, f) son flot géodésique.

Par définition V est localement symétrique si pour tout x TV, la symétrie géodésique sy
est une isométrie d’ un voisinage de x. Rappelons que s se définit (dans un voisinage
convexe de X) par sx(expxl) = expy-u, ol u 1 TyV et expx : TxV ® V, dénote
I’application exponentielle. 1l est connu qu'aors le revétement universel Vo oet
(globalement) symétrique, au sens que s, est uneisométrie globale.

Soit v un vecteur unitaire tangent a V et o(t) lagéodésique qu’il détemine. Considérons
gs, = Sg(t/2)Sg(0)- C est un groupe aun parametre d'isométriestel que gy (g(s)) = g(s+t).
On |’ appelle le groupe aun parametre de transvections défini par v. L’origine de la
terminologie est peut-étre le fait suivant. Sur ((t), g;[, induit le transport paralléle: si tt:
Tg (0)\7 ® Tg (t)\~/ est letransport pardléle, dors Dg(o)gy = tt,

On peut facilement voir a partir de ces groupes a un parameétres de transvections que Vv
est homogene. Notons | son groupe d’isométries conservant |’ orientation.
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9.2. Autonomie du flot géodésique. Leflot géodésique d’ une variété localement
symétrique n’ est pas toujours algébrique. 1l I’ est exactement Iorsque\7 est isotropei. e. |
agit transitivement sur
T

1

Erreur!. En généra, il découle de I'existence des groupes a un paramétre de
transvections gf, , Que | agit transitivement sur toute orbite du flot géodésique. Cette
propriété est essenteillement la condition d autonomie dégagée dans [Zeg],. Les flots
géodésiques des variétés localement symétriques sont donc naturellement autonomes
([Zeg], 3.2).

On ne rentrera pasici dans les détails de cette notion, mais disons que son importance
réside surtout dans le fait qu'elle permet de définir des endomorphismes et flots
structuraux comme pour les flots algébriques (81).

Dans notre cas de flots géodésiques, I’ autonomie traduit le fait que I’ équation de Jacobi
i7(1) = R(d (1), j(1)g (1), le long de toute géodésique ((t), est a coéfficients constants (R
éant le tenseur courbure). L’endomorphisme structura n'est rien dautre que
I endomorphisme obtenu en écrivant |’ équation de Jacobi dans son espace de phases.
C est donc pour un dément v TV | I'endomorphisme (j, ') ® (j’, R(v, j)v) de Tyl V

, Scindé en espaces horisontal et vertical.

On en déduit que I’'endomorphisme structural est a spectre réel lorsque la variété V
(localement symétrique) est a courbure non-positive. Le théoréme A de [Zeg] 2 dit alors,
gue du point de vue de conservation de volume, on est exactement comme dans le cas des
flots algébriques (4.1.2).

Affirmation ([Zeg]2, Théoréme A et 83.2). Une partie H-rectifiable invariante par un
le flot géodésique d’'une variété locdement symétrique, a courbure non-positive V,
préserve lamesure de Hausdorff H" (T1V éant muni de samétrique naturelle).

9.3. Structure algébrique partielle. Les orbites de | dans T1\7 déterminent une
partition invariante par le flot géodésique. Sur une orbite le flot geodwque est
naturellemmtalgebnque Soit eneffetvi TV, etgvl Iv. Naturellement ggv —ggf, gL
Doncsif testleflot géodésique, alors ft (gv) = ggvv Ains enidentifiant Iv al/Ky, ou
Ky est le groupe d'isotropie de v, le flot géodésique S'identifiea: gKky ® gKyg, . Donc
sur lv, leflot géodésique s identifie au flot algébrique sur I/Ky, défini par le groupe aun
paramétre g, . On le note (I/Ky, gy ). Remarquons que cette identification est métrique,
au sens que la métrigue induite sur Iv s'identifie a une métrique invariante a gauche sur
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I/Ky (en effet | respecte lamétrique naturelle de TV , €t par suite la métrique induite sur
Iv est I-invariante). On a donc en particulier identification des mesures de Hausdorff dans
Iv et I/Ky.

En passant aT1V, on obtient une partition en parties fermées (car |a partition dans TV
est invariante par |, et par suite également par p1(V)cl) invariantes par le flot géodésique.
Sur laprojection de lv, leflot Sidentifiea (p1(V)\I/Ky, gy ) (remarquons que gt, et Ky
sont définis dans TV ap1(V)-conjugaison pres).

Le groupe aun paramétre gy, est a spectre réel, mais n’ est pas nécessairement R-semi-
simple. Par exemple dansle casde RN, | est le produit semi-direct SO(n).R", et gf, est
unipotent.

Lorsque\7 est irréductible, gf, est bien R-semi-simple. En effet dans ce cas | est semi-
simple et est engendré par les groupes a un paramétre de transvections définis par tous les
vecteurs tangents en un point (arbitraire) fixé xg. De plussi P est | espace des champs de
Killing définis par ces derniers groupes a un parametres, et K est I’ espace des champs de
Killing nuls (stationnaires) en Xg ; alors | =P+K est une décomposition de cartan de
I’ agébre de Lie de . Donc en particulier, pour toutv 1 P, adv est R-semi-simple. Donc
par définition : gy, = exptv est R-semi simple.

En général, il y aune fagcon naturelle de restreindre le groupe d’ isométries | en un sous-
groupe G, qui permet entre autres de rendre gy R-semi-simple. Par exemple dans le cas
de RN, on considérera seulement le sous-groupe des trandations. En général, on
considére le sous-groupe G engendré par les groupes a paramétre de tranvections
déterminés par |es géodésiques passant par un point Xg. C’est équivalent a considérer une
décomposition de De Rham de Vv , €t de prendre le produit des groupes d'isométries de
tous les facteurs non-euclidiens, et le groupe des trandlations pour le facteur euclidien.
Bref, il existe un sous-groupe distingué G de Isom+(\7 ) contenant tous les groupes a un
parameétres de transvections et dans lequel ces groupes a un paramétre sont R-semi-
simples. De plus p1(V)UG est d'indice fini dans p1(V). Donc quitte & passer a un
revétement fini, on peut supposer que p1(V)cG. Ceci rend la description de la partition
précédente pratiquement inchangée, en remplacant Isom*(\7 ) par le groupe d’'isométries
retreind G. On travaillera donc dans la suite avec cette partition.

Remarque. La partition précédente coincide avec la décomposition ergodique de
(TLV, f) muni delamesure de Liouville, lorsque V est de volumefini.
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9.4. Preuve du théoreme C. L’ espace quotient de la partition précédente, dans T1V
ou TV, sidentifieaT = Txo v /K, ou K est le groupe d’isotropie d’ un point xg de V.
Cen’est pas vraiment une variété, mais du point de vue d’ ensembiles rectifiables, on peut
faire comme si I’on est le cas. Une autre fagon de se passer de cette difficulté consiste &
raisonner dans le fibré des reperes SWY, (n = dimV) , de tdle facon que K agisse
librement sur StX0\7 :

Soit NcT1V, une partie invariante HM-rectifiable, et p : N ® T la projection. D’ aprés 9.2,
(N, f) présérve H". D’ aprés 2.3, pour presquetout v I N, le niveau Ny contenant v est
HK-rectifiable pour un certain k, et la conditionnelle de HN sur Ny est équivalente a HK.
Toujours d’aprés 9.2, (Ny, f) présérve HK. Il ressort de tout cela que la composante
ergodique de v dans (Ny, f) muni deHK, est laméme que dans (N, f) muni de H". Mais
Ny est une partie HK-rectifiable du flot agébrique (p1(V)\G/Ky, gy ). Appliquons le
Théoréme A. La composante ergodique de v est donc la projection d’ une partie de TV de
laforme Lv, ou L est un sous-groupe connexe et fermé dans G. Ceci achéve la preuve du

~

théoreme C. %0%o U%o
810. Preuve du théoreme D
Lethéoreme D sera consequence du théoréme C et du résultat géomeétrique suivant :

10.1. Théoréme. Soit V un espace symétrigue de courbure négative (i. e. de rang un
et type non compact ) et G son groupe d’'isométries conservant I’ orientation. Soit L un
sous-groupe connexe de G contenant un groupe a un paramétre de transvections
déterminé par un vecteur v tangent en un point xT V. Alors:;

i) ou bien I’ orbite Lv CcTLV est contenue dans la feuille stable fai ble, ou instable faible de
v (au sens du flot géodésique sur TV ).

ii) ou bien, I’ orbite W = Lx est géodésique dansV . Dansce casLv = TIW cT1V .

Remar ques.

1. On peut voir facilement d aprées 3.4.2 dans le cas i du théoreme, L n’est pas
unimodulaire, amoins qu’il soit réduit au groupe a un parametre gf, lui-méme. On peut
également montrer que dansle casii, L est unimodulaire. En effet L est une extension du
groupe d’'isométries de W (qui est semi-simple) , par un groupe compact. Les deux cas
du théoréme peuvent donc se distinguer par le fait que L soit ou non unimodulaire.

2. Lorsque\7 est I’ espace hyperbolique (réel), Lx est toujours géodésique dans Vv
. Ceci est faux dans les autres cas.
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3. Lescasi et ii sintersectent quand dimL = 1. Dans ce cas Lv est une
composante connexe de TIW .

10.2. Preuve du théoreme D ( dapres 10.1). Soit N une partie HN-rectifiable
invariante par le flot gédésique de la variété localement symétrique, de courbure négative
V. Appliquons le théoreme C : les composantes ergodiques de (N, f) sont projections de
parties de laforme Lv. Comme dans TV, laprojection de Lv est de volume fini, L est
unimodulaire (p1(V)UL est unréseau de L). D’ apres 10.1 et laremarque 1 ci-dessus, Lv
est de laforme T1W , pour une certaine sous-variété W géodésique dans V . Il S ensuit
que les composantes ergodique de (N, f) sont de laforme T1W, ou W est une sous-
variété géodésique (immergée dans V) de volume fini. Mais, il n’ y aqu’un nombre
dénombrable de sous-variétés géodésiques de volune fini dans V. Pour le voir, il suffit de
se rappeler qu’ une telle sous-variété est a groupe fondamental de type fini, et que deux
telles sous-variétés ayant le méme systeme de générateurs de leurs groupes
fondamentaux, sont identiques. Donc N est réunion dénombrable de fibrés unitaires
T1W;. Lamesure de Hausdorff HN est évidemment |a somme des mesures de liouville sur
ces TIw;.

Mais e volume des Wi , et par suite celui des TIW; est minoré (dim W; > 1) [BK] ( ¢’ est
évident lorsque V admet un rayon d’injectivité, parce qu’'aors il minorera les rayons
d'injectivité des W;).

Il en résulte puisque N est H"-rectifiable que N est réunion fini de T1W; (cette réunion
peut éreinfini dansle cas s-HN-rectifiable). On peut aussi dire que N est le fibré unitaire
tangent de la sous-variété géodésique (non nécessirement connexe) W = uWi. 0

10.3. Bord a I'infini de L. Prenonsx et v pour pointsbasede\7 et TV , €t notons
p :G® TV @ pP:G® Vv les projections : p(g) = gv et p(g) = gx. Ains lesorbitesLv
et Lx sont maintenant simplement les projections p(L) et p’(L).
Considérons également les projections al'infini : p>: G ® G/ G¥ = S¥; pU: G ®
G/ GY =S¥ ou S¥ est lasphére al'infini de V . Ici G (resp. GU0) est e sous-groupe
stable (resp. instable) faible central de gt = gf, (3.1) . Des projections analogues p'° et p'*
se définissent sur THV

Soit enfinp : TV ® V la projection, N =p(L) et W =p'(L) = p(N).

Affirmation. Supposons quel’on n'est pas dansle casi du théoréme, et soit B = p(G)

= p'S(N ). Alors : W (= p'(L) ) est formé exactement des points situés sur les
géodésiques deV dont les deux bouts al'infini sont dans B. De méme N (=p(L)) est
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formé des vecteurs unitaires tangents aux geodeésiques dont les extrémités (les deux) sont
dans B.

Preuve. ConsidéronsL= (resp. LS, LS, LY Lu et LY I'intersection de L avec G=
(resp. GS, G®, GM, GU et GY9). L’hypothése de I'affirmation exclut le cas i du
théoreme. les sous-groupes LSS et LUY sont donc non-triviaux.

LesalgebresdeLie LSS, LS, LSO, Luu [ Uet LU0 de ces sous-groupes peuvent se définir
comme dans le cas de G, comme somme d' espaces propres de adg, agissant sur
|'algebre de Lie de L. On en déduit les relations de supplémentarité usuelles entre ces
algebres et par suite entre les groupes qu’elles déterminent. On en tire en particulier
I"image suivante. Si U est un voisinage assez petit d'un point y de L, alors pour tout y’
dans U, yLUWUy’ L est non vide (et de plus réduit a un point). On en déduit, par
définition deps que: p(U) T p(yL'"™).

Notons By, = pS(yLu!). De ce qui précéde, découle que pour y et z proches By et B,
sintersectent sur un ouvert de chacun. Ce sont des sous-variétés analytiques, car tous les
sous-groupes et projections sont analytiques. On est donc proche de conclure que By et
B_ sont “ essentiellement les mémes’ . Montrons précisement que B, = B, . On sait que ps
établit un homéomorphisme entre yGUU et S¥ - { pY(y)} = pS(yGU4). Comme LU est un
sous-groupe du groupe nilpotent GU, il est fermé non borné dans S¥-{pY(y)}. Il en
résulte que : B_y = Byy{ pY(y)}, et de plus B_y est une sphére topologique (la
compactification d’” Alexendroff de By, qui est un espace eucludien topologique).

D’ aprés tout ce qui précéde, et par analycité, pour y et z procheson a: B_Z contient une
composante connexe de B_y -{ pU(y), pY(2)}. Ce dernier ensemble est en fait connexe
quand dimBy 3 2. On en déduit que dans ce cas By -{pU(y), pt(2)}cBy et par suite By,
B, . L’inclusion inverse est vraie pour les mémesraisons, donc By =B, . Par connexité
de L, cette égalité s' étend atous les couples de pointsy et z de L (pas nécessairement
proches).

Un raisonnement élémentaire nous permet d arriver ala méme conclusion dans le cas
dimBy = 1 (on peut par exemple considérer un troisieéme point w T L). Onadonc dans
tous les cas B =By, pour n'importe quel y T L.

Ce qui précéde entraine également que pY(L)cB (=pS(L)). Le méme raisonnement entraine
I’inclusion inverse. On adonc B = pS(L) = pY(L).

Ains tous lesvecteursde N sont tangents a des géodésiques dont les extrémités al’ infini
appartiennent aB. Réciproquement, sial B, alorsa= pY(y) pour un certainy de L.
Donc By = B-{a}. Donc, par définition, pour tout b T B-{a}, il existey’ T yLutel que
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pS(y’) = b. En d’ autrestermes pH(y’) = a et pS(y’) = b. Ceci démontre |’ affirmation pour
N , dnsi que pour sa projection W . U

10.4. Lelemme suivant donne un critére de géodésiblité de sous-variétés.

Lemme. Soit N’ T1V une sous-variété C¥, invariante par le flot géodésique d'une
variéé Vv (quelconque) . Soit S' sa projection dans V. Supposons que dim N' 3
2dimS-1=2n-1. AlorsS est géodésique et N' est ouverte dansTisi Tlv

Preuve. Soientp : N'® S laprojection,y T S' et a laseconde forme fondamentale
de S eny. Lesorbites par le flot géodésique des vecteurs de p'l(y) se projettent sur des
géodésiques contenues dans S et passant par y. En particulier siv 1 pX(y) alors a(v,v)
= 0, par définition de a. Maintenant I'hypothese sur les dimensions entraine pour y
génériquedim p'l(y) 3 n-13dim Ty S.Onen déduit que a est nulleeny et par
généricité que S est géodésique. 0

10.5. Sous-espaces géeodésiques

Affirmation. Soit L’ I G, un sous-groupe de G de dimension 2, contenant le groupe a
un paramétre de transvections gy, et dont |'algebre de Lie est engendrée par a, le
générateur infinitésimal degs, et un vecteur X vérifiant[a,X] = | X ou | estréel. Alors
P (L) (=Lx)1 V estgéodésique.

Preuve. Considéronsladécomposition de Cartan G = K + P, K étant I’algébre de Lie
du groupe d’isotropie de x et P est |’espace des champs de Killing de transvections
détérminés par des vecteurstangentsenx. SiIX =Xy + X5 1 K+ P, alors[a, X4] T P
et[a,Xo] T K. Ceci résulte des relations suivantes vérifiées par toute décomposition de
Cartan: [K,K] 1 K, [P,P]1 K, [P,K]I P.Onadonc[a, Xq] = |Xset[a,Xy] =
| X5. Soit X =X7-Xo Onala,X]=-1X .Lesrelations précédentes entrainent que
[X,X]1 Petquela, [X,X]]=0.Lerang deG étant égal aun, on en déduit que [X,X
] est colinéaire aa. Par suite I'espace vectoriel engendré par a, X et X est une algébre.
Soit L” le groupe qu'elle engendre.

Rappelons que ladérivéeau point 11 G, delaprojectionp’ : G® TivV , Sidentifieala
projectionG ® P = TX\7 . Laprojection S deL” dans V est de dimension 2. Son
espace tangent au point base est en effet engendré par a et Xo.
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Laprojection N' deL” dans T1V est dedimension 3 (cette fois X et X nesidentifient
pas puisque I’ un est stable et I'autre est instable. Pour conclure on utilise le lemme
précédent. U

10.6. Affirmation. Dyp' (L3 = D4p’ (L") (rappelons que LS est engendré par LSS et
a).

Preuve. Soit X un éément de LS comme dans 10.4 et L' |e sous-groupe correspondant.

Lasurface S' = p’'(L") est un 2-plan géodésique contenu dansp’ (L) = W .Ona TxSc
D1p’'(LS). Montrons que TxS' ¢ D1p’(LY). Considérons pour celales géodésiquesde S

alant a+¥, vers p*(1), qui est I'extrémité a-¥ de la géodésique o(t) déterminé par le
vecteur base v. Il découle de 10.3 que les vecteurs tangents a ces géodésiques
appartiennent a N . Mais ces géodésiques sont négativement asymptotes a g(t). Donc
p'(LY) contient S' et par suite TxS ¢ D1p’ (LY).

D’apreés 3.1, les vecteurs X comme dans 10.4 engendrent LS. On en déduit I’inclusion
Dyp' (L9cD1p’ (LY. L’inclusion inverse s obtient de laméme fagon. U

Fin dela preuve du théor éme. Pour montrer que\7v est géodésique, on applique le
lemme 10.4 , en remarquant que :

i) dimW =dimD{p(LS) = dim LSS + 1

i)dimN =dimLS+dimL"W+1=2dimLS+ 1.

On est donc bien dans les conditions d'application du lemme. Donc W est une sous-
variété géodésigue. On voit facilement que B est le bord al’infini de W . 1l en résulte

d'aprés 10.3 que N =TIW Ceci achéve la preuve du théoreme. U

10.7. Contre-exemples quand la courbure n’est pas (strictement) négative.
Le théoreme 10.1 est faux lorque la courbure de V est non positive, mais n'est pas
négative (i. e. G derang supérieur a1). Considérons |’ espace symétrique universel V=
SL(n, R)/SO(n). Ici G = SL(n, R). Une décomposition de Cartan canonique s obtient en
prenant K = I’algebre de Lie de SO(n), i. e. {les matrices nxn antisymétriques} et P = {les
matrices symétriques de trace nulle} . Considérons L1 = SL(m, R)xSL(n-m, R) cG et
pour gl G, Lg= g1lL19. Notons Ly son algebrede Lie. Ona: dimG = n2-1; dimP =
(n2+n-2)/2 ; dimK = (n2-n)/2 et dim L = m2-1+ (n-m)2-1. On en déduit que pour m fixé
(par exemplem = 1) et n grand, dimLg > dimK. En particulier dim LgUP > 1. Autrement
dit Lg contient des groupes a un parametre de transvections. Pourtant la projection
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P’ (Lg)c V nest pas toujours géodésique. En effet sinon, toute orbite L1gx = g(g-1L1g)x

est géodésique, car G agit isométriquent a gauche sur V.

Affirmation. SoitV un espace symeétrique irréductible a courbure non-positive. Alorsil
N’ existe pas de sous-groupe d'isométries non-trivial L1, dont toutes les orbites sont

géodésiques.

Preuve. Commencons par voir les relations entre deux orbites géodésiques : A =L1x et
B=Lix'.Soita:A ® Bet b:B ® A, lesprojections orthogonales. Elles sont bien
définies par I’ hypothese de géodésibilité de A et B [BGS]. Soit aet b un couple réalisant
d(A,B) =inf{d(@,b)/a 1 B,b’ T B}.Doncd(la, Ib)=d(a b) pourtout! T L. Il en
résulte directement que a et b sont I'une réciprogque de I'autre. Elles sont donc
isométriques parce qu'’ elles sont contractantes (au sens large). En particulier si gest une
géodésique de A, alors a(g) est une géodésique de B. De plus a(g) est bi-asymptote a g
(i. e. adistance de Hausdorff finie).

Appelons F le feuilletage défini par les orbitesde L1. Il est riemannienn comme tout
feuilletage défini par les orbites d’ un groupe d'isométries [Mol]. Donc V est muni d’'un
feuilletage riemannien et géodésique en méme temps.

Montons que |’ orthogonal de ce feuilletage est intégrable. Ceci entrainera que V est un
produit riemannienn (la projection sur le produit des deux feuilles passant par un point est
une isométrie), ce qui contredirale fait que\7 est irréductible.

Soit C1 I’ensemble des points des géodésiques bi-asymptotesag. 1l est connu que C1 est
géodésique dansV . Ce qui précéde montre que C1 est transverse aA.

Montrons qu’en tout point y de C, TyCj contient I’ orthogonal a TyFy. En effet, par
exemple quand y est un point de g, on sait que la variété des géodésiques bi-asymptotes a
gest orthogona ala variété des géodési ques exponentiellement positivement asymptotes a
g (projection de la variété stable forte de g). En effet leurs espaces tangents sont sommes
d’ espaces propres de |’ opérateur de courbure, qui est symétrique. Et puis cette derniere
variété est évidemment contenue dans Fy.

Il est connu que C1 S écrit comme un produit riemannien C; = CoXR, ou R correspond a
g Supposons que pour un point y de g, C1UFy = g, alors Cy est orthogonale a Fy. Donc
I’ orthogonal a F est intégrable en'y. Sinon, on considére latrace de F sur Co. Elle est
non-triviale (i. e. de dimension ! 0), car sinon on sera au premier cas. C'est un
feuilletage de méme type : défini par les orbites, géodésiques, d' un groupe d’isometries.
On refait alors le méme procédé avec une géodésique g contenue dans une feuille de la
tracedeF sur Co . Lapreuve setermine par récurrence. U
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Remar que. Considérons!’involutiondecartans : G ® G, s(A) = (A*)-1. Supposons
que laprojection p’(Lg) est géodésique. On peut tirer du debut de la preuve précédente,
plus précisément du fait que dim p'(Lg) = dim p’'(L1) que Lg est invariant par s.
L’ ensemble de ces g est donc assez maigre.

811. Preuve du théoreme E.

Pour le théoreme E, on suppose que la variété ambiante V est compacte. D’ apres
9.3, aunrevétement fini pres, V = py(V)\ G/ K, ou G est le groupe d’'isométries
restreind. Il est produit d’ un groupe semi-simple par un groupe de Lie abelien libre.
Quitte a passer a un revétement fini, on peut supposer que p1(V) est le produit de ses

intersections avec ces deux facteurs. L'ingrédient principal de la preuve est le fait suivant
(démontré dans [Mos]2 pour G semi-simple, mais s étend directement a notre cas) :

11.1. Proposition. [ Mos], : V éant compact ; alorstout g1 p;(V) est semi-simple
(Celaveut dire que Ad(g) agissant sur I'algebre de Lie G est semi-simple. En particulier
sarestriction a un sous-espace invariant est également semi-simple).

11.2. Prenonsv pour point base (de TV ), dors lacomposante ergodique Ng s identifie
aG\L /LUK, ou G=LUp(V). Lequotient G\ L est de volume fini. Remarquons qu’il

est en fait compact. Regardons pour celatout dans p1(V)\G. Par compacité de ce dernier
guotient, si G\ L n’était pas compact, alors il admettra des points d’ accumulation. Ceci
contredit évidemment lafinitude de son volume.

11.2. Proposition (Structurealgébriquedel). Soit L un sous-groupe fermé connexe
contenant un sous-groupe discret Gtel que G\ L soit compact. Supposons que tout
dément de Gest semi-simple. Alors L sécrit comme un quotient fini d'un produit direct S
X Rou Sest semi-simple et R est abdlien.

Preuve. Soit R leradical (plus grand sous-groupe normal résoluble connexe) de L. Soit
L = S. R une décomposition de Levi delL ; S étant semi-simple et S C R discret [Rag].
Un théoreme d'Auslander et Wang [Rag, p 150] affirmeque R C Gest un réseau dans R
acondition que S ne contient aucun facteur compact agissant trivialement sur R. Soit K
un tel facteur maximal. C'est un sous-groupe normal (puisque par définition il est un
facteur direct de S et agit trivialement sur R).
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11.2.1. Affirmation. Il suffit de démontrer la proposition pour L/K.

Preuve. Soitp: L ® L'=L/K laprojection. Soit L' = S.R' une décomposition de Levi
de L'. Par définitionde K onaR' = p(R) et S= p'l(S'). Supposons que L' soit un
guotient fini de S' x R ; alors en particulier les élémentsde S et R' commutent deux a
deux. Il en vade méme pour S et R, toujours par définition de K. Il sensuit que
I'nomomorphismef : SXR ® L, f(s,r) = sr est bien défini. Son noyau est formé des
éémentsde Iaforme(s,s'l) avecsl F=S C R. OrF est dansle centre de S (les éléments
de S et R commutent deux a deux). Enfin, il est connu que le centre d'un sous-groupe

A~

semi-simple d'un groupe linéaire est fini. U

On vadonc dans la suite de la preuve supposer queK est trivial. Donc G' = R C Gest un
réseal co-compact de R.

11.2.2. Proposition. Soit R un groupe de Lie résoluble et G un réseau co-compact.
Supposons que tout éément de G' est semi-simple. Alors R est abélien.

Preuve. Rappelons la propriété suivante de rigidité des réseaux dans les groupesdeLie
(connexes) nilpotents (et méme résolubles) [Rag]. Si G et un réseau de R, et s et un
automorphisme de R, trivial sur G, alors s est trivial (dans R).

Pour la proposition, commengons par :

Casou R est nilpotent. Pour toutgl G', Ad(g) est aors nilpotent. Commeil est par
hypothése semi-simple, Ad(g) est trivial. Autrement dit, G est central dans R. Donc pour
tout x de R, Ad(x) est trivial sur G. On conclut par "rigidité" des réseaux : Ad(x) est
trivial sur R. Donc R est abelien.

Cas général. On vaseramener au cas précédent en montrant qu’en fat R est nilpotent.
Soit donc N le plus grand sous-groupe normal connexe nilpotent (radical unipotent) de R.
Il est connu que N E [R,R] (car R est un groupe de Lig). On vamontrer que N est dansle
centre de R, ce qui impliquera évidemment que R est nilpotent.

D'aprés un théoreme de Mostow [Rag, p 46], NUG' est un réseau co-compact de N.
Comme dans |e cas précédent, pour tout g1 GUN , Ad gest trivial parce qu’il est
nilpotent et semi-simple. Donc pour tout x T R, Ad(x) est un automorphisme extérieur
deN, trivial sur GUN. Il est donc, par rigidité trivial sur N. Cela s'intérpéte simplement
par lefait que N est dans Intre de R. U

36



11.2.3. Décomposition de Levi. Soit L = S.R une décomposition de Levi deL. On
vamontrer que les éémentsde S et R commutent deux adeux, i. e. R est central dansL.
On concluralapreuve de 11.2 commedans 11.2.1.

D'aprés la proposition précédente R est abélien. Comme au deuxiéme cas de la
proposition précédente, pour tout g1 RUG, Ad(g) est trivial dans L, car il est nilpotent et
semi-simple. Autrement dit GUR est central dans L. On conclut alors comme précedement
par rigidité: sisl S; alors Ad(s) est un automorphisme de R, trivial sur et fixe RUG.

PN

Donc Ad(s) est trivia sur R. Ceci acheve lapreuve de 11.2. U

Remar que. On peut remplacer L par un sous-groupeL’, avecL’v = Lv, et L’ quotient
fini d’un produit direct S'.R’, avec S’ semi simple de type non-compact, et R’ abelien
libre (i. e. sans facteur compact). En effet, par R-semi-simplicité, le groupe a un
paraméetre de transvections défini par v, commute avec tout sous-groupe compact
distingué. Donc en remplacant S par son facteur S' de type non-compact, et R par un
facteur libre maximal (il n'est pasunique!), onauralL’v =S'. R'v = Lv. Remarquons
toutefoisqu’il n'est plus sur que p1(V)UL' = GJL’est unrésaudel’.

11.3. Proposition (structure géométrique de Ng). Soit L un sous-groupe comme dans
12.1. Alorsil existe un point x de V dont I'orbite Lx est géodésique dans V.

Preuve. On vadabord montrer qu'on peut supposer que S ne contient aucun sous-
groupe normal compact de L. Ceci nhous permettra de déduire comme auparavant que
RUGest un réseau co-compact de R.

Soit donc K un sous-groupe normal compact maximal de L inclus dans S. Soit V!
I'ensembl e des points fixes de K. Il est connu que V ' est non vide et géodésique dans Y%
. Le groupe G conserve V ' car K est disti ngué dans L. Par conséquent I'orbite par L
d'un point de V ' est laméme que son orbite par L/K. Quitte aremplacer V par V ', on
peut donc simplement supposer que K est trivial.

11.3.1. Pour une décomposition de Cartan G = K + P, notons s l'involution de Cartan
a+b® a-b.Soit Sl'algebrede Liede S. D’ aprés Mostow [Mos]4, puisque S est
semi-simple, il existe une décomposition de Cartan ou S est s-invariant.

SoitS ={al G/Ada/S=0} etS’ =S+ S. Cesont également des sous-algébres s-
invariantes. Notons S’ et S’ les sous-groupes qu’ elles déterminent.
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Cette s-invariance entraine que les orbites du point base (de la décomosition de Cartan)
desgroupes S, S’ et S’ sont géodésiques. Plus précisément |’ orbite X” de S’ s'écrit
comme une sous-variété géodésique, produit riemannien X” = X x X' avec X et X'
correspondant respectivement aS et S'. En remplagant Y% par X”, on voit donc que
toutes les orbitesde Set S' sont géodésiques.

Evidemment le facteur abelien Rde L estinclusdans S'. Il est clair que pour démontrer la
proposition, il suffit de montrer qu'un certain point X’ de X' admet une R-orbite
géodésique. On peut pour celaremplacer Y% par X' et appliquer :

11.3.2. Lemme. Soit R un sous-groupe abélien de G contenant un réseau G' dont
tous les éléments sont semi-simples. Alors I'orbite par R d'un certain point de V est
géodésique.

Preuve. Remarguons d'abord que cet énoncé est faux sans I'hypothése de semi-
simplicité. Il est d'un autre coté vrai des que V est & courbure non-positive. La semi-
simplicité dans ce cas se définit de la fagon suivante. Pour g G, on considére dg :
V. ® R, dg(x) = d(x,ox)). On diraquegest semi-simple si inf dy est atteind. Autrement
dit Min(g) = {x / dg (x) =inf dg} est non vide.

Remarquons alors que tout dément de R est semi-ssimple. On applique pour cea
notamment le fait que s une puissance ¢ est semi-simple aors gl'est également. D'aprés
[BGS, p 86] l'intersection Y = (; Min (g) est non vide, géodésique et invariante par
R gI°R

DeplusY estisométriquement scindéenY =Y X R, tel que les orbites de R soient de la

formey; x RX. Ces orbites sont en particulier géodésiques. U

Ni Tlv, compact , projection dans TV d'une partie de laforme Lv, | TV ., la
projection de Lv, dans V .La projection de N dans V est égale ala projection W, de
dansV.

11.4. Fin de la preuve du théoréme E. Il nereste amontrer que la derniére partie
du théoréme sur la semi-conjugaison. Soit donc W o=Lx1 V,la projection de Lv
dans V . Evidement Lv est inclus dans T1WO. Soit W 1 = uneorbite géodésique de L.
Remarquons que I'action de L sur W 1peut étre non-fidele, mais que I'image de L
Isom(W 1) , contient le groupe d’isométries restreind deW 1.

Notons f : W ,® W ; laprojection orthogonale.

38



Affirmation. Soit gune géodésique de V , incluse dans W o, aors f(g) est une
géodésique de W 1 (donc de v ). Depl usf respecte les parameétrage de getf(g) .

Preuve. Remarguonsque d (y, W 1) est constante sur W o parce qu'elle est L-
invariante. Notons d sa valeur constante.Soient y, y» deux points deget z; = f (yp) etz
= f(y,) leurs projections dans W 1. Notons ¢, la géodésiques de W ; joignant zj et
z,. Ladistanceentreget g est évidemment supérieur on égale ad. Elle vaut exactement d
pour y, et y,. Elle est donc par convexité [BGS], constante égale a d. Donc tout point y
degest aunedistanced = d(y, W 1) de d. Il S'ensuit que f(g) = (d, et que f préserve
les paramétrags de getd. 0

Maintenant f définit une semi-conjugaison T entre les restrictions du flot géodésique &
Lv et une partie invariante de TIW 1. L’image de TYf est invariante par L. Soit W1 la
projection de W 1 dans V. C est Une sous-variété géodésique compacte. Clairement Tif

induit une une semi-conjugaison T1f entre N, laprojection de Lv dans TV, et une partie
invariante de TIWy. Le flot géodésique sur cette derniére partie est ergodique parce que
c’est le cas par hypothése dans Ng. Cette partie est en fait une composante ergodique
(entiére) du flot géodésique sur TIW4, car I'image de TIf est L-invariante. Ceci achévela

démonstration du théoréeme E. U

11.5. Contre exemples quand V est de volume fini mais n’est pas
compacte. Considérons L, le produit semi direct usuel R"-1.SL(n-1, R) (SL(n-1, R)
agit de lafacon linéaire uselle sur RN-1). Ce n'est rien d'autre que le groupe affine
unimodulaire de RM-1. 11 y a une fagon classique naturelle de plonger L dans SL(n, R). A
I'éément (a, A) de L, on associe I’ dément B de SL(n, R) aggisant sur RN = RN-1xR par
B(x, t) = (Ax+ta, t). L’image de L contient SL( n-1, R), et contient donc beaucoup de
groupes & un paramétre de transvections. L'image de Z"-1.SL(n-1, Z) est incluse dans
SL(n, Z). Soit V' = SL(n, Z)\SL(n, R)/SO(n). Un revétement fini de V' est une variété
localement symétrique a courbure non-positive et de volume fini. Pour tout vecteur v,
tangent a SL(n, R)/SO(n), dont le groupe a un paramétre de transvections est inclus dans
L (par exemple dans SL(n-1, R)) l'orbite Lv est une partie invariante du flot
géodésique de SL(n, R)/SO(n). Sa projection dans le fibré unitaire tangent de
SL(n, Z)\SL(n, R)/SO(n) est une partie algébrique de volume fini. Le groupe L n’ est
pourtant pas un quotient fini d’ un produit direct d’ un groupe semi-simple par un groupe
abelien. On peut également montrer L n’admet pas d’ orbite géodésique dansV .
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Remarquons enfin que la méme construction marche pour tout groupe de Lie L résoluble,
simplement connexe et admettant un réseau G[Rag, p 71].

812. Dépendance de L par rapport a la composante ergodique.

Soit N une partie HN-rectifiable, invariante par le flot géodésique (T1V, f) d’ une variété v
localement symétrique et de courbure non positive. Le théoréme C dit que pour presgue
toutvi N , |la composante ergodique correspondante est projection d'une partie de la
forme Lv, ou L est un sous-groupe de G connexe et fermé. Notons le L, pour indiquer

gu'il peut dépendre apriori dev.

12.1. Exemples simples. Considérons|’exemple du flot géodésique du tore plat  R"/
Z". Restreignons nous pour simplifieran=2.OnaG = R2et N = T{(T?) = T2xSL
Pour (x,u) T N,ona: Lx,uy = RZsi u=e2ridet qestirrationnel, sinon L(x, u) =
RVCR2.

Pour cet exemple, on peut dire que L(x, u) = R2, car I’ensemble des rationnels est
négligeable.

Un autre exemple s obtient de lafagon suivante. On le définit comme ensemble de droites
affines deR3, qui détérmine un sous-ensemble invariant du flot géoedésique du tore T3,
Munissons R3 des coordonnées cartésiennes (X,Y, 2). Soit g : R® R une fonction de
période égale a 1. Pour tout t T R, considérons les droites contenues dansle plan z = t, et
de direction e2Pid (vue comme vecteur dans ce dernier plan, identifiéa C). Pour v = (X,
y,t),ona:Ly= R? g q(t) estirrationnel, et Ly = Re2Pid, sinon. On peut choisir q de
telle facon (par exemple) que I'image réciproque de tout rationnel de [0, 1] soit non-
négligeable dans R (par exemple d intérieur non-vide). Unetelle fonction peut étre choisie
C¥ (mais évidemment pas CW). Donc Ly prend un nombre infini (dénombrable) de
valeurs. Remarguons toutefois que R? (qui contient tous les Ly) agit (a gauche) sur notre
ensemble. On peut construire des exemples de méme type (par exemple dans le flot
géodésique de T4) telsqu’ aucun sous-groupe (non-trivial) n’ agisse (global ement).

12.2. Théoreme. Soit N une partie H"-rectifiable, invariante par le flot géodésique
(TLV, f) d’ une variété V localement symétrique et de courbure non-positive. Alors N ¢
TV edt (modulo un ensemble négligeable) réunion dénombrable de parties invariantes I\~Ii

telles que pour tout i, il existe un sous-groupe connexe fermé, et non-trivial L;,
conservant I\~Ii . Les orbites de L définissent un feuilletage de I\~Ii , qui descend en un
feuilletage L de sa projection N;j. Le feuilletage L est invariant par le flot géodésique et

40



ses feuilles sont fermées (dans T1V). La méme affirmation est vraie pour N, s-HN-
rectifiable et telle que (N, f) présérve une mesure finie équivalente a la mesure de
Hausdorff.

Corollaire. Supposons de plus que N est une sous-variété analytique connexe. Alors
toute composante connexe de N est conservée par un sous-groupe fermé connexe et non-
trivial.

Preuve (du corollaire). Soit Lj un sous-groupe associé a un N i hon-négligeable. Soit C
une composante connexe dans N , d'un point de densité de I\~Ii .Pour 1T Lj, (CUC est
non-négligeable dans C. Par anlycité [(C) = C. Donc L; respecte C. U

Remar que. Le corollaire ne s éend pas au cas C¥, comme on |’ a mentionné ci-dessus.

Preuve (du théoreme). Pour v appartennant a N , p1(V)ULy est un réseau de L. I
est donc de type fini [Rag]. Il n’y a donc gu’un nombre dénombrable de tels réseaux.
Ceci définit une partition dénombrable de N, telle gue ce réseau soit constant sur chague
élément de cette partition. Choisissons une partie I\Tl , €t notons G= p1(V)ULy pour v 1
N 1. Choisissons v, un éément de N 1 et notons L = Ly. Par ergodicité du flot
géodésique sur la projection de Lv, on peut supposer que v correspond a une orbite dense
dans cette projection. Le sous-groupe L contient le groupe a un paramétre de
transvections détérminé par v gu’ on note gt. Notons LSS et LUU ses groupes stable et
instable.

12.3. Affirmation. Soit L1 la composante neutre du sous-groupe fermé et distingué
engendré par LSS et LW (sans gt) et G Alors pour tout v' 1 N 1, Ly contient Ly. En
particulier L1 agit (a gauche) sur N 1.

Preuve. NotonsL’ =L et g't le groupe a un paramétre de transvections défini par v'.
Comme pour v, on peut faire laméme hypothése de densité pour v'. Ceci signifie que Ggt
(i. e. I'ensemble des é éments de laforme gt tels que gT Get t T R) et Gg't sont
respectivement densesdansL et L.

Montrons que L normalise L’. D’ apres les densités précédentes, il suffit de montrer que
gt normaise L’ ( car G L’). Considérons pour cela I'action de Ad(g) sur la
Grassmanninne des d-plansde G, ou d = dimL’. Soit L’ I’algebre de Liede L. Il résulte
deladensité de Ggt que giG = (glO)1 est également dense dans L. En particulier il existe
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une suite gthgy ® 1 avec tp ® ¥. Mais Ad(gihan)(L') = Ad(gn)(L’), car GcL. Donc
Ad(dn)(L’) ®L', i. e L est un point récurrent de I'action de Ad(gf) sur La
Grassmannienne. Ceci entraine a cause du fait que Ad(gt) est a spectre réel que L’ est un
point fixe de cette action (voir 5.2), i. e. gt normaliseL’.

Pour lesmémesraisons L’ normalise L. Soit L” le sous-groupe (immergé) de G engendré
par L et L’. Considéronsle groupe quotient T =L"/L’ = L/LUL’. Il est de volume fini car
il est quotient de L/G(car Gc LUL’). Il est donc compact. L’image du groupe a un
paramétre gt est un groupe abelien dense (car LUL’ ¢t contient Ggt qui est dense dans L).
Donc T est un tore. Maintenant LSS est engendré par des groupes a un parametre hs
comme dans 6.4. |Is vérifient essentiellement : gthSgt = hS, avec s’ 1 s. Ceci entraine que
hS appartient au noyau de L® T. Donc LSScLUL’. Lamémeinclusion est vraie pour LYY et
| affirmation en découle. U

La partie existence du théoreme 12.2, est donc démontrée si LSS ou LUY sont non-triviaux.

Affirmation. Si le groupe précédent L1 est trivial (i. e. LSS et LU sont triviaux), alors
Ly prend au plus un nombre dénombrable de valeursdansN 1 .

Preuve. En effet ¢t seracentral dansL (i. e. L = L00). || s'ensuit que tout éément gt tel
que gl Gnormalise G Par densité de Ggt, on conclut que Gest distingué dansL. Le
groupe quotient L/Gest abelien car I'image de gt y est dense. Il en résulte que L est
également abelien car Gest discret et L est connexe.

Laméme propriété est vraie pour L’. En effet L’ est nilpotent, car LUL’ et le quotient T =
L’'/LUL’ sont abeliens. Donc g't est central, car il est semi-simple et unipotent en méme
temps. Donc de laméme fagcon que pour L, L’ est abelien. Montrons maintenant que le
groupe engendré par L et L’ est également abelien. 11 suffit pour cela de montrer que g't
centralise L. Mais Ad(g't) est un groupe a un paramétre d’ automorphismes de L,
centralisant le réseau G Par rigidité de ceréseau [ ], Ad(g't) centralise L.

Tout ce qu’ on vient de dire s étend atout v’ 1 N 1. Soit L” le groupe engendré par tous
lesLy~, quand v” parcourt N 1. C'est un groupe de Lie abelien. Tout quotient L\~/Gest
un tore du groupe de Lie abelien L”/G Mais un groupe de Lie abelien contient au plus un
nombre dénombrable de tores. 11 ny adonc gu’ un nombre dénombrable de L.

La partie existence du théoréme est donc démontré dans tous les cas. Le reste en découle
immédiatement. U
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