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1 Introduction

1.0 Contenu de I'article. Dans cet article, on se propose d’appliquer des résultats sur
les feuilletages géodésiques, a quelques probleémes de géométrie riemannienne. Ceci a
été accompli par plusieurs auteurs, dans le cas de la géométrie elliptique. Notre tache
ici est de tester la validité de leurs résultats, en géométrie hyperbolique.

Ce papier se divise naturellement en 3 parties: problémes, outils et applications.
Les problemes seront exposés en 1.2, et complétés au par. 3. On y rappellera des faits
classiques de géométrie, résumés dans les théoremes 1, 2 et 3. Les applications se
trouvent en 1.3, mais surtout en 1.5, avec quelques remarques supplémentaires au par.
3. Les outils seront introduits en 1.1, avec la notion de feuilletage géodésique local.
On rappellera ensuite en 1.4 des résultats de [Zeg4] sur ces feuilletages: théorémes I
et II. IIs ne seront pas suffisants pour les applications. Un autre énoncé, le théoréme
III sera exposé au par. 2. Il s’avere, au moins dans le cas C*°, que ce résultat entraine
les théoremes I et II (2.5). Ceci rendra cet article pratiquement auto-suffisant. Ce
résultat est dans un certain sens le seul contenu mathématique (c’est-a-dire du point
de vue démonstration) de ce papier. Une idée de sa preuve sera donnée au par. 2. La
preuve elle méme occupera tous les pars. 4 et 5.

1.1 Feuilletages géodésiques locaux [Zeg4]. Soit V une variété riemannienne.

Définition. On dira qu‘une sous-variété F de V est relativement compléte (dans V)
si toute suite de Cauchy de F, n’admetant pas de limite dans F, n’admet en fait pas
non plus de limite dans V (cette définition n’a de sens que pour les sous-variétés).

Cela singifie en d’autres termes, qu’une géodésique de F, est prolongeable dans
F, tant qu’elle est prolongeable (en tant que courbe) dans V. Par exemple si V' est
complete, alors F est relativement compléte si et seulement si elle est complete pour
la métrique riemannienne induite.
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Définition. Un feuilletage local de V' est la donnée d’un couple (U,.7) o U est un
ouvert de V (le support du feuilletage local) et .7 est un feuilletage de U a feuilles
relativement complétes dans V. (On notera généralement (U,.7") simplement par .7 ).

Par exemple lorsque V' est complete la condition portant sur les feuilles de .~ dit
simplement qu’elles sont completes.

Enfin on dira que .7 est géodésique si toutes les feuilles de .~ sont (totalement)
géodésiques (dans V).

1.2 Problémes géométriques engendrant des feuilletages géodésiques locaux

1.2.1 Immersions isométriques (voir [Che-Kui, Gro, O’N-Sti, Spi] et par. 3). Il est
connu depuis Gauss, au moins lorsque la variété ambiante est I’espace euclidien 2
trois dimensions, qu’une surface plate (i.e. de méme courbure que I’espace ambiant)
isométriquement immergée, est “développable”. Elle est en particulier “réglée”. D’ol
I’appartition des feuilletages géodésiques; mais locaux, comme on vient de le formuler.

La propriété de développabilité (et en particulier le caractere reglé) des surfaces
plates de I’espace euclidien, se généralise aux immersions isométriques de codimen-
sion relativement petite (codimension>dimension) entre variétés a méme courbure
constante.

Plus généralement, soit W et V' deux variétés riemanniennes et f:V — W une
immersion isométrique de classe C2. On oubliera souvent f, en disant que V' est une
sous-variété (immergée) dans W (sous-entendant qu’elle est munie de la métrique
induite). Notons «,, la seconde forme fondamentale de V' en x.

Définition. Le sous-espace plat ou de nullité relative, F'l de V en z, est le noyau
de o, (X € Fl, si et seulement si: o, (X,Y) =0 pour toutY € T, V).

Evidemment cet espace est partout de codimension 0, i.e. coincide avec I’espace
tangent si et seulement si V est géodésique dans W. Il est aussi connu que
généralement, lorsqu’il est partout nul (ou méme de codimension supérieure a 2), alors
V est localement rigide au sens que les déformations isométriques de V' se déduisent
d’isométries de W [Kob, Nom, Spi]. Entre ces deux cas extrémes, I’espace plat peut
prendre n’importe quelle dimension, mais, il peut surtout changer de dimension d’un
point a 1’autre.

Définition. La dimension de Fl est dite ’indice de nullité relative de V en z. Le
minimum des indices de nullité relative des points de V', est appelé P’indice de nullité
relative de V.

Le résultat géométrique (folklorique) suivant montre qu’entre les deux cas triviaux,
on récupere une structure géométrique modelé par notre notion ci dessus de feuilletage
géodésique local.

Théoréme 1 (voir par exemple [Gro] ou [Spi]). Soit V une sous-variété de classe
C? dune variété W a courbure constante. Soit U I'ouvert de V oit la dimension de
I'espace plat Fl est minimale (égale a l'indice de nullité relative de V). Alors Fl
détermine un feuilletage local de V, de classe C" et a support égal a U. Les feuilles
sont en plus géodésiques dans W (et a fortiori dans V). Ce feuilletage sera appelé le
feuilletage plat de V.

Ce théoreme contient deux énoncés. Le premier, analytique, sur le fait que F1
est intégrable dans U. Le second, dynamico-géométrique, affirmant qu’il s’agit d’un
feuilletage local, i.e. que les feuilles sont relativement completes dans V. Ce fait a
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été systématiquement étudié et généralisé a bien d’autres situations. Voir [Dom] et
[Rec].

L’autre volet de la théorie est (purement) algébrique. Il s’agit de trouver des
conditions assurant que 1’espace plat est non trivial (de dimension non nulle). Les
résultats dans ce domains ne cessent d’accroitre. Citons-en le premier et le dernier (a
notre connaissance).

Théoréme 2. Soit f:V — W une immersion isométrique de classe C* entre variétés
riemanniennes. Pour un 2-plan o tangent a V', notons K,,(0) et Ky;,(0) ses courbures
sectionnelles dans V et W respectivement. L' immersion f est dite parabolique (resp.
hyperbolique) si pour tout o on a: K, (0) = K;,(0) (resp. K\,(0) £ Ky,(0)). On a:

(i) Supposons f parabolique (par exemple V et W ayant la méme courbure
constante). Alors U espace plat vérifie: dim Fl 2 2dimV —dim W. 1l est en particulier
non trivial si dimW < 2dim V' [Toml].

(ii) Supposons f hyperbolique; alors dim Fl 2 dim W —2dim V' [Flo] (voir aussi
[Bor]).

1.2.2 Version feuilletée. Maintenant, au lieu d’une sous-variété de W, on se donne
un feuilletage local (pas nécessairement géodésique) .7 sur W. Supposons que W
est 2 courbure constante, .7 est de classe C? et que I’indice de nullité relative de
toutes les feuilles est positif (d’apres le théoréme 2, ceci est bien le cas si toutes
les feuilles ont la méme courbure constante que W, et si 2dim.»# > dim W). Alors
les feuilletages plats individuels des feuilles de .7, se réunissent pour donner un
feuilletage géodésique local de W, de classe C'.

1.2.3 Espace de k-nullité. Soit V une variété riemannienne et x un réel.

Définition. Notons R le tenseur courbure de V' et soit x € V. On définit 1’espace de
k-nullité de V en x par:

N (x)={X eT,V/pourtous Y,Z € T,V; R(X.Y)Z = s({Y,Y)X — (X, Z)Y)}.

Remarquons d’abord que cet espace coincide partout avec l’espace tangent
exactement lorsque V' est a courbure constante x. En effet, I’expression ci-dessus
de R est celle du tenseur courbure d’une variété a courbure constante <. Remarquons,
également que si V' est une sous-variété d’une variété W a courbure constante «, alors
I’espace de k-nullit¢ de V' contient son espace plat (qu’on avait également appelé
espace de nullité relative). En fait, ces deux espaces sont généralement confondus
(pour un indice de nullité relative assez grande). C’est probablement a partir de
ce fait, qu’a été dégagé cette notion d’espace de x-nullité, exprimant une propriété
intrinséque de 1’espace plat. De toute fagon, le théoréme 1 se généralise en remplagant
I’espace plat par I’espace de x-nullité. On retrouve donc un feuilletage géodésique
(voir 3.3).

Définition. On dira que V est partiellement hyperbolique (resp. partiellement
plate; partiellement elliptique) si pour tout x de V', I'espace de k-nullité est non
nul pour k = —1 (resp. 0; +1).

1.2.4 Courbure holomorphe constante. Tout ce qu’on vient de discuter se généralise
au cas ou toutes les données sont holomorphes. Plus précisement, on suppose que
W et V sont deux variétés hermitiennes. On considére une immersion isométrique
holomorphe f:V — W. On suppose maintenant de plus que W est a courbure
holomorphe constante. Les théorémes 1 et 2 sur ’espace plat se généralisent, le
feuilletage plat dans ce cas est de plus holomorphe.
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1.2.5 Sous-variétés réglées. En géométrie euclidienne classique (et aussi en géométrie
algébrique), il y a des notions de surfaces (ou plus généralement sous-variétés) reglées.
Ces notions sont un peu “vagues”, mais il semble dans tous les cas, qu’un feuilletage
géodésique, naturellement local (et non global), doit en sortir. On proposera ici deux
notions de sous-variétés, réglées au sens faible, et réglées (dans un sens moins faible
que le premier, mais pas si fort!).

Définition. Soit V une sous-variété d’ une variété riemannienne W. On dira que V est
réglée au sens faible dans W si par tout x de V passe un “morceau de géodésique”
de W qui est inclus dans V' (il existe y:] — e,e[— W, une géodésique, a image dans
V telle que v(0) = x).

Cette définition modélise bien la structure des sous-variétés décrites au théoreme
1, i.e. d’indice de nullité relative positif (on le verra a propos de la définition forte en
3.5.2). Mais, elle parait tres faible, (la plus faible possible). Elle contient en effet les
surfaces réglées au sens classique et méme les surfaces plissées [Thu] (qui sont des
sous-variétés C°). Son intérét apparaitra dans le cas analytique.

1.3 Du local au global. Applications du feuilletage plat aux immersions isométriques.
Les feuilletages plats des immersions isométriques n’ont été pratiquement exploités
que via la géométrie synthétique globale (essentiellement projective) de I’espace
ambiant:

Cas plat. C’est ainsi qu’on démontre, dans le cas plat, qu’on ne peut pas immerger
isométriquement un tore plat de dimension n, dans l’espace euclidien a 2n — 1
dimensions [O’N], et ce simplement parce que le tore (compact) ne peut pas contenir
une sous-variété géodésique complete et non triviale d’un espace euclidien. Le
feuilletage plat n’est par contre “d’aucun intérét” pour les immersions isométriques
entre tores plats (compacts!).

Cas elliptique. On reproduira en 3.2.3, pour donner une idée précise sur I’utilisation
du feuilletage plat, une belle démonstration de [Gro], d’un résultat de [Fer2] (utilisant
des propriétés algébrico-géométriques des spheres euclidiennes), affirmant que toute
immersion isométrique de S™ dans S?"~! est standard (i.e. modulo isométrie son
image est un équateur).

Un résultat partiel antérieur de [Fer1] montre la méme chose avec 2n — 1 remplacé
par 2n — v, (voir 3.2.2). La preuve cette fois consiste simplement a2 montrer que les
feuilletages géodésiques locaux en question (vérifiant une condition de dimension)
n’existent pas.

Cas hyperbolique. Maintenant, les plus abondantes parmi les variétés a courbure
constante sont certainement hyperboliques (i.e. & courbure constante —1). Que peut-
on donc en dire? Evidemment on peut faire jouer a I’espace hyperbolique le méme
role que celui de I’espace euclidien (sa géométrie projective est aussi topologiquement
triviale). On en déduit ainsi que 1’on ne peut pas immerger une n-variété hyperbolique
compacte (sans bord) dans un espace hyperbolique a 2n — 1 dimensions.

Mais que peut-on dire d’une immersion entre deux variétés hyperboliques, toutes
compactes (par exemple)? Le raisonnement pour les sphéres n’a plus d’analogue, a
moins qu’on adopte le point de vue de [Ferl], c’est-a-dire en montrant que ses variétés
n’admettent pas du tout de feuilletage géodésique (en restreignant éventuellement,
comme Ferus, les dimensions). C’était 1a notre principale motivation dans notre étude
des feuilletages géodésiques locaux dans [Zeg4).
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1.4 Résultats de [Zeg4] sur les feuilletages géodésiques locaux. Le résultat principal
de [Zeg4] nous intéréssant ici est:

Théoréme I (Théoreme C de [Zegd]). Soit V une sous-variété (immergée) d’ une
variété localement symétrique a courbure négative W. Supposons V' de volume fini,
compléte et dimV > 1. Alors V n’admet pas de feuilletage local de classe C' dont
les feuilles sont géodésiques dans W.

Ceci entraine en particulier le résultat suivant qui suffira a lui seul pour pas mal
d’applications.

Théoréme II (Théoréme B de [Zeg4]). Une variété localement symétrique, a courbure
négative, compléte et de volume fini n’ admet pas de feuilletage géodésique local C'.

1.5 Applications. L’application des ces derniers résultats sur les feuilletages géodé-
siques locaux, aux problemes géométriques précédents, donnent les résultats suivants.

1.5.1 Sous-variétés des variétés hyperboliques.

Théoreéme A. Soit W une variété hyperbolique (courbure constante —1) et V une
sous-variété compléte et de volume fini. Alors, ou bien V' est géodésique dans W, ou
bien l'indice de nullité relative de V' est nulle, i.e. il existe un point de V ou la seconde
forme fondamentale est non dégénerée.

Preuve. Sinon, d’apres le théoreme 1, V' supportera un feuilletage local non trivial a
feuilles géodésiques dans W. Contradiction avec le théoréme I. O

1.5.2 Immersions isométriques entre variétés hyperboliques.

Théoreme B. Soit W une variété a courbure constante —1. Soit V' une sous-variété
de classe C?, compléte et de volume fini et de méme courbure constante. Supposons
que: 2dimV > dimW. Alors V' est géodésique dans W .

Preuve. Cela découle des théorémes 2 et A. Il pourra également se déduire directe-
ment des théorémes 1, 2 et I. On peut méme utiliser le théoreme II au lieu du théo-
réme I, puisqu’on suppose pas ici que V' est hyperbolique.

1.5.3 Version feuilletée. Feuilletages hyperboliques. On a également 1’application
suivante de 1.2.2 et le théoreme II.

Théoreme C. Une variété hyperbolique V', compléte et de volume fini n’admet pas
de feuilletage local .7 de classe C?, ayant toutes ses feuilles hyperboliques et tel que
2dim.% > dimV.

1.5.4 Hyperolicité partielle.

Théoreme D. Soit V une variété compléte et de volume fini. Supposons V' partielle-
ment hyperbolique. Alors; ou bien V est hyperbolique; ou bien V' est un tore hyper-
bolique, i.e. un quotient compact I'\SO L(n).

Preuve. Cette fois V n’est ni hyperbolique, ni sous-variété d’une variété hyperbolique.
Les théorémes I et II ne s’appliquent donc pas. 1l faudra alors étudier des feuilletages
géodésiques locaux, vérifiant une hypothése d’hyperbolicité partielle comme c’est le
cas de ’espace de —1-nullit¢ N_,. Ce sera 1’objet du théoreme III, énonconé au par.
2. On y trouvera la définition du groupe SOL(n). O

1.5.5 Immersions isométriques holomorphes. Les théorémes A et B se généralisent au
cas holomorphe en supposant que W est a courbure holomorphe négative constante
—1 (pour normaliser), i.e. W est une variété hyperbolique complexe.
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Théoreme E. Soit W une variété hyperbolique complexe et V une sous-variété
holomorphe, compléte et de volume fini. Alors, ou bien V est géodésique dans W,
ou bien lindice de nullité relative de V est nul, i.e. il existe un point de V ou la
seconde forme fondamentale est non dégénerée.

La condition d’holomorphie peut étre contournée grace a un résultat de Dajczer
et Rodriguez [Daj-Rod] qui dit qu’une immersion isométrique d’indice de nullité
relative positif, d’'une sous-variété kihlerienne de dimension réelle supérieure a 4,
dans une variété hyperbolique complexe, est nécessairement holomorphe. Le théoréeme
E entraine donc:

Théoreme F. Soit V une variété kihlerienne telle que dimV 2 4, et f:V — W,
une immersion isométrique dans une variété hyperbolique complexe. Supposons V
compleéte et de volume fini. Alors, ou bien f est d’indice de nullité relative nul, ou
bien, f est holomorphe et f(V') est géodésique. En particulier dans ce cas V est
également une variété hyperbolique complexe.

Le théoreme B se généralise a son tour au cas holomorphe. Mais, il sera de toute
fagon contenu dans le résultat suivant de Cao et Mok, qui permet de contourner la
condition d’isométrie. Le théoréme E permet d’en raccourcir la preuve (voir 3.4.2).

Théoréeme G [Cao-Mok]. Soit V et W deux variétés hyperboliques complexes et
f:V — W une immersion holomorphe (mais pas a priori isométrique). Supposons
que 2dim V' > dim W. Alors f(V) est gédésique et f est isométrique.

1.5.6 Sous-variétés réglées. (voir 3.5 pour les preuves).

Théoreme H. Soit W une variété localement symétrique a courbure négative (par
exemple hyperbolique ou hyperbolique complexe) et V une sous-variété analytique
compléte et de volume fini. Supposons V' réglée au sens faible. Alors V est géodésique
dans W.

Théoreme J. Une sous-variété C', compléte, de volume fini et réglée dans une variété
localement symétrique a courbure négative (par exemple hyperbolique ou hyperbolique
complexe) est géodésique.

Ces deux résultats signifient que dans ce contexte, il n’y a pas de sous-variété non
trivialement réglée (i.e. qui ne soit pas géodésique).

2 Feuilletages partiellemement hyperboliques

En vu de démontrer le théoréme D sur les variétés riemanniennes partiellement
hyperboliques, on va étudier les feuilletages géodésiques locaux de variétés, pas
nécesairement hyperboliques, mais vérifiant une condition d’hyperbolicité partielle,
touchant uniquement des directions tangentes au feuilletage.

2.1 Définition. On dira qu’un feuilletage local ¥ d’une variété riemannienne V,
est partiellement hyperbolique s'il vérifie la condition (*) suivante: pour tous, X
tangent a 7, Y et Z tangents aV, on a:

RX,Y)Z = -1(Y, 2)X — (X, 2)Y). *)

Ici R est le tenseur courbure de V [donc R(X,Y)Z a la méme forme que dans un
espace a courbure constante Kk = —1].
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C’est par exemple le cas de tout feuilletage local (géodésique ou non) d’une variété
hyperbolique. C’est aussi le cas du feuilletage plat d’une sous-variété d’une variété
hyperbolique, qui est de plus un feuilletage géodésique. On se propose dans ce qui
suit de classifier les feuilletages géodésiques locaux et partiellement hyperboliques
des variétés completes et de volume fini.

2.2 Le groupe SOL(n). Considérons I’algeébre de Lie sol(n) de dimension 2n + 1
engendré par un élément « et deux sous-algébres abéliennes 5% et C“*, tels que
pour tout X (resp. Y) élément de /¢ *° (resp. ¢ “*) on a [«, X] (resp. [, Y]) = — X
(resp. Y) et [X,Y] = 0. Appelons SOL(n) le groupe de Lie simplement connexe dont
sol(n) est I’algébre de Lie. Ce n’est rien d’autre que le produit semi-direct R.(R"®R™)
ot le facteur R agit par expt ad(a) (z,y) = (e~ tz, ety) pour (z,y) € R* @ R™.

Considérons le flot déterminé par o (c’est-a-dire le flot du champ vectoriel
invariant & gauche déterminé par «). Il est hyperbolique, c’est-a-dire que ada n’admet
pas de valeurs propres imaginaires pures dans sol(n)/Ra. C’est en fait, modulo
automorphisme, 'unique flot hyperbolique (il est facile de voir qu’un élément (3
déterminant un flot hyperbolique s’écrit = aa + X + Y ou a est un réel non
nul, X € 2% etY € £¥". On construit facilement un automorphisme de 1’algébre
envoyant « sur [3). Ceci justifie la:

2.3 Définition. On appellera feuilletage standard de SOL(n), tout feuilletage (de
dimension 1) qui se déduit a I'aide d’un automorphisme du feuilletage défini par
I'élément a.

2.4 Une (G,G)-structure (ou G est un groupe de Lie) sur une variété V est un
recouvrement de V' par des cartes a valeurs dans G, tel que les changements de cartes
soient des restrictions de translations a gauche dans G. En particulier les champs et
les métriques invariantes a gauche sur G se définissent bien sur une telle variété V.
Munissons SOL(n), d’'une métrique invariante a gauche telle que la norme de «o
soit égale a 1, et telle que les sous-espaces Ra, ¢ %% et & “* soient deux a deux
orthogonaux (une telle métrique est unique a automorphisme isométrique pres).

Affirmation. Soit V une variété admettant une (SOL(n), SOL(n))-structure. Alors
un feuilletage standard de V (¢’ est-a-dire correspondant a un feuilletage standard de
SOL(n)) est géodésique et partiellement hyperbolique.

Théoreme III. Soit V une variété riemannienne de volume fini, admettant un feuil-
letage géodésique local non-trivial (i.e. de dimension et codimension non-nulles) de
classe C™ et a feuilles complétes. Supposons que ¥ est partiellement hyperbolique.
Alors: V admet une (SOL(n), SO L(n))-structure et ¥ est un feuilletage standard de
V' (en particulier .7 est de dimension 1). En particulier si V est compléte alors elle
est un tore hyperbolique: un quotient '\SOL(n) ou I est un réseau (nécessairement
co-compact) de SOL(n).

Remarques. 1. Ce théoreme est vrai dans le cas C'. La preuve dans ce cas sera plus
longue en sa premiére partie (par. 4). Elle fera recours aux méthodes de [Zeg2].

2. On peut en fait montrer, qu’en général la complétion métrique V de V' est une
variété et s’écrira donc comme un quotient compact I'\SOL(n). On n’inclura pas
une démonstration dans ce texte pour ne pas I’encombrer davantage!

2.5 Déduction des théorémes I et 11, dans le cas C*°. Le théoreme II se déduit du
théoréme III comme suit. Supposons qu’une variété hyperbolique de dimension 7 sup-
porte un feuilletage géodésique local (non-trivial) de class C*°. Il est tautologique-
ment partiellement hyperbolique. Le théoreme III entraine alors en particulier que
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cette variété et par suite ’espace hyperbolique H”, sont localement isométrique a
SOL(n). 11 est connu que ceci est impossible.

Quant au théoreme I, notons que le théoréme III se généralise (comme le théoréme
I vis a vis du théoreme II), par la méme preuve, au cas d’un feuilletage local d’une
sous-variété V' dans une variété W, a feuilles géodésiques et complétes dans la variété
ambiante W. Cette fois la condition (*) devient: pour tout X tangent au feuilletage,
Y, Z tangents a W, on a: R(X,Y)T = —1((Y, Z) X — (X, Z)Y), ot R est le tenseur
courbure de W.

Ceci s’applique donc en particulier a la situation du théoréme 1. La conclusion
sera que V' est un tore hyperbolique I'\SOL(n), muni d’un feuilletage standard
(de dimension 1). Montrons que ceci est impossible: un tore hyperbolique V =
I'\SOL(n) (n > 0), n’admet pas d’immersion dans une variété hyperbolique W,
telle qu’un feuilletage standard de ce tore hyperbolique soit géodésique dans W.
En effet considérons deux orbites périodiques distincts du feuilletage standard (elles
existent pour n > 0). Elle détermine un groupe résoluble, car SOL(n) est lui méme
résoluble. Mais, leurs images dans W, déterminent un sous-groupe de 7,(W), qui
n’est résoluble que si les deux orbites sont (géométriquement) confondues [Thu]. O

2.6 Idée de la preuve du théoréme Ill. Notons d’abord que plusieurs idées de la
premicre partie de cette preuve existent en fait dans [Zeg2]. On considere le flot
géodésique (T'.7,¢) du feuilletage .7 (T'.7 C T'V, est le fibré des vecteurs
unitaires tangents a .7 ).

1ére étape. Homogénéité (locale) (par. 4). La premiére étape consiste essentiellement
a montrer que ce flot est algébrique, c’est-a-dire que c’est un double quotient d’un
flot de translations a droite sur un groupe de Lie G.

Notons que la condition *) entraine que (T".7, ¢) est un flot d’Anosov a exposants
de Lyapunov +1 et —1, et surtout a distributions stable et instable aussi différentiable
que .7 . On est alors tenté d’appliquer le théoréme de [B-F-L}, affirmant qu’un tel
flot est (difféomorphe &) un flot algébrique.

La premiere objection 2 faire, c’est que 7.7 n’est pas compact et il n’est pas
naturel de le supposer ici (comme pourraient le penser certains). On remédiera a cette
difficulté en montrant que (7.7, ¢) préserve une mesure lisse finie.

La seconde objection, plus sérieuse, rappelle la question encore ouverte, a savoir
si une variété compacte dont le flot géodésique est isomorphe a celui d’une variété
localement symétrique a courbure négative, est elle-méme localement symétrique?
On veut dire par cela que, montrer que le flot (7.7, ¢) est (isomorphe a) un flot
algébrique, ne renseigne nullement sur la compatibilité de 1’action (locale) du groupe
en question avec les données de départ, c’est-a-dire la structure riemannienne et le
feuilletage.

Notre remarque fondamentale ici est que le flot (T'.7,¢) est naturellement
“autonome” (par rapport au transport parallele usuel). En effet, la condition (*)
entraine que le flot géodésique (St™. 7, ¢) sur le fibré des n-reperes tangents a .7
(n = dim.%#) est autonome. La notion d’autonomie a été introduite dans [Zeg2].
Toutefois pour préserver au présent texte son atuonomie, on ne va utiliser ce dernier
article que légerement. En fait, la preuve de 1’algébricité de (St™(¥ ), ¢) ressemble
fondamentalement a la preuve du théoréme du C de [Zeg2] sauf qu’on a pu ici éviter
le probleme de régularité (des champs paralleles).

I1 ne sera pas difficile, d’apres cette preuve, de voir que 1’action (locale) du groupe
ainsi construit, passe a la variété V elle-méme et qu’elle y est isométrique. D’ou
I’homogénéité locale de V.
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2éme étape (par. 5). Ici on étudie le cas (localement) homogéne auquel on est ramené
par la premicre étape. On considéra donc une variété V munie d’un feuilletage vérifiant
(*) et munie d’une action (locale) d’un groupe d’isométries transitif respectant le
feuilletage. Le probleme étant homogene on ne supposera plus comme au paragraphe
précédent que V est de volume fini. Un énoncé plus précis et le plan de sa preuve se
trouveront dans 5.1 et 5.4.

3 Remarques supplémentaires sur les problemes géométriques liés
aux feuilletages géodésiques locaux

3.1. Sur le théoréme 1. Ce théoreme se présente dans la littérature sous plusieurs
formes et démonstrations. L’approche de [Gro] (la plus synthétique) est la suivante.
Le probleme étant local, on peut supposer que W est une variété complete simplement
connexe a courbure constante donnée. Notons Gr(W) la Grassmannienne des n-plans
affines (i.e. sous-variétés géodésiques completes et connexes de dimension n), ou
n =dimV.

Considérons I’application de Gauss, G:V — Gr(W), qui 2 un point = associe le
n-plan affine déterminé par I’espace tangent T, V. L’espace plat s’identifie au noyau
de dG. Le feuilletage plat est donc défini par les niveaux de G, dans ’ouvert ou le
rang de GG est minimale. On montre par une manipulation sur le tenseur courbure
que ses feuilles sont géodésiques. On renvoie a [Gro, par. 264] pour la preuve de la
complétude relative de ses feuilles.

Remarque. Partout, ’hypothése que V soit de classe C? est optimale. En effet, toutes
les preuves (du théorémes 1 et 2) utilisent le tenseur courbure de V. Voir [Kui] pour
des contre-exemples au théoréme B dans le cas C'.

3.1.1 Régularité. Supposons V de classe C*, alors la seconde forme fondamentale
o est de classe C*~!, et par suite I'espace plat FI = Ker() est C*~2. Montrons
qu’ici F1 est en fait Ck~!. En effet, étant C*~', 1’application G admet des sections
C*=!. Cela veut dire que si 7 est une transversale aux niveaux de G, assez petite
et v est un voisinage assez petit de 7, alors I’application h:v — 7, qui a un point
associe I’intersection de sa plaque avec 7, est C*~!. Il suffit pour le voir d’appliquer
le théoréeme du rang. Notons .# le feuilletage plat et supposons pour fixer les idées
qu’il est de dimension 1. Sur v — 7, considérons 1’application Ck1, g(x) = (z, h(x)).
Les feuilles de .7 étant des géodésiques, la donné de T .7, est équivalente a celle de
g(x). Donc I'application:  — T..7, est C~! sur v — 7. Donc Flest C*~!. O

3.2 Immersions isométriques entre variétés a méme courbure constante.

3.2.1 Sur le théoréme 2. Les estimations de dim F'l sont basées sur 1’équation de
Gauss: Ky (0) = Ky (0) — (0, (X, X), (Y, Y)) — (@ (X, Y), (X, Y)), ou: X, Y
appartiennent 2 7.V, o est le plan qu’ils engendrent, K, et Ky, sont les courbures
sectionelles dans V' et W respectivement.

Fixons z et notons o = «,. L’immersion est parabolique (voir théoréme 2) si:

Pour tous X et Y: (a(X,Y),a(Y,Y)) — (a(X,Y),a(X,Y)) = 0. *
Elle est hyperbolique si:
Pour tous X et Y: (X, Y),a(Y,Y)) — (X, Y), (X, Y)) £0.  (*)
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Z N £ N

On est donc ramené a étudier des formes bilinéaires définies sur R” a valeurs dans R?,
p = codim V, vérifiant la condition (*) ou (**). Le résultats de [Tom1] (resp. [Flo])
affirme que dans le cas le cas parabolique (resp. hyperbolique), on a: dim Kera = n—p
(resp. dimKera = n — 2p).

3.2.2 Feuilletages géodésiques locaux en courbure positive constante +1. Les feuil-
letages géodésiques dans ce cas peuvent exister! (voir 3.5.4) Le résultat de [Ferl]
qu’on a cité en 1.3, dit qu’une variété elliptique de dimension n n’admet pas de
feuilletage géodésique .7, de class C', a feuilles completes et vérifiant dim.7 = v, .
Le nombre v,, se définit comme le plus grand entier tel que o(n — v,) 2 v, + 1,
et o(k) pour k entier, se définit comme le plus grand entier tel que la fibration
5t2® . St} = S*=! admet une section globale. Ici St¢ est la variété de Stiefel de
o-reperes orthonormés dans R*. Notons que la preuve est de nature “infinitésimale”:
par positivité de la courbure, des champs de Jacobi normaux adaptés a.7 s’annuleront
si I’espace normal est de dimension “relativement petite”. Le feuilletage est donc sin-
gulier! Ceci entraine la rigidité des immersioins isométriques dans ce contexte, si
p<n-—v, (n=dmV et p=codimV).

3.2.3. Voici maintenant une démonstration de [Gro], s’appliquant aux spheres avec
les mémes conditions qu’au théoréme B (mais utilisant des propriétés extérieures au
feuilletage plat). Notons f:S™ — S?"~!, une immersion isométrique. Soit F une
feuille du feuilletage plat (qui est non trivial d’apreés le théoreme 2). Elle est, ainsi
que son image f(F), géodésique respectivement dans S™ et S?"~!. Elles sont donc
invariantes par les antipodes 2 — —x, dans S™ et S>"~! respectivement. On en déduit
que f(—z) = —f(x) pour tout = dans ’ouvert U de S, support du feuilletage plat.
Soit C un grand cercle (géodésique) dans U. Son image f(C') est une courbe de méme
longueur 27 et invariante (comme C') par la symétrie x — —x. Il n’est pas difficile de
voir qu’alors f(C) est également un grand cercle géodésique dans S2"~'. Des cercles
tels que C, on en trouve suffisamment pour conclure que f(S™) est géodésique. En
effet pour tout point = de U et tout vecteur de T, S™, proche de F'[,, le grand cercle
tangent a v est inclus dans U. 0O

3.3 Espace de k-nullité. La question qui se pose a propos de I’espace de k-nullité
est de savoir, dans quelle mesure, une variété partiellement hyperolique (resp. plate;
elliptique) est (compleétement) hyperbolique (resp. plate; elliptique)?

Remarquons tout de suite que le produit d’une variété plate par n’importe quelle
autre variété est partiellement plate. La question dans le cas plat est de savoir justement
dans quelles conditions la réciproque de ce fait est vraie? Rosenthal [Ros] et Ferus
[Fer1] montrent des résultats partiaux respectivement dans le cas plat et elliptique.
IIs utilisent essentiellement la généralisation suivante (mentionnée en 1.2.3) du théo-
reme 1.

Théoréme 3 [Che-Kui, Fer, Dom, Spi]. Soit V une variété riemannienne et k un
réel. Supposons N, (x) non nul pour tout x de V. Soit U I'ouvert de V ou N, est
de dimension minimale. Alors N,  définit un feuilletage géodésique local .7 de V, a
support égal a U. Le feuilletage .7 vérifie une propriété analogue a la condition (*)
avec —1 remplacé par k, a savoir que pour X e T.¥,Y,Z € TV on a:

R(X,YZZ = k(Y, Z)X — (X, Z)Y).

3.4 Immersions holomorphes. Considérons maintenant une variété W, Kéhlerienne a
courbure holomorphe constante. C’est donc (modulo normalisation de cette constante)
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localement isomorphe a C™, CP™ (I’espace projectif complexe a courbure holomor-
phe +1) ou CH™ (I’espace hyperbolique complexe a courbure holomorphe +1). Le
théoreme 1 s’étend directement aux sous-variétés holomorphes d’une telle variété. Il

suffit de considérer cette fois la Grassmannienne des plans affines holomorphes (voir
3.1).

3.4.1 Immersions holomorphes (non nécessairement isométriques). Notons d’abord
que Ferus [Ferl] montre des résultats de rigidité d’immersions isométriques holo-
morphes entre variétés a courbure holomorphe +1, avec les mémes restrictions de
dimension de 3.2.2. Auparavant, Feder [Fed] montrait dans le cas de CP™, que toute
immersion holomorphe f:CP"™ — CP?"~! est a image géodésique dans CP?"~!.
Remarquons que cela n’impliquerait pas que f est isométrique puisqu’il existe des
automorphismes holomorphes (projectifs) de CP™ qui ne sont pas isométriques.
3.4.2 Sur la preuve du théoréme G. Le théoréme G de Cao et Mok est donc I’analogue
hyperbolique du résultat de Feder. Remarquons d’abord que la conclusion que f est
isométrique n’est pas surprenante, puisqu’ici, tous les difféomorphismes holomorphes
sont isométriques (les isométries de la boule unité complexe munie de sa structure
hermitienne symétrique, sont exactement les difféomorphismes holomorphes qui la
respecte). La preuve de [Cao-Mok] commence par un calcul de la classe de Chern
totale de V. La formule de proportionnalité de Hirzebruch entraine que cette classe
s’écrit comme polyndme universel en la premiere classe de Chern. Cette derniere
s’exprime a ’aide de la forme de Ricci. Dans [Cao-Mok] on exprime cette derniere
a l’aide de la forme de Kihler de V et d’une 2-forme o qui s’obtient a partir
de la seconde forme fondamentale comme la forme de Kéhler s’obtenait a partir
de la métrique hermitienne. Des manipulations algébriques exactement comme dans
[Fed] entraineront alors que J o™ = 0. Or o est semi-négative (ceci exprime le fait
que la courbure holomorphe d’une sous-variété est inférieure a celle de son espace
ambiant). On en déduit que le noyau de o est non trivial. Il s’avere que ce noyau est
exactement I’espace plat de I'immersion f. On pourrait donc appliquer le théoréme E
pour conclure que f(V') est géodésique. Quant a Cao et Mok, ils conclurons a 1’aide
d’une argumentation utilisant des propriétés particulieres du feuilletage plat.

3.4.3 Version feuilletée. Notons 1’analogue holomorphe suivant du théoréme C:

Théoreme. Une variété V hyperbolique complexe compléte et de volume fini n’ admet
pas de feuilletage local .7 tel que:
(i) dimV < 2dim.~ .
(i) .7 est C°.
(ili) Les feuilles de .7 sont des sous-variétés holomorphes ayant (pour la métrique
induite) la méme courbure holomorphe constante que V.

3.4.4 Version feuilletée du théoréme G. Une question naturelle (et intéressante)
consiste 2 se demander si I’on peut remplacer la condition “toute feuille possede la
méme courbure holomorphe constante que V' par “toute feuille admet une métrique
a courbure holomorphe constante™? En d’autres termes toute feuille est un quotient

holomorphe de la boule unité complexe. Ce serait une version feuilletée du théoreme
G!

3.5 Sous variétés réglées.

3.5.1 Idée de la preuve du théoréme H. On ne peut donner que le schéma de la
preuve puisqu’elle fait recours a des méthodes et résultats de [Zeg3] qu’on ne peut
pas tous rappeler ici. Soit N I’ensemble des vecteurs unitaires tangents aux segments
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géodésiques de W, inclus dans V. C’est une partie de 7' W, qui est (complétement et
pas seulement localement) invariante, par analycité. Toujours, par analycité, c’est une
réunion dénombrable de parties rectifiables. On démontre 1’existence d’une mesure de
Lebesgue finie invariante sur /N comme dans [Zeg3] en utilisant la finitude du volume
de V. On applique par suite le théoréme D’ de [Zeg3] qui caractérise une telle partie
invariante. Ce théoreme affirme en particulier que la projection de N est une réunion
dénombrable de sous-variétés géodésiques. Or cette projection est exactement V' parce
qu’elle est réglée. [

3.5.2 Une autre notion de sous-variété réglée. Voici une définition plus restrictive.

Définition. On dira que V est réglée, si

1) V admet une partition V.= V, U ... U UV, telle que si I'on note G, =
V,U...0UV,, alors V, est ouvert dans G,. En particulier V| est ouvert dans V.

2) Toute partie V, est munie d’une lamination .7,, a feuilles géodésiques dans W
et relativement compleétes (1.1) dans G ;. Dans I'intérieur de tout V,, .7 est de classe
C'. En particulier .7, est un feuilletage géodésique local de V de classe C".

Rappelons d’abord que le terme “lamination” [Thu] signifie la méme chose que
feuilletage sauf que 1’on ne suppose plus que le support est une variété. Cette définition
englobe le cas d’une sous-variété V' a courbure constante, immergée dans une variété
W a méme courbure constante, avec dimW < 2dim V' (voir [Gro, p. 265].

3.5.3 Preuve du théoréme J. En effet .7 est un feuilletage géodésique local C' de
V. D’apres le théoréme I, il doit étre trivial, i.e. de codimension 0. Donc V est
géodésique dans W. [

3.5.4 Remarque. Le théoréme J est faux lorsque la courbure est positive (ainsi que
lorsqu’elle est nulle). En effet, méme si toute immersion isométrique de S* dans S*
est rigide (3.2.3), il est possible d’immerger S* de fagon non trivialement réglée dans
S*. Soit en effet M, I'espace (homogene) des géodésiques de S*. A une application,
f:X — M, associons M 5 C 5%, la réunion des géodésiques de S*, éléments de
f(X). La sphere standard S® C S*, se réalise comme M; o f:58% — M se déduit

de la fibration de Hopf S° — S2.

On peut montrer que pour g, suffisamment C2-proche de f on a

(i) M, est difféomorphe 2 S3.

(ii) g définit un feuilletage de M, dont les feuilles sont les géodésiques g(z),
z €S2

Ainsi M, est réglée. On voit qu’ici V = V|, c’est-a-dire que le feuilletage local
est en réalité global. Enfin, évidemment, en général M n’est pas géodésique dans
S,

4 Preuve du théoréme III. Premiére partie: homogénéité

Dans ce paragraphe, on démontre le lemme suivant, affirmant que la variété rieman-
nienne feuilletée vérifiant les hypotheéses du théoreme III, est localement homogene.
L’énoncé précis utilise un language de structure géometriques qui sera précisé en 4.2
(ceci est dii au fait que la variété n’est pas nécessairement complete).

4.1 Lemme. Soit V une variété de volume fini munie d’ un feuilletage géodésique local
¥, a feuilles completes. Supposons .¥ partiellement hyperbolique, ¢’ est-a-dire que
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pour X tangent a .7 etY,Z tangents a 'V, on a:
RX,Y)Z =—-(Y,Z2)X — (X,2)Y).

Alors il existe un groupe de Lie connexe G, contenant un sous-groupe compact K tels
que:
(i) V admet une (G, G /K)-structure, compatible avec sa structure riemannienne.

(ii) .7 est (G,G/K)-algébrique.

(Lorsque V' est compléte les deux points précédents signifient que V' est isométrique
a I'\G/K ou I" est discret, et le relevé 7 de .7 dans G/K est G-invariant).

(iii) Si d = dim.# alors G D SOy(d,1) = la composante neutre du groupe
d’isométries de espace hyperbolique H.

(iv) G est unimodulaire.

4.2 Structures géometriques [Thu]. Soit G un groupe de Lie et K un sous-groupe.

Définition. On dira qu’une variété W admet une (G,G/K)-structure si W est
recouverte par des cartes a valeurs dans G/K telles que la transition de I'une a
I'autre soit la restriction d’ une translation a gauche dans G /K.

Définition. On dira qu’un flot (W, ¢) est (G, G /K)-algébrique si:

(1) W est muni d' une (G, G/K)-structure.

(ii) Le champ ¢ est localement G-invariant, c’est-a-dire que l’expression de ¢
dans les cartes définissant la (G, G/K)-structure est un champ X sur G/K, qui est
G-invariant, (un tel champ est la projection d’un champ X’ sur G qui est G-invariant
a gauche et K-invariant a droite).

Remarque. Sur une variété ayant une (G, G/K)-structure, on a une notion analogue
de champs de plans et feuilletages (G, G /K)-algébriques.

Définition. On dira qu’une variété riemannienne W admet une (G, G /K)-structure
compatible avec sa structure riemannienne si la métrique de W provient d une
métrique G-invariante sur G /K.

Exemple. Soit ¢ et % les algebres de Lie respectives de G et K et W une variété
admettant une (G, G/K)-structure. Il y a une correspondance biunivoque entre champs
(G, G/K)-algébriques (resp. métriques compatibles avec la structure) et éléments de
¢ | A& (resp. produits scalaires sur .¢ /%) ad (K)-invariants.

L’exemple standard de variétés admettent une (G, G/K)-structure (compléte) est
I'\G/K ou I est discret dans G.

Cas des (G, Q)-structures. Soit W une variété admettant une (G, G)-structure. Tout
élément de ¢, définit un champ (G, G)-algébrique sur W. Ces champs sur W forment
une algebre isomorphe a :¢'. Réciproquement:

4.2.1 Affirmation. Soit W une variété admettant un espace 7° de champs de vecteurs
dont I évaluation en tout point x de W établit un isomorphisme avec T,W (c’est-a-
dire que I'application X € . — X(x) € T,W est un isomorphisme). Supposons
que 7 est une algébre (pour le crochet de Lie) isomorphe a &'. Alors W admet une
(G, G)-structure dont les champs (G, G)-algébriques sont les éléments de 7°. L’ action
locale (d gauche) de G préserve tout élément de 7.

4.3 Notations. Notons (T'V, ¢) et (St"V, %)), les flots géodésiques respectivement
sur le fibré unitaire tangent et le fibré des n-repéres orthonormés de V' (n = dim V).
Notons également:
N = T'#, le fibré des vecteurs unitaires tangents a .% .
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L =le fibré des reperes dont le premier vecteur est tangent a .# . C’est I’image
réciproque de N par la fibration St"V — T'V.
Par géodésibilité de .7, N et L sont respectivement invariants par ¢ et .

4.3.1 L’idée dans tout ce qui suit est que pour un élément de NV (ou L), la dynamique
infinitésimale de ¢ (ou ) est la méme que pour une variété hyprbolique.

4.3.2. Rappelons que St™(V) admet un parallélisme canonique: pour tous z et
Z € St"V, on a un isomorphisme H,,:T,St"V — T,St"V (on a de plus la
relation de cocycle: H,,, = H,,,,H ).

Notons par ailleurs que ce parallélisme est isométrique pour la métrique naturelle de
St™V et qu’il respecte les espaces verticaux et horizontaux des fibrations St"V — V
et St"V — T'V.

Définition. On dira qu’'une sous-variété (de classe C') M de St™V est paralléle si
son espace tangent est invariant par le parallélisme canonique de St™V : pour tous z
etz de M,ona H, (T,M) =T, M. Ondira qu'un champ X sur une telle M est
parallele si pour tous z et 2z’ de M, on a H, (X)) = X (2.

Le résultat qu’on va démontrer dans le présent paragraphe et qui impliquera 4.1
est le suivant:

4.3.3 Lemme. [ existe une sous-variété M C L, telle que
(i) M est invariante par le flot géodésique .
(ii) M fibre (principalement) sur N(= T .7 ) et V.
(iii) M est parallele et I’ espace .7° de ses champs paralléles est une algébre.

4.3.4 Preuve de 4.1 d’apreés 4.3.3. D’aprés 4.2.1, notre M admet une (G, G)-structure
telle que I’algébre de Lie de G soit isomorphe a .7°. L’action locale de G respecte
tout champ paralléle.

I1 est facile de se convaincre que les points (i) et (ii) de 4.1, signifient essentielle-
ment que 1’action locale de G passe (par projection) a V' et que dans V' cette action
est isométrique et respecte .7 .

Maintenant pour voir que ’action locale passe a V/, il suffit de montrer que cette
action locale respecte les fibres de M — V ou de maniere équivalente qu’elle respecte
I’espace vertical de M — V. Considérons pour cela un vecteur vertical X et X le
champ parallele de St™V qu’il détermine. C’est un champ vertical pour la fibration
St"V — V, puisque le parallélisme canonique préserve le vertical. La restriction de
X a M est, par parallélisme de M, tangent a M et vertical pour la fibration M — V.
L’action locale de G, préserve donc la restriction de X a M et par suite tout I’espace
vertical de la fibration M — V/, puisque X est un vecteur vertical arbitraire.

Pour voir maintanent que 1’action locale de G respecte .7, remarquons que cette
action respecte les orbites de (M, 1)) (car 1) est parallele) et donc par projection, cette
action respecte les géodésiques tangentes a .% . D’aprés ce qui précede, I’action de
G respecte les fibres de M — V. Ainsi, deux géodésiques issues d’un méme point
seront envoyées sur deux géodésiques issues d’'un méme (autre) point. On constante
facilement que cela entraine que ’action locale de G envoie feuille de .# sur feuille
de 7.

Reste enfin a voir pourquoi I’action locale est isométrique. Notons 7:St"V — V,
la projection. Soit z € V, u € T,V et z € M tel que m(z) = z. Soit C = dn ' (u).
C’est un sous-espace affine. Notons C' le champ parallele d’espaces affines tangents a
M, déterminé par C. Il est préservé par I’action locale de G. Il en va de méme pour
sa projection C’ dans V/, qui est un champ de “cones tangents” 2 V. On va montrer
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que pour tout ' € V et v’ € C'(z'), on a ||u'|| = ||u||. Ceci entrainera que 1’action
locale de G est isométrique puisque u est arbitraire.

Un élément de C s’écrit dans la décomposition .# + 7~ =horizontal+vertical=
TSt"V, comme u + v (méme u) (ici on identifie .#, a T, V). Un élément de C(z')
pour 2’ € M, s’écrit donc H,,,(u) + H,,(v) € .#, + 7,. La projection de cet
élément dans T,V (¢/ = 7(2")) s’identifie & H,,(u). En particulier sa norme est
égale a celle de u.

Quant au point (iii) du lemme 4.1, il se démontre comme suit. Soit F une feuille
de .7. On va d’abord remarquer que 1’action locale de G est localement transitive
sur T'F. En effet ’action locale de G sur M passe également 3 T'.7 = N. Elle y
est localement transitive comme c’est le cas dans M.

Une feuille est localement un espace hyperbolique H? (a cause de 1’hyperbolicité
partielle). Pour éviter la subtilité¢ d’actions locales, on transformera le probleme aux
niveaux des algebres de Lie et on ramenera la preuve a 1’affirmation suivante:

Affirmation (voir ’affirmation du 5.1). Soit H un sous-groupe d'isométries de H¢
préservant I’ orientation et agissant transitivement sur TYHY. Alors H = Isom™ (H4).

Enfin, le point (iv) du lemme, qui est trivial lorsque V' est compléte (car V est
de volume fini) sera démontré en 4.7. Ceci acheéve la démonstration de 4.1 d’apres
433. 0O

4.4 Plan de la preuve de 4.3.3. La preuve utilise crucialement 1'idée de systemes
dynamiques autonomes développée dans [Zeg2]. On fera appel a certaines notions et
méthodes de cette référence tout en esayant d’en étre le plus indépendant possible.
On va dans ce qui suit donner les étapes de la construction de M. Les détails de
certaines d’entre elles sont reportés aux paragraphes suivants.

4.4.1 Transport paraliéle. On a un flot fibré de transport paraliele (T'St"V,T) au
dessus de (St"V,¢): Si z € St"V, et 2’ = ¢z alors T':T,ST"V — T, St"V,
coincide avec le parallélisme canonique H,,. Ce flot fibré se projette en un flot
(TT'V,T") de transport paralléle au dessus du flot géodésique (T"'V, ¢).

Ce dernier flot de transport parallele pourrait se définir directement a partir du
scindement TT'V = % + 7 les projections sur .% et 7 d’un élément de T, TV,
se transportent parallelement au sens usuel le long de la géodésique déterminée par
v (voir 3.2 de [Zeg2]).

Il y a une interprétation analogue pour (I'St™V,T).

4.4.2 Autonomie. On démontrera au par. 4.5 que D et T commutent au dessus de
L: Dy*T! = T'D_3*, pour z € L, c’est-a-dire que D restreint & T(St"V)/L est
T-autonome.

Pour z € L, considérons le flot structural St = T~*D " = exptA, ol A, est
I’endomorphisme structurel. On montrera que par rapport au parallélisme canonique,
la matrice de A, est constante (indépendante de z € L). On a en particulier la relation:

Sz = sz’Si’Hz'z

Cet endomorphisme est diagonalisable (dans une base dérivant canoniquement du
parallélisme canonique), a spectre {0, —1, 1}. Toutes ces propriétés se déduisent de
la condition (*) (voir 4.5).

4.4.3 Structure hyperbolique de N. On a un résultat analogue pour T(T'V)/N.
Le spectre de 1’endomorphisme structural est {—1,0,+1}, avec un sous-espace 0-
caractéristique se réduisant a la directions du flot ¢. Ainsi /V est un ensemble
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hyperbolique du flot géodésique (T'V,¢). Cela signifie qu’en tout point y de N,
I’espace tangent de 7'V admet un scindement ¢-invariant: B @ E" ®Rg, tel que
E;s (resp. E;“) soit contracté (resp. dilaté) par ¢¢. Considérons en effet, le scindement

%y + % (horizontal+vertical) de I’orthogonal & y dans Ty (T'V). 1l découlera de 4.5.3
et 4.5.5, exactement comme pour une variété hyperbolique que:

Ey ={J,~D/J€E.}: D¢'(J,~J))=e"(J,~J])

et
Eyt={(J,/J € E,}:  D¢'(J,J)=e'(J.J)

ou E, est I'orthogonal a y dans T, V' (z étant la projection de y dans V).

4.4.4 Conservation du volume. Tout comme dans [Zeg4] (par.2), on montre que (N, ¢)
et (L,1) préservent des mesures finies équivalentes aux mesures de Lebesgue, et a
densités localement bornées par rapport aux mesures riemanniennes. On remarquera
plus tard (4.4.6) que ce fait qui sera crucial dans 1’analyse de 1’application de Gauss
ci-dessous, peut lui-méme se déduire d’une variante de cette application au moins
dans le cas ou L, ou de maniére équivalente [V, sont compactes.

4.4.5 Structure d’ Anosov et ergodicité de (N, ¢). Larésponse a la question suivante est
en général négative [Fra-Rob]: Pour une partie NV, qui est un ensemble hyperbolique
d’un flot (M, ¢) (ici (T'V, ¢)) et qui est une sous-variété, est-il vrai que (N, @) est
un flot d’Anosov? C’est le cas ici, puisque (IV, ¢) préserve une mesure de Lebesgue
finie [Hir-Pug] [Zeg2, 5.1]). A partir de 1a, on montre de fagon standard qu’il est
ergodique par rapport a la mesure de Lebesgue (les feuilletages stables et instables
sont C*° parce qu-ils s’expriment de la maniére algébrique ci-dessus).

4.4.6 Construction de M.

Affirmation ([Zeg2], théoréme 7.4). Soit U C L un ouvert y-invariant et E C
T(St"V)/U, un sous-fibré au dessus de U. Supposons que E est 1p-invariant. Alors
E est T-invariant (E est invariant par transport paralléle).

Schéma de la preuve. Choissisons 2’ un point arbitraire de L. Considérons “I’appli-
cation de Gauss”

f:L — GrYT,(St"V)), (d=dimE),
f(2) = H,,(E(2)).

Par y-invariance de F et la formule St = H_,, 5!, H,,, (4.4.2), cette application est
équivariante entre (L, 1)) et le flot structural Sz, agissant sur la Grassmannienne des
d-plans de T,,(St™V). Autrement dit f semi-conjugue les deux systémes dynamiques
indiqués. En particulier si z est un point récurrent, alors son image f(z) est récurrent
par S!, agissant sur la Grassmannienne des d-plans de T,(St"V). Or, les points
récurrents de cette action sont des d-plans invariants par S!, = exptA,,, car A, est
diagonisable et a spectre réel. Il résulte de la récurrence de Poincaré (découlant de
4.4.4) et de la continuité de f que, pour tout z, f(2) est invariant par Si,. Il découle
une deuxiéme fois de 4.4.2, que E est T-invariant.

Remarque. La T-invariance de E est équivalente a la i-invariance de I’application
de Gauss associée.
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Pour construire M, considérons 1’application de Gauss:

fo:L — Gr®(T,,(St"V)),  (dy = dim L),
folz)=H, (T,L).

Par Daffirmation précédente f, est v-invariante. Si cette application est constante,
alors L est parallele. Sinon on définira f; de la mani¢re suivante: Soit U; I’ouvert ou
dim Ker(df,,) est minimale et vaut d,. Cet entier d, est non nul, car par -invariance de
fo» Ker(df;) contient au moins la direction du flot 0. On pose: f,(z) = H,/,(Ker(df,)).
Cette application est -invariante, toujours d’apreés I’affirmation précédente. Pour
z € U, f,(2) n’est autre que I’espace tangent au niveau % (z) de f, contenant
21 f1(2) = H, (T, #4(2)).

Soit U, I'ouvert ou dimKerdf, N Kerdf, est minimale. Posons pour z € U,,
f,(z) = H,,,(Ker D, f, NKerd, f;). Le terme entre parentheses n’est rien d’autre que
Ker(df, /. #(2)).

Soit d, = dim f,(z). Dire que d, = d, (donc f, = f)), signifie que les niveaux
#(z) sont paralleles.

Si d, < d;, on continuera le processus jusqu’ a aboutir 2 un feuilletage (de
dimension non triviale) d’un ouvert de L, qui soit ¢-invariant et a feuilles paralleles.

Ce feuilletage est évidemment moins fin que la décomposition ergodique de (L, ).
Mais la décomposition ergodique de (L, 1)) qui est invariante par 1’action principale
L — N, se projette sur celle de (IV, ¢). Or cette derniere est triviale par ergodicité de
(N, ¢) (4.4.3). Les composantes ergodiques de (L, ) se projette donc surjectivement
sur N. Il en va donc de méme pour les feuilles de notre feuilletage.

Enfin, a cause de I’invariance de tout le monde par I’action principale, L — N, il
résulte que les feuilles fibrent sur NV et par suite sur V' également.

4.4.77 Champs paralléles. On prendra donc pour M, une feuille du feuilletage
précédent. La preuve de 4.3.3 sera achevée si 1’on démontre que 1’espace 7° des
champs paralleles tangents a M forment une sous-algebre pour le crochet de Lie. On
le fera au par. 4.6.

Remarque (qui servira en 4.7). Il n’est pas difficile de voir que le fait que M soit
parallele, entraine qu’elle fibre principalement sur N. Ceci permettra, a partir de la
mesure invariante sur (IV, ¢) (4.4.4), de construire une mesure de Lebesgue, invariante

et finie sur (M, ). Sa densité par rapport a la mesure riemannienne sera localement
bornée comme pour (N, ¢).

4.4.8 Remarque. Pour la conservation du volume (4.4.4), on peut considérer une
application de Gauss comme f,, 2 valeurs dans la d,*™-puissance extérieure de
T,/(St™V). Cette application permettra de calculer le Jacobien de D, 1" restreint a L.
Pour z fixé, le carré de ce Jacobien sera un polynéme en e! et e~*. Ce Jacobien sera
donc constant si le volume de L était fini (par exemple si L était compacte). Ceci
veut dire que v préserve la mesure riemannienne sur L, elle-méme.

4.5 Dynamique infinitésimale de (St™V, ).

4.5.1 Autonomie (introduction). Soit E un espace vectoriel et St une famille d’auto-

morphisme de E, telle que S° = 1. Pour J, € E, considérons J(t) = S*J;. On a:
t

oS
J'(t) = A@t) J(t) on A(t) = e (SH~!. En d’autres termes, J(t) est solution de
I’équation linéaire J' = A(t)J.
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Remarquons que la donnée de A(t) détermine S*: on a rien dit d’autre qu’une
équation différentielle linéaire équivaut a la donnée d’une famille d’automorphsimes
comme ci-dessus.

Remarquons enfin que le cas particulier ou S* est un groupe a un paramétre
correspond au cas ou A(t) est constant (en t).

4.5.2 Exemples. Appliquons cela aux flots géodésiques (T'V, ¢) et (St"V, ). Fixons
pour cela une fois pour toutes un point = de V, un vecteur y € T!V et z un point de
St"V au dessus de y, c’est-a-dire que z est un repere (r,e', ..., e") avec e! =y.

On va dans ce qui suit interpréter A(t) dans les deux cas suivants:

(1) S;j =T"'D,¢' et E= Ty(T'V);

(i) St =T"t'D ¢t et E = T (St"V).

Ici T et T’ désignent les transports paralléles définis au par. 4.4.1. On note Ayt
et A,(t), les endomorphismes obtenus.

4.5.3 Cas de (T'V, ¢) [Ebe]. Notons x(t), la géodésique définie par y:r(0) = x et
z'(0) = y. Notons Tt:TxV - Tw)V, le transport parallele. Notons By(t) (X) =
T YR (t), Tt X)x'(t)) ol R est le tenseur courbure (au point x(t)).

Affirmation. Dans le scindement T.(T'V) = ¥, + 7., en espaces horizontal et
vertical, et apreés identification de chacun dans TV, on a:

0 1
A, = (By(t) O> .

En particulier T' et D¢ commutent le long de I'orbite de y (par ¢) si seulement si
By(t) est indépendant de t.

Preuve. La formule pour A, (f) est classique. Il s’agit simplement de I’écriture de
I’équation de Jacobi J” = B, (t)J, dans son espace de phase:

(}]): (Bf(t) (1)) (j>

Le fait que 7" et D¢ commutent le long de ’orbite de y équivant au fait que Szt; soit
un groupe a un parametre. C’est donc équivalent comme on I’a remarqué ci-dessus
(4.5.1) au fait que Ay(t) (ou de maniere équivalente By(t)) soit constant en ¢. [

4.54 Cas de (St"V,1). On garde toujours le repere 2 = (x,e',...,¢e") =
(x,y,€%, ..., e"). L’espace tangent T,S5t"V s’identifie a un sous-espace de
T,V x...x T,V (n+1 copies). Ceci s’obtient en regardant St™V comme par-
tie du fibré £ — V, des n-uplets (sans condition d’orthonormalité) de vecteurs
tangents 2 V. Exactement comme dans le cas du fibré unitaire tangent T'V, la
décomposition en horizontal et vertival permet d’identifier I’espace tangent a E en
un point z = (z,€!, ..., e"), a T,V x ... x T,V (n+ 1 copies).

On peut également, de la méme facgon, identifier 7,5t™V a un sous-espace du
produit de T,(T"'V') par n — 1 copies de T, V.

Notons Bi(t): T,V — T,V,

Bit)X = 7R @), 7' X)e'(t))

oil e'(t) est défini par 9'(z) = (z(t),e'(t), ..., e™(t)). Autrement dit e'(t) = 7'(e")
(en particulier el(t) = 2'(t)), (¢ est le transport parallele le long de x(¢)). On a en
particulier BJ(t) = B,,(t).
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Affirmation. A, (t) est la restriction a T,(St"V) de I'endomorphisme suivant de
T.Vx...xT,V:

0 1 00

o | B (1)

4. = B2(t) 0
B™(t)

En particulier T et DY commutent le long de I’ orbite de z si et seulement si tous les
B*(t) sont constants en t.

Preuve. Le dernier point de I’affirmation se démontre comme celui de 4.5.3. Montrons
donc le premier point, c’est-a-dire la formule donnant A, (t).
Une variation de 1’orbite de z dans I’ensemble des orbites de 1 s’écrit:
(z(s,t), e (s, 1), ..., €"(s,1))
avec: 4
2(0,t) = x(t), €(0,t) = €'(t), pour tout s; z(s,-) est une géodésique telle que
_d—i (s.t) = e!(s,t), et enfin e(s,t) est parallele le long de cette géodésique (Tout

cela découle de la définition du flot géodésique 7).
Notons z(s,t) = x,(t) et e'(s,t) = eL(1).

0 0
Notons 75 = -é—i (s,t) et g = a—f (s,t), les champs naturels le long “de la
surface z(s.t)”, 75 et s les dérivations covariantes par rapport a ces champs.
S s
Ona g e, =0 (e} est pavrallévle le long de x,). Donc 35 ot el =0.
Not égal t —,=| =0
otons également que [Bs’ 8t}
0 0\. V/V .
On en déduit pour le tenseur courbure: R(E?_t’ 8_s> e, = o <% e’s>.

Nmmsmw¢)=g%dwxxmuyzmmx)mJuy=%§w¢)

. . vV .
Avec toutes ces notations, on a: R(z’(t), J(t))e'(t) = = 6'(t)
On sait que J(t) est un champ de Jacobi le long de x,. On obtient donc en résumé
le systeme d’équation

vZ 1 1
5 /O = RE'@), J1)e'®),

%ei(t) = Re'®), Jtpe't), i22.

On voit facilement que le transport parallele de tout le monde en z, transforme ce
systéme d’équations en:

{ﬂm:BWﬂm
0i(t) = Bi(t)J(t), i=2.

L’affirmation qu’on est en train de démontrer est simplement la traduction de ce
systtme d’équations dans son espace de phase. [J
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4.5.5 Autonomie et endomorphisme structural. Revenons maintenant a notre situation,
c’est-a-dire que y € N =T'.7, z € L et.7 partiellement hyperbolique. Le tenseur
courbure le long de la géodésique x(t) s’écrit donc:

R(@'(t), X)e'(t) = —((X, ')’ (t) — (2/(t), €' (1)) X).

En particulier
B'(t)(X) = —((X,e')y — (y,e')X).

On en déduit facilement d’apreés les affirmations 4.5.4 et 4.53 que Dy et T
(respectivement D¢ et T') commutent au dessus de L (respectivement N). Autrement
dit les flots fibres D1 et D¢ restreints respectivement a T(St"V)/L et T(T'V)/N
sont autonomes respectivement par rapport a 7 et T".

On a mieux pour T(St"V)/L. L’endomorphisme B'(t), réprésente dans la base
{e', ..., e™}, est une matrice constante (ne dépendant ni de t ni de z = (e', ..., ™).
Il en résulte en particulier la formule: S? = H__,S!, H_,, (4.4.2).

Le reste des affirmations de 4.4.2 sur les spectres des endomorpismes structuraux
se déduit facilement a partir des formules ci-dessus des B®, exactement comme pour
une variété hyperbolique.

4.6 Champs paralléles. Comme on 1’a noté dans 4.4, I’autonomie et ses conséquences
permettent de construire M, sous-variété 1-invariante, parallele et fibrant sur N et
V. 11 ne restera donc qu’a montrer que I’espace .’ des champs paralléles tangents
a M, forment une algébre. Soit X un vecteur propre relatif la valeur propre A, de
la restriction a T, M de I’endomorhisme structural A,. Soit X le champ parallele
tangent a M, tel que X (z) = X.

Affirmation. On a [¢, X] = —AX.

Preuve. X étant parallele, on a: Dy~ ' X (¥'(2)) = S;U(X(2)) = exp—tA,(X(2))
(voir 4.4.2). Donc [v, X](2) = ——Ay(X(z)). O

Soit X,,..., X, Y,,...,Y,, Z,,..., Z,, une base de T, M, formée de vec-
teurs propres de A, relativement aux valeurs 41, —1 et O respectivement. Notons
Xy X, Y, .., Y,, Z,, ..., Z, les champs parall¢les correspondants. Pour
montrer que .7” est une algébre il suffit de montrer que le crochet de deux éléments
de la base est un champ parallele, c’est-a-dire que son expression dans cette base est
a coefficients constants. Traitons par exemple le crochet [ X, Y)]. Toutes les autres
possibilités se traitent de la méme maniére.

Notons Z = [X|,Y,]. L’identité de Jacobi entraine: [¢, Z] = [¢,[X |, Y]] =
[[¢3X17Yv]] + [X]7[¢7Y']]] = —[X]a}/]]+ [XlaY]] = 0.

On applique par suite:

Affirmation. Soit Z un champ C' sur M tel que (¢, Z] = 0. Alors Z est paralléle.
Preuve. Soit 2’ un point de M. Notons Z(t) = Z(1)*(z")). Ecrivons:

ZWy =Y a®X,+Y_ b®Y;+ > ct)Z;.

da, b, de.
Onale,Z1(t) =3 —g—thﬁ—Z %YﬁZ ?)Ct—’ZpLZ —a,() + 3 b(1)Y;.
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Ainsi I’égalité [¢, Z] = 0 entraine le systeme:

da, _ ob, 3
En t) —a,t)=0, T (t)+b,t)=0
de, ..

ot t)=0.

On a donc a,(t) = a,(0)e~". Supposons le point 2’ négativement-récurrent (pour t):
il existe t, — —oo tel que ¥'"(z") — 2’. Ceci contredira la continuité de Z a moins
que: a,(0) = 0, et par suite a,(t) est partout nul. On montre de méme que si 2’ est
positivement récurrent alors b,(0) = 0. Donc les a, et b, sont nuls. Les ¢, sont constants
Oc
L (t) = 0. Donc Z(t) =) ¢;(0)Z,.

ot
Maintenant, les points positivement et négativement récurrents sont denses parce

que (M, 1) admet une mesure lisse finie. Il en résulte que Z est parallele. O

d’apres la derniere équation du systeme:

4.7 Preuve du point (iv) du lemme 4.1 (caractere unimodulaire de GG). Considérons sur
(M, ) la mesure finie invariante u (4.4.7), et la mesure de Haar m. La densité p de
4o par rapport a m est localement bornée mais n’est pas a priori intégrable. La mesure
de Haar se transforme par ¢! suivant une loi 1/!m = e'®m (par définition et existence
de la fonction modulaire du groupe G). Il en résulte que o(ypix) = e~ 1% o(x).

On montre, comme a la fin de 4.6, que ceci est impossible si a est différent de 0,
car p est localement bornée. On en déduit que v -invariante. Il s’ensuit que m est une
mesure invariante par ¢. Pour voir qu’elle est finie il suffit de vérifier que I'image de
o est compacte. Ceci découle de I’ergodicité de (NN, ¢), du fait que p est localement
bornée et y-invariante et du fait que, M — N est une fibration a fibres compactes.

Considérons a présent un champ X tangent a M comme en 4.6 (i.e. [, X] = AX),
et appelons &' son flot local. Comme pour %, on a £'m = e'*m pour un certain a.
Pour en déduire (2 partir de la finitude de m) que a = 0, et par conséquent £'m = m,
il suffit de s’assurer que le flot (local) &' est complet. Il suffit plus généralement de
montrer que pour m-presque tout x, £'x existe pour tout .

Lorsque A = 0, le champ X est tangent aux fibres de M — N, qui sont compactes.
Le champ est donc complet.

Lorsque A = —1, on a la formule: ¥°¢! = £*'9°, avec ¢ = et. On en déduit
que si &'z existe, alors {t,(t/)‘“(x)) avec t' = e°t existe également. Ainsi si x est
positivement récurrent par v, !z existe pour tout t.

Le méme raisonnement s’applique pour A = 1. Il s’ensuit que tous ces champs
préservent la mesure de Haar. Ces derniers champs engendrent 1’algébre de Lie de G
et présérvent la mesure de Haar. Il s’ensuit que le groupe G est unimodulaire. [J

5 Preuve du théoreme III. Cas homogene

Dans ce paragraphe, on démontre le théoreme III dans le cas (localement) homogene.
Ceci complétera pratiquement la preuve de ce théoreme dans le cas général grace a
4.1. (on reviendra sur ce point en 5.3).

5.1 Théoreéme. Soit une variété riemannienne munie d’ un feuilletage géodésique .7 .
Soit G un groupe de Lie connexe agissant isométriquement et transitivement sur W,
en respectant .7 . Supposons que:
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(i) .7 est partiellement hyperbolique i.e. vérifiant la condition: pour tous vecteurs
X,Y, Z tangents a W, tels que X soit tangent a .7 , le tenseur courbure a la forme:

RX,V)Z = —1((Y, 2)X — (X, Z)Y) *)

(i1) G est unimodulaire et agit fidélement sur W

Alors:

(i) ou bien W s’identifie a G', le radical de G (c'est-a-dire que I'action de G’
sur W est libre) qui sera un quotient I'\SOL(n) ou I est un sous-groupe discret et
distingué dans SOL(n). Le feuilletage .7 est un feuilletage standard (de dimension 1)
(voir 2.4).

(i1) ou bien .7 est de codimension zéro et W est un espace hyperbolique (i.e. une
variété hyperbolique compleéte et simplement connexe). Le groupe G est tout le groupe
d’'isométries (conservant I’ orientation) de cet espace hyperbolique.

La dernieére partie du point (ii) dit simplement qu’une variété hyperbolique
W admettant un groupe d’isométries L, transitif et unimodulaire, est I’espace
hyperbolique lui-méme et que ce groupe est exactement le groupe d’isométries de
cet espace hyperbolique.

En effet, il n’est pas difficile de voir que 1’espace hyperbolique est la seule variété
hyperbolique homogeéne. Quant au groupe L', on utilise I’affirmation suivante:

Affirmation. Soit L un sous-groupe de Isom™ (H?) (le groupe d’ isométries préservant
I'orientation de H¢) agissant transitivement sur He. Alors:

(i) ou bien L fixe un point z a U'infini: L C Z, =le stabilisateur de z. Pour toute
l, géodésique tendant vers z, il existe v, un groupe a un paramétre de L dont | est
une trajectoire. De plus L' n’est pas unimodulaire.

(ii) Ou bien L ne fixe aucun point a Uinfini. Dans ce cas L = Isom™ (HY).

Preuve. (i) Le fait que Z, n’est pas unimnodulaire est bien connu. Pour I’existence
de ~*, un groupe a un paramétre de L dont [ est une trajectoire, il suffit de remarquer
I’égalité: Z, = {g € L/g(l) Nl non vide} = {g € L/g(l) = l} (par suite Z, agit
transitivement sur /).

On a Jac(Ady!) = e~V dans Z,. Comme Z_ /L est compact (car L agit
transitivement sur H?), la méme formule est vraie dans L. En particulier L n’est
pas unimodulaire.

(ii) L est semi-simple, car sinon il contiendra un sous-groupe normal résoluble.
Mais un tel sous-groupe admet un point fixe a I’infini, qui sera un point fixe du groupe
L lui-méme. Maintenant, I’espace symétrique associé a L est nécessairement H (car
L agit transitivement sur H?). 1l est connu que ceci entraine que L = Isom™(HY)
[Hel]l. O

Cette discussion nous permet de réduire immédiatement la preuve de 5.1 a celle
du théoréme suivant dont la preuve occupera tout le présent paragraphe.

5.2 Théoreme. Soit W une variété riemannienne admettant une action isométrique
transitive et fidéle d’un groupe de Lie connexe G. Supposons qu’il existe x, € W et
Uy Un vecteur unitaire tangent en x tels que:
(i) Il existe un groupe a un paramétre v de G, tel que la géodésique tangente a

vy soit {v'zy, t € R}.

(i) Pour tous X,Y tangents a W en x, on a: R(v,X)Y = —1((X,Y)v —
(v, Y)Y X).

(iii) G est unimodulaire.
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Alors: ou bien W s’ identifie a G', le radical de G, qui sera un quotient I'\SOL(n),
ou I est discret et distingué et le groupe ' correspondera a un feuilletage standard
de SOL(n); ou bien W = H" (n = dim W) et G = Isom™ (H").

5.3 Déduction de 5.1 d'aprés 5.2. Fin de la preuve du théoréme Ill. D’aprés la
condition (*), une feuille s’identifie & un espace hyperbolique H?. On applique alors
I’affirmation précédente au stabilisateur dans G, d’une telle feuille. On obtiendra donc
un groupe a un paramétre ¢ comme dans 5.2.

Quant a la preuve du théoreme III, elle s’achéve a 1’aide de 4.1 et 5.1, en
considérant la variété: W = G/K (notation du lemme 4.1).

5.4 Notations — Plan de la preuve de 5.2. Notons T'W, le fibré unitaire tangent 2 W
et N = Gu, C T'W, lorbite de v, par G. Soient K (resp. K) le groupe d’isotropie
de x, (resp. v,) dans G. Alors W (resp. N) s’identifie 8 G/K (resp. G/K).

La partie N est invariante par le flot géodésique ~'. En effet ¢'(gv,) = gv'v, €
Gv, = N. Ceci montre également que (N, ¢) est algébrique, c’est-a-dire qu’il
s’identifie au flot ¢'(gK) = gy' K sur G/K (c’est bien défini car +* centralise K).

Cette partie est contenue dans notre partie NV, définie au par. 4. Elle lui sera égale
st le groupe d’isotropie d’une feuille agit transitivement sur ses vecteurs unitaires
tangents.

La preuve de 5.2 exploite les deux faits suivants

1) (5.5) N est un ensemble hyperbolique du flot géodésique (T'W, ¢).

2) (5.6 et 5.7) (IV,¢) est un flot d’Anosov (algébrique) ayant exactement (aprés
éventuellement une manipulation algébrique) deux “valeurs spectrales” —1 et +1.

Ces deux faits découlent de I’hyperbolicité partielle (condition .

Les étapes suivantes seront:

3) (5.8) Un “lemme algébrique” sur les flots d’Anosov algébriques ayant exacte-
ment deux valeurs spectrales +1 et —1. On y démontre surtout, qu’alors G est pra-
tiquement soit résoluble, soit semi-simple (ceci n’est pas du tout vrai pour des flots
d’Anosov algébriques généraux [Tom?2]).

4) (5.9) Le cas résoluble s’analyse facilement.

5) (5.10) Le point 1, c’est-a-dire, I’hyperolicité de N dans (T'W, ¢) permet de
définir un flot sur W dont les orbites sont des géodésiques asymptotes a la géodésique
de v,. C’est un flot contractant (exponentiellement).

6) (5.11) Dans le cas semi-simple, on remarquera que modulo conjugaison il n’y
a qu’un seul flot d’Anosov algébrique (relativement a ce groupe). On démontrera
ensuite que le flot des asymptotes ci-dessus est invariant par un grand sous-groupe
de G, agissant en particulier transitivement sur W. On en déduira par comparaison
de dimensions que K est un compact maximal de G. Il en résulte que W est I’espace
symétrique associé a G qui est ici I’espace hyperbolique.

Remarque. Précisions, puisque aucune hypotheése de compacité n’est imposée, que la
notion d’hyperbolicité est relative & une métrique invariante par I’action de G. Cette
invariance du flot et de la métrique jouera un rdle équivalent & la compacité.

5.5 Hyperbolicité de N. C’est tautologique, car comme on ’a remarqué ci-dessus,
N est contenue dans la partie analogue du paragraphe précédent (4.4.3). Rappelons
que dans le scindement .7y 4+ 7y (horizontal+vertical) de ’orthogonal a y dans
Ty(T‘W ), on a les relations suivantes pour les espaces stables et instables:

Ey={J-D/J€E}, D¢'J—~J)=e"(J—-J)
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et
EX ={(J,))/J € E}; D¢'(J,J)=e'(J,J)

ol Ey est 'orthogonal a y dans T, W (zx étant la projection de y dans W).
Remarquons que ce scindement est de plus G-invariant. La théorie des variétés
stables et instables s’appliquera donc bien (la G-invariance compensera la non-
compacité).
Pour y € N, notons W¥(y) (resp. W*(y)) sa variété stable (resp. instable) faible.

Définition. On dira que deux géodésiques de W sont positivement (resp. négative-
ment) asymptotes si elles sont dans une méme feuille stable (resp. instable) faible
d’'un élément de N.

On utilisera cette notion au point 5.9 pour définir un “flot d’asymptotes” sur W.

5.6 Structure d’'Anosov de (N, ¢). Comme en 4.4.5, la structure hyperbolique de N
induira une structure d’Anosov pour (NN, ¢). La raison ici est I’homogénéité: par
G-invariance, il suffit de tout regarder en v, € N (= G.yy). Le groupe 7' agit
isométriquement sur 7'V en conservant ¢ et N. Il est clair que pour avoir un
scindement d’Anosov en v, il suffit de montrer que DUO('y‘tq&‘) est hyperbolique
(pour tout t) dans 1’orthogonal a R¢ dans TUON . Or cela est vrai dans 1’orthogonal a
R¢ dans TUO(T‘V) par définition de I’hyperbolicité de N. Il en va de méme pour la
restriction 8 T, N puisque I’hyperbolicité d’un isomorphisme d’un espace vectoriel
de dimension finie s’exprime par la condition classique sur le spectre, qui passe bien
aux restrictions.

Récapitulons nous: le flot (IV,¢) s’identifie a un flot algébrique sur G/K:
¢'(gK) = gexp(ta).K ol « est un élément de 1’algebre de Lie de G' qu’on notera
% . Notons .# I'algebre de Lie de K. Alors:

Kerad(a) = Ra & .7 .

Ona ¥ =Ra® % @ 5% &5, ou ¥ et & sont les espaces (qui sont par
ailleurs des sous-algebres) stables et instables de expad a. On a les identifications:

g =T, NNE*

g = TvON NE“", ou E°° et E* sont les espaces stable et instable en y = v,
(Notations de 5.5).

Munissons G d’une métrique invariante a gauche, tenant compte des identifications
précédentes (N étant muni de la métrique induite de T''V'), et quelconque sur. % +Ra.

Affirmatioin. Notons At = Ad(expta): ¥ — ¢ (Alu = (exp —ta)u(exp ta)).
On a:

|[Atu| =e tu| si ue ™, |Aul=eé'lul si uec™.

Preuve. Soit u € %%, d’apres 5.5, |D¢tu| = e~ !|u|. Les métriques de N = G/K
et G sont G-invariantes, il en résulte que:

|(exp —ta)u(expta)| = |Do'u| = e |ul.
La seconde formule se démontre de la méme fagon. [

Corollaire. Ad«a est semi-simple. Ses valeurs propres dans ¢ *° (resp. [ ") ont une
partie réelle égale a —1 (resp. +1).
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N

5.7. 1l n’est pas vrai a priori que Alu = e ‘u dans ¥%° (ou Alu = e'u dans
£%%), On va cependant montrer qu’on peut s’y ramener a ’aide d’une “manipulation
algébrique”. La situation algébrique, simple, ainsi produite sera traitée dans le lemme
algébrique (5.8) ci-dessous.

5.7.1. Considérons le groupe a un parametre d’isomorphismes de ¥ (en tant
qu’espace vectoriel) défini par:

Blu=u=Au, si ue#+Ra
Btu=e'Alu, si ue ¥
Blu=etAW, si uwe .
Affirmation. (i) B! est un groupe a un paramétre d’ automorphismes de % (en tant
qu’algeébre).
(i) |B'u| = |ul, si u appartient a 7 + Ra, & % ou & ** (B! sera isométrique si

les espaces considérés sont orthogonaux). En particulier I'adhérence T de { Bt ,t € R}
dans Aut'y est un tore compact.

Preuve. (i) Le corollaire ci-dessus et 1’identité de Jacobi entrainement:

Lemme (voir I’étape 4 de 5.8). Soient X, X' € £, Y € ¥ et Z € X + Ra.
Alors:

DX, X1=0

2) [X,Y]e Z +Ra

3) [X,Z]) € ¥°s.

Ainsi:
B'X,X'1=0=[B'X,B'X'],
[B!X,B'Y] = [e' A X, e tAY] = [A'X, A'Y) = [X,Y] = B[X,Y],
B'Z, X =¢e'A[Z,X] =e'[A'Z,A'X] = [A'Z,e' A'X] = [B'Z, B'X].
On traitera les autres crochets de la méme fagon, ce qui montre que B! est un

automorphisme pour tout ¢.
(ii) Ce point est évident. [J

Supposons G simplement connexe. Le tore T (adhérence de B') agit donc par
automorphisme sur G. Soit G, = T.G le produit semi-direct ainsi obtenu. Soit 3
I’élément de ¢ (I’algebre de Lie de T) défini par Bt = exptf.

Affirmation. Soit oy = —f + . Alors:

() G =7 +F)+Ray + 5°° + 54", £ + # C Keraday,. Si Ky =T.K,
alors Gy/Ky =G/K =W.

(i) G =9 ={X € ¥ /loy, X1 = -X}.

S = g = {X € Y/layg, X] = X}. Clest équivalent a dire que
Ad(exptag)u = e~ tu (resp. etu) si uw € %% (resp. $¥%). En particulier spectre

(adag) = {0, —1,1}.

Preuve. Les preuves de tous ces points sont directes. Par exemple, si u € %, alors
exptagu = expt(—f + )u= B~ Alu = e~ tu. O

La suite de la preuve de 5.2, utilise le lemme algébrique suivant, valable lorsque
le spectre de ad « est égal a {0, —1, 1}. L’affirmation précédente et un raisonnement
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élémentaire assurent qu’on peut effectivement le supposer (sans rien modifier a la
conclusion du théoréme 5.2).

5.8 Lemme algébrique. Soit G un groupe de Lie connexe unimodulaire dont I’ algébre
de Lie :¢ admet un élément o vérifiant:

1) Ker(ada) = Ra @ .Z ou K est une sous-algébre compacte au sens que
K = exp. % est compact.

2) Sur ¥ /[Ra®.7Z, ad « est semi-simple et admet exactement deux valeurs propres
—1 et +1.

3) L'action de G sur G/ K est fidéle.

Alors: ou bien G est un produit semi-direct K.G' ou G’ est un quotient de SO L(n)
par un sous-groupe distingué et discret (en particulier G /K s’identifie a G'); ou bien
G est semi-simple de type non compact.

Remarque. Ce lemme n’est pas aussi évident qu’'on pourrait le penser. Prenons par
exemple G le produit semi-direct usuel, SL(2, R). R? et pour a I’élément de ’algébre

de Lie de SL2,R): a = <(1)

tort) que les valeurs propres non triviales de ad & sont —1 et +1. On vérifie que —2
et +2 sont également valeurs propres de ad a!

0
_]) (le flot géodésique). On est tenté a croire (a

Preuve. La condition 3 sur le fait que I’action de G sur G/ K est fidele ne sera urilisée
qu’a I’ étape finale de la preuve. Ceci nous permettra de passer a des quotients tout
en préservant les deux premieres conditions du lemme.

Etape 1. Notations. Soit .7 le radical de ¢ et./ son radical nilpotent (plus grand
idéal nilpotent). Soit .¢ = (# +./") + ./ une décomposition de Levi de .¢ telle que
A +.7 soit semi-simple, .7 de type compact et.”” de type non compact (la somme
A +.7 est directe au sens d’algebres).

Pour ¥ un idéal de ¢, notons: ¥ *% (resp. ¥ “*) I’espace propre de ad v/ /,
relatif a —1 (resp. +1). On a

Y=g 7wy YNRa+.7),

S = YN .f;/ss’ Guu — N (//uu’

s ={X €Y /la,X]=—-X} et

g ={X e g/la,X]=+X}.

Etape 2.0na ) N(Ra+.7)=..) N7 CZ(s) ou Z(¥) est le centre de ¢ .

Preuve. Supposons par 1’absurde que ../ "N (Ra +.#) soit différent de . / 'N.Z". 1l
existe donc k € .# et n €./ "tels que a + k = n. Par hypothese sur v et compacité
de .7, ad a et ad k sont semi-simples. La somme ad(« + k) I’est également puisque «
et k commutent. On en déduit puisque n est nilpotent que, & + k = 0. Pour conclure
utilisons le fait suivant qui sera utile le long de toutes ces étapes de la démonstration.

5.8.1 Fait. Soit ¥ une sous-algebre compacte de ¢ (c’est-a-dire que exp ¥/ est
compact). Alors pour tout [ € ., ad({) est semi-simple, a valeurs propres imaginaires
pures.

Montrons maintenant que ./J” N.% C Z(.¢"). Par compacité de ./# et nilpotence
de S ona V' NF% C Z(4 ) le centre de ..J (5.8.1). Ce centre est un idéal de .
Soit N’ le sous-groupe (abélien) déterminé par Z(/). Il s’écrit comme un produit
T x E ou T est compact et F est abélien libre.

Observation. Tout automorphisme de T x E respecte T. (Preuve. Soit f un tel
automorphisme. Il est affine pour la structure euclidienne sur 7' x E. En effet les
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géodésiques sont exactement les translatées des groupes a un paramétre. Ces derniers
sont respectés par les automorphismes. Donc f(T) est une sous-variété géodésique
compacte de T x E. 1l en va de méme pour sa projection sur E. Cette projection est
donc réduite a 0. Autrement dit f(T) =T).

On a une représentation adjointe G — Aut(I" x E). Elle se factorise en une
représentation G — Aut(7"). Cette derniére est triviale puisque AutT est discret (si
d = dim T alors AutT = GL(d,Z)). On a ainsi montré que T est dans le centre de
G. En particulier ../ 'N.#Z C Z(.¢). O

Etape 3. Siae. # 4+ .2;alors.” =0.

Preuve. En effet .7 + .7 étant un idéal de 7, ad o sera trivial sur & /. # + .72 = ..
Donc Ra +.# se projette surjectivement sur .. Contradiction avec le fait que .
est de type non compact. [J

On va désormais supposer que « ¢ .# +./# et que ./ est non trivial. On montrera
alors, au bout de 1’étape 7, que . / ~ est compact.

Etape 4. Soit  un idéal de !¢, alors on a:
D [2° “°]=0
2) [(¢f, 21 C 2 NRa+.7)
3 [[es, v, 1=0.

Preuve. 11 suffit de montrer | et 2 pour ¥ = ¢ . Ces égalités se déduisent de I’identité
de Jacobi: “Si X et X' sont deux vecteurs propres de ad o, relativement aux valeurs
propres A et A" alors [ X, X'] est un vecteur propres pour A + A"

Pour la premiere égalité on considére A = X = —1 donc A + X = —2. Or -2
n’est pas valeur propre de ad a. Donc [X, X'] = 0.

Pour la seconde on prend A = -\ = —1.

Pour montrer la derniére égalité, considérons X € £, X' € Y etne./ . On
a: [[X, X', n] = [X,[X" n]] + [X', [ X, n]].
Ecrivons n=n* +n" 4+n’ €./ +./ “ 4./ 'N(Ra+.%). D’apres, I'étape 2,
n’ € Z(¢) donc [X,n] = [X,n® +n"] = 0+ [X,n*], d’aprés ’égalité 1. D’aprés
I’égalité 2,on a [ X, n"] €./ N(Ra+.7). Encore d’aprés ’étape 2, [X,n"] € Z(¥),
donc [X’,[X,n"]] = 0. On a ainsi montré que [X’,[X, n]] = 0. On traite de la méme
facon I’autre terme. [

Etape 5. Cas semi-simple.

5.8.2 Proposition. Supposons .% = . % = 0, ¢’ est-a-dire que ‘¢ est semi-simple de
type non compact. Alors ¢ est I'algébre de Lie du groupe d'isométries d’ un espace
hyperbolique et aprés conjugaison « correspondra au flot géodésique de cet espace.

Preuve. Ce résultat reste vrai en supposant « semi-simple, & spectre réel et en
remplacant (dans la conclusion) I’espace hyperbolique par un espace symétrique a
courbure négative [Tom2]. L’espace hyperbolique se caractérise parmi ces espaces
par le fait que le spectre de « est réduit a £1 [

Etape 6. Nl existe h € .# etr € .2 tels que sur. / "on a: ada = adh + adr.

Preuve. Soit w:.¢ — ¢ /(¥ +.2) =.7/. 1l est connu que [7(.¢ **), w(;£ “*)] =.¥".
Dans ¢, cela singifie qu’il existe s € [[£55, 0¥, h € # et r € .2 tels que
a = s+ h+ 7. Or d’aprés I’étape 4, ad(s)/. / "= 0. L’affirmation en découle. [

Etape 7. .| C ¥
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Montrons d’abord que R/N est compact (R et N sont les sous-groupes corre-
spondants respectivement a . et. /). Projetons tout dans !¢’ = !¢ /. / ". Le radical
A de ' est £/ ] . 1l est donc abélien (car [.#,.£] C ./ ") et coincide avec le
radical nilpotent . / 7. La formule de 1’étape 6 devient ici: ada = adh (dans . / )
puisque ad(r)/. / " = 0. De la compacité de ..#, on déduit que ad «v est trivial sur
A7 =.£//".0nadonc.# C Ra+.%+. /. On montre facilement comme a I’étape
2, qu’en fait .£ C . % +. /" (on avait supposé . = 0). Donc R/N est compact.

Soit T C H, le sous-groupe compact (abélien) engendré par {expth.t € R} on
h est I'élément de H trouvé dans 1’étape 6. Soit L le produit semi-direct H.R; il est
résoluble et son radical unipotent L’ contient N. En particulier L/L’ est compact.

Lemme. Soit L un groupe résoluble et L' son radical unipotent. Supposons L/L’'
compact. Alors pour tout 3 € ¥, le spectre de ad (3 est imaginaire pur.

Preuve. Considérons la représentation adjointe de L dans ¥ & C (le complexifié de
). On peut trouver une base de ¥, telle que ad 3 soit une matrice triangulaire
supérieure pour tout 3 € ¥; de plus si 8 € ¥/, alors ad 3 est a diagonale nulle.

Supposons, par I’absurde que 3 € ¢, aie une valeur propre a + ib telle que a % 0.
Un élément x de L', ne contient que 1 sur la diagonale. On en déduit que expt3.x~!
contient exp t(a + ib) sur la diagonale. Or la compacité de L/L’ entraine qu'il existe
t, — oo, et z, € N tels que exptS.z, ' — 1. Contradiction! [J

Considérons maintenant 1’élément 3 = h + r de I'étape 6. On a./ =./ *° 4
AW+ )TN LSS £ 0 (resp. . / "% £ 0) alors —1 (resp. +1) serait une
valeur propre de ada/.-/ . Donc —1 (resp. +1) est une valeur propre de ad 3, car
ad (/] = ada/.J . Contradiction avec le lemme précédent. Donc. / "=./ "N .4
d

Etape 8. Fin de la preuve du lemme algébrigue. En résumé, on a montré que:

Soit « € .7 +.72 et.” =0 (en d’autres termes . = .7 +.7),

soit o« ¢ . # + .72; et alors. J * C A Ceci contredira le fait que I’action de G sur
G/K est fidele (K contiendrait un idéal!) sauf si. /" = O et par suite .” = 0. En
d’autres termes ¢ = # +.7/ .

Cas résoluble (¢ = .7# + .7). Montrons que ¢ = .7 @ Ra @. /. Considérons le
quotient (# + .#)// = 7 +.# ou .7 est abélien. Sur .7 +. 7, ad v admet
un spectre imaginaire pur. Donc ad « est trivial sur le quotient. Autrement dit
H 4+ A C FK +Ra+.4". Cette somme est directe d’aprés 1’étape 2 (car ¢ est a
centre trivial). Prenons ¢’ = Ra+./J" = Ra+ ¢ * + %%, C’est un idéal de !¢ . Or
% est unimodulaire, donc dim./ ¢ = dim../* ™*. Il est facile de voir d’apres 1’étape
4, qu’alors Ra +./" est isomorphe a une algebre sol(n) (n = dim../ *%). O

Cas semi-simple (¢ = #+./"). On va montrer que .7 = 0, c’est-a-dire que .¢ =./
est semi-simple de type non compact. En effet ad v est trivial sur ¢ /. Donc .%'
se projette surjectivement sur .77. Il en résulte que ./ se surjette sur ¢ /%" Donc
G| K =] N, Par suite H agit trivialement sur G/K. Par conséquent H est
trivial puisque par I’hypothése 3 du lemme, 1’action de G sur G/K est fidele. Ceci
acheéve la preuve du lemme algébrique. [

5.9 Preuve du théoréme.

Cas résoluble. Appliquons le lemme algébrique aux données du théoréme 5.2. Le
premier cas du théoréme correspond parfaitement au premier cas du lemme.
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Cas semi-simple. 1l reste a montrer que: si G est semi-simple, alors W est un espace
hyperbolique. On sait déja d’aprés la proposition 5.7.2 que ¥ est I’algébre de Lie
d’isométries d’un espace hyperbolique (ceci équivaut a dire que G est le groupe
d’isométries préservant I’orientation de cet espace hyperbolique). Il s’agit maintenant
de montrer, via la condition d’hyperbolicité partielle, que W = G/K est hyperbolique
(c’est pratiquement équivalent a dire que K est un compact maximal).

En particulier le groupe G (par exemple G = SL(2,R)) lui méme n‘admet pas
de métrique invariante a gauche et vérifiant la conditioin d’“hyperbolicité partielle”
du théoréme 5.2. Il est connu qu’une métrique invariante a gauche sur un tel groupe
(c’est-a-dire qui soit semi-simple) ne peut jamais étre a courbure négative [Aze-Wil].
La démonstration qu’on va donner de 5.2 dans le cas semi-simple, s’adapte au cas
général suivant:

Proposition. Soit G un groupe de Lie semi-simple agissant isométriquement et tran-
sitivement sur une variété W. Supposons qu'il existe vy € T'V tel que la géodésique
tangente a v, soit définie par un groupe a un paramétre de G. Supposons de plus
que la courbure sectionnelle de tout plan contenant vy, soit négative. Alors W est un
espace symétrique a courbure négative (On en déduit par exemple que les métriques
naturelles sur les fibrés unitaires tangents des variétés localement symétriques ne sont
pas a courbure négative le long du flot géodésique).

La preuve, qu’on ne fera ici que dans notre cas particulier, utilise crucialement la
construction suivante.

5.10 Flot des asymptotes. Remarquons les deux faits suivants (notations de 5.4).

(i) Tout vecteur y € N, détermine une géodésique qui se projette injectivement
dans W. Il suffit en effet de le vérifier pour ¥y = v, auquel cas la géodésique en
question est I'orbite de z, par le groupe a un parametre ~*.

(ii) D’apres la formule explicite de E7 (5.5), la variété stable faible W, se projette
difféomorphiuement sur W, au voisinage du point y de N.

Notons ¥, la géodésique définie par v,. Les remarques précédentes, ainsi que la
G-invariance (de tout le monde) nous permettent de trouver: un e-voisinage de %
et un “semi-flot” dedans, dont les orbites sont des “demi” géodésiques positivement
asymptotes & ¥ (5.5).

Pour ne pas compliquer les notations en emballant toutes ces données, supposons
que le semi-flot est en fait global (il revient au méme a dire que Wy se projette
difféomorphiquement sur W). On aura donc en résumé un flot (11", ¢») dont les orbites
sont des géodésiques asymptotes a ¥,

Affirmation. Le flot (W, ) est invariant par le sous-groupe stable faible G*°, tangent
a la sous-algébre Ra + .7 + £ *°. On notera (W, ) le flot quotient.

Preuve. En effet G*° préserve le flot (N, ¢) ainsi que la feuille stable faible Wjo. 1
préserve donc la restriction de ¢ a Wjo. La projection m: W3 — W conjugue les
flots (W;j07 @) et (W, ), ainsi que les actions de G*° sur Wjo et W. 1l en résulte que
G*° respecte (W, ). U

5.11 Etude de (W,9). La projection G — G /K = W détermine une projection
(surjective) G*°\G — G*°\W =W.

Affirmation. Si G est semi-simple, alors W est compact.
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Preuve. En effet, d’apres la proposition 5.8.2, on peut supposer que (IV, ¢) est le flot
géodésique d’un espace symétrique H, a courbure négative. Dans ce cas G*°\G n’est
rien d’autre que la sphere a I'infini de H. O

Corollaire. W est réduit a un point.

Preuve. Pour cela, il suffit simplement de remarquer que v est contractant, ce qui ne
peut se produire dans un espace compact non trivial.

En termes plus précis, notons p: W — W, la projection.

Munissons W de la distance: d(p(z),p(y)) = dy(G*°x,G°y)), ou dy; est la
distance de Hausdorff. Notons, puisque 1’action de G*° est isométrique que:

dy(G*z,G*y)) = d(G*°x,G*y) = inf{d(g,, g,9),9,,9, € G*°} .

Soit B un voisinage compact de z, € ¥, tel que p(B) = W. Donc p(¢)!B) = W
pour tout t. Par suite: diameétre (W)<diametre 1¢(B). Or il découle du caractere
contractant de 1 et la compacité de B que, diamétre (1)!(B)) — 0 quand t — O (et
méme exponentiellement). Donc W est réduit & un point. [

5.12 Fin de la preuve. L’affirmation précédente signifie que G*° agit transitivement
sur W. Il en va de méme pour le groupe quotient G° = G*°/K (tangent 2 la sous-
algebre Ra + 2 °°) puisque K stabilise v, et par conséquent stabilise également
z, € W. Soit H I’espace symétrique associé a G. On a H = G/K’ ot K’
est un compact maximal. Il est connu que dimH = dimG®. On en déduit que
dim H 2 dim W. Par conséquent dim K’ < dim K. Donc K est un compact maximal
de G.
Pour conclure utilisons I’affirmation suivante.

Affirmation. Soit G un groupe simple de type non compact agissant transitivement
sur une variété W. Supposons dim W < dim H ou H est I'espace symétrique associé
a G. Alors, moyennant éventuellement une multiplication de la métrique de W par une
constante, W est isométrique a H.

Preuve. Les compacts K et K’ (notations ci dessus) étant maximaux, sont donc
conjugués dans G. On en déduit un difféomorphisme f:W — H, commutant avec
les actions de G. L’image par f de la métrique de W est une métrique G-invariante
sur H. Or le groupe d’isotropie des points de H est irréductible (G est simple). Cette
métrique est donc multiple de la métrique initiale de H. [J
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