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We prove here that a hyperbolic manifold of finite volume (not necessarily complete!} does not possess a locally
Lipschitz foliation with totally geodesic and complete leaves. © 1997 Elsevier Science Ltd. All rights reserved

On démontre ici qu'une variété hyperbolique de volume fini (pas nécessairement compléte!) n’admet pas de
feuilletage localement Lipschitz, dont les feuilles sont totalement géodésiques et complétes. © 1997 Elsevier
Science Ltd. All rights reserved

1. INTRODUCTION

Nombreux sont les problémes de géométrie donnant lieu a des feuilletages avec certaines
propriétés géométriques tangentielles ou transversales, voir [1, 5, 7, 10, 12, 19] pour une
variété d’exemples. Malheureusement, ces feuilletages ne sont généralement pas “définis
partout™: ils se présentent généralement comme niveaux d’applications de rang non néces-
sairement constant. Ceci a rendu I'étude de tels “feuilletages”, isolée de leurs problémes
geéometriques d’origine, pratiquement difficile.

Notre but dans cet article est de montrer que certaines conditions sur un feuilletage (en
fait ici tangentielles) méme s’il n’est pas défini partout pourraient impliquer de fortes
restrictions.

Essayons d’abord de formaliser la situation (sans prétendre avoir atteint une termino-
logie optimale). Soit donc V' une variété riemannienne (pas nécessairement complete).

Definition 1. On dira d’une sous variété (injectivement immergée) F = V qu’elle est
relativement compléte si toute géodésique de F est prolongeable dans F tant qu’elle est
prolongeable (en tant que courbe) dans V. Autrement dit toute suite de Cauchy de F, qui
diverge dans F, diverge également dans V.

Definition 2. Un feuilletage local de V est un couple (U, #) ou U est un ouvert de V et
F est un feuilletage de U a feuilles relativement complétes dans V.

L’ouvert U sera appelé le support du feuilletage local. On notera généralement le
feuilletage local # au lieu de (U, #).

Par exemple la restriction d’un feuilletage (global) de V a un ouvert invariant détermine
un feuilletage local.

La théorie classique des feuilletages (globaux) est beaucoup mieux développee pour les
varietés compactes que pour les variétés ouvertes. Les feuilletages locaux des variétés
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compactes, se situent entre les feuilletages (globaux) des variétés compactes et ceux des
variétés ouvertes. En effet il ne semble pas correct de considérer les feuilletages locaux des
variétés compactes comme simplement des feuilletages de variétés ouvertes. Pour un ouvert
U d’une variété V compacte, supporter un feuilletage local de V est beaucoup plus restrictif
qu’un simple feuilletage de cet ouvert. Par exemple, en codimension 1, un tel feuilletage local
“tendrait” a se prolonger en un feuilletage d’'un compact, pour lequel U serait un ouvert
saturé. La situation devient beaucoup plus rigide en présence de conditions géométriques
comme on le verra ci-dessous.

Notons qu’il y a aussi une notion “duale” de celle de feuilletage local, qui est celle de
lamination [15]. Dans ce cas le support est fermé au lieu d’étre ouvert. C’est donc une
notion, plus faible car le support n’est pas nécessairement une vari€té, mais aussi plus forte
puisque sur un fermé on a de la continuité uniforme, en supposant la variété ambiante
compacte.

Deéfinition 3. On dira qu’un feuilletage local est géodésique si toutes ses feuilles sont
(totalement) géodésiques.

Les feuilletages locaux qui nous intéresseront ici seront géodésiques. Ils étaient assez
¢tudiés en courbure positive (voir par exemple [47]). La non globalité dans ce cas ne posait
aucun probléme, puisque toutes les feuilles sont compactes (car compleétes). Ici on s’intéresse
au cas ou la courbure est négative. Nos résultats seront (comme la courbure) négatifs,
c’est-a-dire d’inexistence. Nos feuilletages locaux seront supposées avoir, essentiellement
une régularité (locale) Lipschitz. Ceci est assez naturel (voir [18] pour une application) et
pratiquement optimal. Ce type de régularité marque un autre point de divergence entre le
présent approche et la théorie classique des feuilletages. Enfin notre méthode ici est
“dynamique’:

1.1. Dynamique des feuilletages geodesiques

Soit ¥ une variété riemannienne et (T 'V, ¢) son flot géodésique (¢ est un flot local
lorsque V n’est pas compléte). Soit (U, #) un feuilletage géodésique local de V.

Pour étudier sa dynamique, on “désingularise” % en passant A N =T ' F < T'V, qui
est le fibré sur U des vecteurs unitaires tangents aux feuilles de #.

Le fait que # soit un feuilletage géodésique local équivaut 4 dire que N est une partie
invariante par ¢. Cela veut dire que si xe N, alors ¢'(x)e N tant que ¢*(x) existe (dans
T1V).

Hypothese: A partir d'ici, sauf mention explicite du contraire, V est localement symetrique
et a courbure non-positive.

Dans [21], on a mené une étude d’ensembles invariants des flots géodésiques des
variétés considérées. La morale de cette étude est une rigidité des ensembles invariants,
vérifiant une certaine régularité (essentiellement, une rectifiabilité locale) et une certaine
récurrence (essentiellement, conservation d’une mesure de Lebesgue). En voici un exemple
de résultat:

TuEOREME 1 (Théoréme D de [21]). Supposons V a courbure négative et N = T 'V une
partie rectifiable (essentiellement, N est I'image d’une application Lipschitz definie sur un
borné d’une varieté riemannienne compacte, et donc en particulier de mesure de Hausdorf(f finie)
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invariante par le flot geodesique. Alors (N, ¢) preserve la mesure de Hausdorff et il existe W,
une sous-variete de V (pas necessairement connexe), fermee, geodésique et de volume fini telle
que N soit de mesure de Hausdorff totale dans T'W.

(Le terme sous-variété signifie ici que W est I'image d’une immersion, pas nécessaire-
ment injective, d’une certaine variété dans V, autrement dit, W peut avoir du self-intersec-
tion).

Essayons d’appliquer ce théoréme aux feuilletages, i.e. pour N = T '#. 1l s’applique
bien aux feuilletages globaux d’une variété compacte, ou plus généralement aux feuilletages
locaux, uniformément Lipschitz de telles variétés. Il entrainera alors que le feuilletage est
réduit a une seule feuille! (Voir la preuve du Théoréme A).

Cependant pour un feuilletage local, une condition de type uniformément Lipschitz est
beaucoup moins naturelle et moins intéressante que Localement Lipschitz. Dans ce dernier
cas T ' sera localement rectifiable, mais 4 priori de mesure de Hausdorff infinite, méme si
le volume du support de &, ou de la variété ambiante est fini.

Evidemment, le Théoréme 1 ne s’tend pas aux sous-ensembles localement rectifiables
quelconques. Il se généralise cependant (voir 'énoncé du Théoréme 2 au cours de la preuve
du Théoréme A) en supposant, au lieu d’avoir une mesure de HaudsorfT finie (auquel cas elle
sera conservée), qu’il existe une mesure finie invariante, équivalente a la measure de
Hausdorff.

L’apport principal de cet article est de montrer que de telles mesures existent bien dans
le cas des sous-ensembles invariants provenant de feuilletages. Cet article décrit en effet
un phénomeéne de récurrence pour les feuilletages géodésiques ou plus généralement
“géometriques”.

Historique (dans l'ordre chronologique inverse!). La derniére question de récurrence
ci-dessus, pos¢ pour une sous-variété géodésique individuelle, au lieu d’un feuilletage, nous
ameéne directement a la conjecture de Raghunathan, résolue récemment (1990) par
M. Ratner (voir [6] pour un rapport sur la question). En effet le Théoréme de Ratner
entraine l'inexistence de feuilletages géodésiques locaux, méme C°. Cependant, il ne
s’applique qu'aux feuilletages de dimension au moins 2, et tels que la variété ambiante soit
complete et de volume fini. Le présent article reproduit les résultats de ma thése (1985)
énoncés dans le cas C*, utilisant des techniques trés élémentaires par rapport a celles de
Ratner.

2. RESULTATS

Le phénomene de récurrence des feuilletages géodésiques dégagé dans le présent article,
permettant ainsi 'applicabilité des résultats de [21] (essentiellement le Théoréme D, et aussi
dans le cas analytique le Théoréme 12.2), donne les résultats qui suivent:

2.1. Cas ou V est a courbure negative et de volume fini

THEOREME A. Soit V une variete localement symetrique a courbure negative et de volume
fini. Soit # un feuilletage geodesique local de V, localement Lipschitz (de dimension non
triviale). Alors pour presque toute feuille de &, presque toute geodesique tangente est
incomplete.

Par géodésique incompléte, on veut dire qu’elie explose dans V, c’est-a-dire que si
ue T 'V est un vecteur tangent a cette géodésique alors ¢'(u) (¢* étant le flot géodésique)
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n’est pas défini pour tout te R. Soit V la complétion métrique de V et 3V = V — ¥ le bord
de V. Le fait que la géodésique soit incompléte équivaut a dire que la projection de ¢*(u)
dans V, appartient & 0V pour un certain ¢ (fini).

Par définition de feuilletage local on a le corollaire suivant:

THEOREME B. Une variéte compléte localement symétrique a courbure negative et de
volume fini n’admet pas de feuilletage geodésique local (de dimension non triviale) qui soit
localement Lipschitz.

Preuve (du Théoréme A). Les preuves de la majorité des résultats de ce papier consiste
a considérer le sous-ensemble invariant N = T *# du flot géodésique (T 'V, ¢). Il s’agit
précisément de voir, via la “rigidité” de [21], dans quelles mesures un tel ensemble invariant
pourrait correspondre a un feuilletage local?

La partie N est 6-m-rectifiable pour m = dim V + dim # — 1, au sens qu’elle est réunion
dénombrable de parties m-rectifiables. Ceci signifie que chacune de ces parties est image par
une application Lipschitz d’un borné de R™ Ces applications s’obtiennent simplement
d’une trivialisation locale Lipschitz de N = T '#. Elles seront définies sur des parties
bornées de R™, et ouvertes (ce qu’on n’impose pas dans la définition). Ces applications sont
de plus dans notre cas des plongements.

Notons # ™ la mesure de Hausdorff m-dimensionnelle sur T 'V. La formule de laire
classique [3], i.e. celle permettant de calculer la mesure de Hausdorff de I'image d’une
application Lipschitz, montre que la restriction de 3 ™ a chacune des parties précédentes est
une mesure finie (et non triviale). La mesure # ™ est donc o-finie (et méme de Radon) sur N.

On dira que N est g-# ™-rectifiable, pour indiquer ce dernier fait, en plus de la
g-m-rectifiablité modulo un sous-ensemble ™ négligeable. Il en va de méme pour le
sous-ensemble N des points de N 4 ¢-orbites complétes, qui est donc une partie (compléte-
ment) invariante du flot géodésique sur T V. Il est donc g-# "-rectifiable, mais peut étre,
trivialement, au sens qu’il est simplement # ™-négligeable. Il est facile de voir que le
Théoréme A équivaut justement a ce fait: N, est s# ™-négligeable.

Supposons le contraire. Remarquons d’abord que la projection de N, dans V, ne sera
alors pas négligeable au sens de la measure de Lebesgue sur V. Ceci découle comme
précédemment de la formule de Paire.

On démontre 4 la Section 3 (Théoréme H), puisque V est de volume fini, que (N, @)
conserve une mesure finie équivalente a la restriction de # ™ a N. On applique maintenant:

THEOREME 2 (Théoréme D’ de [21]). Supposons V a courbure negative et N, une partie
a-# "-rectifiable invariante par le flot geodesique. Supposons que (N o, ¢) préeserve une mesure
finie equivalente a la mesure de Hausdorff. Alors il existe une suite denombrable W; de
sous-varietes geodesiques dans V telle que N, soit de mesure totale dans la reuniondes T 'W .

Il découle de ce qui précéde qu’il existe W, telle que la projection de T 'W; dans V,
c’est-a-dire W, soit non-négligeable au sens de la mesure de Lebesgue sur V. Ceci entraine
évidemment qu’elle est ouverte dans V, et en particulier: dim W; = dim V = n. Mais
dimT'W;=m=n+dim# — 1. Il en résulte que dim# = n, i.e. F est de dimension
triviale (# est réduit a une seule feuille). O

La preuve précedente s’adapte aux feuilletages locaux presque partout (au sens de la
mesure de Lebesgue) differentiables. L’idée est succinctement la suivante. Supposons pour
simplifier que dim & =1 et que & est orientable. Le feuilletage (U, #) s’identifie donc
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a une section X:U — T 'V. Supposons X presque partout dérivable. Il est connu [3]
qu’alors, il existe une suite de parties U, = U, dont la réunion U’ est de mesure totale dans
U et telles que la restriction de X a U, soit Lipschitz. La restriction N’ de T '# a U’, sera
don une partie o-5#"-rectifiable (voir ci-dessus), invariante par le flot géodésique.
L’invariance signifie ici que pour #" presque tout xe N, et presque tout teR, ¢'xe N".
C’est dans ce sens que I'invariance a ¢té entendue dans [21] et en particulier au théoréme D’
de ce papier. La preuve précédente s’adapte bien a notre cas puisqu’en fait le Théoréme
H sur la conservation du volume s’étend au cas presque partout différentiable (Théoréme I).

On pourra également abandonner la condition que le “support du feuilletage local soit
ouvert”. Précisons ici qu'une partie U  V est dite # *-rectifiable si elle est o-# *-rectifiable
(comme dans la preuve ci-dessus) et de plus de mesure de Hausdorff finie. La propriété de
conservation de volume (Théoréme H) se généralise aux feuilletages géodésique (au sens de
V), 4 support dans une partie # *-rectifiable (voir 3.4.1 et Théoréme I). La méme démon-
stration que celle du Théoréme A donne:

THEOREME C. Soit V une variete localement symetrique a courbure negative et U une
partie # *-rectifiable de V (par exemple une sous-variete C* de volume funi). Alors il W’existe
pas de feuilletage (de dimension non triviale) de U, presque partout différentiable (par exemple
localement Lipschitz) et telle que toute feuille soit complete, et geodeésique dans V.

2.2. Cas ou V est a courbure négative et volume infinie

Soit # un feuilletage geodésique local de V (qui est localement symétrique et a courbure
négative comme on I’a supposée ci-dessus). Supposons V compléte et pour simplifier et que
le support de # est connexe.

Une feuille de # est localement symétrique a courbure négative, si dim & > 2. Il est
connu, vu le caractere géodésique de &#, que ses feuilles sont localement isométriques entre
elles [9]. Elles sont donc toutes modelées sur un méme espace symétrique a4 courbure
négative F.

Une feuille F de # est donc quotient de F par un sous-groupe I' de 7,(V). Si I' est
non-trivial et n’est pas élémentaire parabolique, il contiendra un élément hyperbolique [15].
Il existera donc des géodésiques fermées (périodiques) dans F. Par conséquent, il n’y a qu'un
nombre dénombrable de telles feuilles puisqu’il y a un nombre dénombrable de géodesiques
fermees dans V.

Las autres feuilles seront appelées génériques. Elles sont soit simplement connexes, i.e.
isométriques a F, soit leur groupe fondamental est élémentaire parabolique. Dans tous les
cas, elles ont la méme croissance (de volume) que F, ie. le méme comportement asymp-
totique de la fonction volume vZ(r) = Vol(B¥(x,r)) ou BF(x,r) est la boule de F, de centre
x et rayon r.

On dira que la croissance de V est (strictement) dominée par celle de F si pourun xde V,
on a:

Vol(BY (x,r))
O NOlBF ()

THEOREME D. Soit V une variete localement symetrique complete a courbure negative.
Soit F un feuilletage geodésique local de V, de classe C*. Alors la croissance de V ne peut étre
dominee par celle d’une feuille générique de F .
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Le cas hyperbolique “réel” (c’est-a-dire courbure constante = — 1) s’énonce de fagon
explicite. Rappelons que la croissance de 'espace hyperbolique réel de dimension d + 1 est
représentée par la fonction u(r) = expdr, i.e. Vol(BY (x,r))/expdr est borné, quand r — 0.

THEOREME E (Corollaire du Théoréme D). Soit V une variete hyperbolique complete
a croissance dominee par exp(dr). Alors V nwadmet pas de feuilletage géodésique local de
dimension d + 1 et de classe C .

Preuve (du Théoréme D). On démontre a la Section 4 (Théoréme J) ge sous '’hypothése
de labsurde (du Théoréme D), (T'#, ¢) est non errant (i.e. tous ses points sont
non-errants). D’aprés ([21, Théoréme D™]), qui est 'analogue du théoréme D', dans le cas
non-errant, cela suffit pour en déduire que N correspond 4 une réunion dénombrable de
sous-variétés géodesiques de V. La contradiction est la méme que celle dans la preuve du
Théoréme A. O

Remarque. On verra a la Section 4 qu’une estimation préliminaire semblable a celles de
la Section 3, entrainera sous nos hypothéses que le feuilletage # est non-errant. Cela veut
dire qu’il n’y a pas d’ouvert & -saturé ou £ est topologiquement trivial. De 13, déduire que
le flot géodésique de F est non-errant n’est pas une évidence. La Section 4.6 contient une
discussion compiémentaire sur ce fait dans le cas général.

2.3. Cas ou V est a courbure non-positive

Soit G le groupe d’isométries de ¥, x, un point base dans ¥, K son groupe d’isotropie et
n:G - G/K = V, la projection. Soit ¥ = p + k la décomposition de Cartan de ¥ telle que
k soit I'algebre de Lie de K.

Soit H un sous groupe de G, connexe et fermé. Soit fe G et x = n(f). Les H-orbites de
x et f sont liges par:n(H.f)=H.n(f)=H.x=n(f(f *Hf) =f(r(f"'Hf)). En
d’autres termes, I'isométrie f envoie I'orbite du point base x, par f~! H f, sur 'orbite de x
par H.

Soit #, 'algébre de Lie de H. On montrera dans la Section 5 la:

PROPOSITION. L’orbite Hx, admet un feuilletage (eventuellement de dimension triviale)
H-invariant dont les feuilles sont geodesiques dans V. La feuille de x, étant tangente i # Np
(apreés identification de p a Txol7).

La H-orbite d’un point x comme ci-dessus sera munie du feuilletage image par f, du
feuilletage de I'orbite de x, déterminé par le groupe f~! Hf.

On voit ainsi que ¥ est partitionnée en sous-variétés géodésiques. Dans I'ouvert ot la
dimension de ces sous variétés (C’est-a-dire celle de f~! # fnp) est minimale, on a bien un
feuilletage géodésique.

On a ainsi associé a tout sous-groupe H un feuilletage géodésique local de V. Il est
d’ailleurs analytique.

Evidemment ce feuilletage peut étre de dimension triviale. Voici deux exemples ot il ne
Iest pas:

(1) On prend: G = SL(2,R) x SL(2,R), ¥ = H2 x H? (H? étant I’espace hyperbolique
a 2 dimensions) et H = {(g,g), g€ SL(2, R)}, i.e. SL(2, R) plonge diagonalement. On a dim¥
=6, dimp = dim / = 4 et dim .# = 3, donc dim(f ' # frp) > 1. On verra dans ce qui
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suit que la dimension du feuilletage local, c’est-a-dire la dimension minimale de
(f "' f)np est en fait égale a 1.

Ce feuilletage, de dimension non triviale n’est pas non plus “geométriquement trivial” au
sens qu'il correspond a un facteur dans la décomposition ¥ = H? x H?2, comme g’est le cas
du feuilletage déterminé par le sous-groupe H = SL(2,R) x {1}.

Une description géométrique de ce feuilletage s’obtient de la fagon suivante. Soit
(x,y)e H? x H? tel que x et y soient distincts. Soit c(t) la géodésique de H? joignant x et
y:c(0) = x et ¢(T) = y. Alors la feuille de (x, y) est la géodésique (c(t), c¢(t + T)). On voit en
particulier que le support de ce feuilletage géodésique local est H2 x H? — (la diagonale).

(2 Ici G=SL(n+ 1,R), K=SO(n + 1) et H=SL(n,R). On a:dimG = (n + 1)* — 1,
dim H=n?> —1etdimp =dimG-dimK =i(n+ 1)(n +2) — 1.

On en déduit que dim (f~!H fnp) est au moins de I'ordre de $n* (pour tout f). Le
feuilletage ainsi obtenu est donc de dimension non-triviale (pour n grand).

Il ne peut pas étre “géométriquement trivial” puisque G est simple ou de fagon
équivalente puisque I'espace symétrique SL(n + 1, R)/SO(n + 1) est irréducible. Remar-
quons enfin que les feuilles ne sont généralement pas plates puisque le rang de SL(n + 1, R)
est égal a n.

Feuilletages geodesiques locaux des varietes de volume fini. Les restrictions des feuillet-
ages précédents a certains ouverts invariants peuvent déterminer des feuilletages locaux de
variétés de volume fini, c’est-a-dire qu’ils se “projettent bien”.

Considérons par exemple le premier exemple. Prenons = (V)=IxI <
SL(2, R) x SL(2, R) ou H*/T" est une surface compacte. La diagonale A est une orbite de H.
Les H-orbites voisines se projettent donc en 3-variétés compactes plongées dans V. Elles
forment ainsi un feuilletage de dimension 3 d’un voisinage U de A. Notre feuilletage
géodésique (de dimension 1) est un sous feuilletage du feuilletage précédent, et se projette
donc bien dans U — A.

En résumé, des feuilletages géodésiques locaux non-triviaux de variétés localement
symeétriques a courbure non-positive existent bien.

Il est naturel de se poser maintenant la question d’existence (et classification) de
feuilletages globaux.

Les résultats de [21] sur les ensembles invariants des flots géodésiques entrainent qu’en
genéral, un feuilletage géodésique local (localement Lipschitz) d’une variété de volume fini,
est essentiellement “réunion” de feuilletages construits comme dans la proposition précé-
dente. Toute la difficulté réside ensuite dans le fait que le groupe H en question n’est pas
nécessairement partout le méme.

Disons qu’un feuilletage géodésique (global) de V est trivial si son relévement dans
V s’obtient & I'aide de facteurs de la décomposition de de Rham de V.

On démontre a la Section 5 le:

TutorEME F. Supposons V sans facteur plat et V complete et de volume fini. Alors tout
feuilletage geodesique (global) analytique de V est trivial. En particulier V n’admet pas de
feuilletage geodesique analytique (de dimension non triviale) si elle est localement irreductible
(Cest-a-dire que V est irreductible).

Cas plat. Ici les choses “se font a la main”. Toutefois une description complete de ces
feuilletages géodesiques (locaux ou globaux) est difficile 4 formuler. Le résultat suivant
concerne le cas analytique.
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THEOREME G. Supposons que V est un tore plat de dimension n. Soit (U, ) un feuilletage
geodesique local analytique de V. Supposons U connexe. Alors, il existe un feuilletage & de
V par tores ( fermés) paralléles entre eux de dimension m (C'est-a-dire que dans V, les relevees
des feuilles de & sont des d-plans affines paralléles) tel que F, < £, pour tout x de U. On
a:m < n a moins que toutes les feuilles de F soient paralléles entre elles et denses (dans V').

Remarque. On verra dans la démonstration de ce théoréme qu’un feuilletage géodésique
local, méme de classe C?, est “réunion” de feuilletages du type décrit dans ce théoréme. On
donnera par contre un exemple de feuilletage (global) C® qui n’est pas (globalement) du
type indiqué.

3. CONSERVATION DU YOLUME

Soit V une variété localement symétrique a courbure non-positive (pas nécessairement
compléte).

Soit # un feuilletage géodésique local, localement Lipschitz. Notons N = T '#, le fibré
sur U de tous les vecteurs de T !V, tangents aux feuilles de #. Soit ¢ (ou ¢') le flot
géodésique sur T'V. Cest un groupe & un paramétre local puisque V pourrait étre
incompléte. Par définition de feuilletage géodésique local, N est invariant par ¢. Cela veut
dire pour tout xe N, si ¢'x existe (dans T V') alors ¢'x € N. Soit N, 'ensemble des points
de N ou ¢'x est défini pour tout . Le feuilletage # étant localement Lipschitz, N est donc
réunion dénombrable de parties m-rectifiables avec m = dimV 4+ dim# — 1 [21]. Par
mesure de Lebesgue sur N, on entendra la mesure de Hausdorff m-dimensionnelle. Le flot
géodésique sur N ou N, sera simplement noté ¢.

3.1. TutoreME H. Supposons V de volume fini et Ny de mesure de Lebesgue positive.
Alors (N, ¢) conserve une mesure finie equivalente a la mesure de Lebesgue.

Lorsque V est compléte on a Ny = N, d’ou:

CoroLLAIRE. Le flot geodesique d’un feuilletage géodésique local d’une variete localement
symetrique a courbure non-positive et de volume fini, conserve une mesure equivalente a la
mesure de Lebesgue.

Remarque. Ce théoréme n’est pas une conséquence directe du Théoréme A de [20] sur
la conservation du volume des ensembles invariants (de volume fini) des systémes
dynamiques autonomes. Il n’est pas non plus conséquence du Théoréme C de [21]. En effect
le volume de N pourrait a priori étre infini méme si celui de V est fini. Il est cependant vrai
que l'idée des démonstrations est fondamentalement la méme.

Avant d’entamer sa preuve, donnons un contre exemple 4 ce théoréme lorsque V est
localement homogéne mais n’est pas localement symétrique (voir également 4.6).

On prend V, le fibré unitaire tangent d’une surface compacte S, i courbure constante
égale a — 1. Pour & on prend le feuilletage horocyclique (le feuilletage stable faible du flot
géodésique).

Ona V =T'H*T ouT = n,(S) et H? est I'espace hyperbolique & 2 dimensions. Le
fibré unitaire tangent T 'H? s’identifie au groupe PSL(2, R) et I' & un sous-groupe discret
cocompact.
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Soit # le relevé de # dans T 'H2 On munit T 'H? d’une métrique telle que la
projection T !H? — H? soit une submersion riemannienne dont I'horizontal est I'espace
tangent a #. La métrique le long des fibres s’obtient en les identifiant & un (méme) cercle,
grace a 'action principale de SO(2). Une telle métrique est homogéne, en effet les isomeétries
de H? se relévent en isométries pour cette métrique. De plus # géodésique au sens de cette
métrique car clairement, une holonomie de 'orthogonal, i.e. les fibres, induit une isométrie
entre des feuilles de %

La projection identifie isométriquement toute feuille de # a H2. L’espace des feuilles de
F s’identifie au cercle a l'infini S*.

Soit yeS®, #, s’identifiant & H?, son espace de géodésiques s’identifie alors a S*x
S* — A (A = diagonal) L’espace des orbites du flot géodésique de T'F s’identifie ainsi
4 (S° x S® — A) x §®. L’ensemble non errant du flot géodésique de T ' F est la projection
de I'ensemble ) des points non errants de I’action de I' sur (S® x $® — A)x §®.

AFFIRMATION. On a:

Q={(x,y,2)eS*xS° xS tels que x =z ou y = z et X # y}.

Preuve. Le fait que Q contient 'ensemble du second membre se déduit du fait que le flot
géodésique de T 'S est non-errant (car S est compacte). Pour I'inclusion inverse on utilise I’.

ArFIRMATION (folklore). Un sous-groupe discret de PSL(2, R) agit proprement sur
I'ensemble des triplets de points distincts de S (i.e. un compact de cet espace coupe un nombre
fini de ses iterés par le sous-groupe). O

On voit ainsi que ’ensemble non-errant du flot géodésique de T '# s’identifie a deux
copies de T 'S, qui est évidemment maigre dans T ' % . En particulier (T ' #, @) ne conserve
pas de mesure équivalente a la mesure de Lebesgue.

3.2. CasonundimZF =1

Supposons & de dimension un et orientable. Considérons un groupe a un parameétre
(local) ¥' engendré par un champ unitaire X tangent a #. C’est une section localement
Lipschitz du fibré unitaire tangent 7: T 'V — V. Si ¢ est le flot géodésique sur T 'V, alors
nd'X = " Il en résulte que si un point x de U = support (F), est un point de differenti-
abilité de X, alors x est un point de différentiabilité de y* pour tout . Soit Y e T V. Par
définition Y () = D, y/'(Y) est un champ de Jacobi le long de la géodésique y*(x).

La variété V étant localement symétrique on peut trouver la forme générale explicite de
Y (¢) puisqu’il est solution d’une équation de la forme Y” = BY ou B est une matrice
symétrique, indépendante de t, mais dépendante en général de X (x) ([20], section 3).

Quant au Jacobien j,(t) de D, ', il se calcule comme le déterminant de Gramm:

Jxlt) = /det (CF:(0), T,(0))),

ou les conditions initiales Y; = Y;(0), forment une base orthonormée de T.V.Si 4, ..., 4

sont les valeurs propres de B, alors j2(t) s’écrit comme un polyndme en exp /4; t, ou on
convient de prendre exp \/Zt =t pour 4; = 0. Il suffit pour le voir de résoudre ’équation
Y"” = BY.

Notons justement £ I’algébre des fonctions de R, engendrée par les fonctions ¢, exp wt,
o étant un réel quelconque, et o I’ensemble des racines carrées des ¢léments positifs de £.
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La section X identifie U = support # a N. La mesure promise va étre simplement, comme
le confirmera le lemme suivant, 'image par X de la mesure riemannienne sur U. Remar-
quons qu’elle ne coincide 4 priori pas avec la mesure de Hausdorff sur N, mais qu’elle lui est
bien équivalente car X est localement Lipschitz. Rappelons pour cela que le théoréme de
Rademacher dit que X est Lebesgue presque partout différentiable.

LEMME. Soit ' un groupe & un paramétre local de N. Soit y une mesure finie sur N telle
que 'y = j(t) p ot j. € of pour p-presque tout x de N. Soit N I'ensemble des points de N ou
W' x est déefini pour tout t. Alors ' conserve la restriction de pu a N,.

(Notons que généralement, on considére des images directes de mesures, par des
applications mesurables. Ici on ne manipule que des difféomorphismes, auquel cas, il
y a équivalence entre la théorie covariante et la théorie contravariante).

Preuve. La seule propriété des éléments de ./ qu’on utilisera pour cette preuve est:

3.2.1. Un elément j de of vérfie: Sij n’est pas constant alors ou bien

lim j(t) =0 oubien lim j(t) = .

t—++ 1~ -

Soit N une partie mesurable de N, ot lim,, ; o, j.(t} = o.

Pour a réel soit: A(n,a) = {xe N,/j.(t) > a pour tout t > n}.

Pour tout a; on a:N; < |J,4 (n,a). Cest une réunion croissante. Il existe donc n tel
que u(A(n,a) > 31u(N,). Par définition u(y"(A(n,a) = a u(A(n,a)) = 3apu(N,). Donc
w(N) > 2a u(N,). 1l Sensuit que u(N,) = 0 puisque a est arbitraire.

De cette fagon on montre que presque partout dans No,j, est constant. Donc
Jx = J(0) = 1, c’est-a-dire que ¥* préserve pu. O

3.3. Cas général: dim F > 1

Notons comme toujours N = T ' # et soit p: N - U = support () la projection. Soit
m la mesure de Lebesgue de U. Considérons sur N, la mesure x4 “image réciproque” de
m définie comme suit. Pour F < N:

u(F) = L H(Fop™ ' (x)dm(x)

oud=dim# — 1 et #* est la mesure de Hausdorff correspondante. Remarquons que
lorsque # est trivial: codim (%) = 0, alors u est la mesure de Liouville sur T'!V.

C’est cette mesure u qui répondra 3 notre théoréme. Il suffit pour le montrer d’appliquer
la proposition suivante et le lemma précédent comme dans le cas dim % = 1.

PROPOSITION. V étant une variéte localement symetrique a courbure non-positive (pas
necessairement de volume fini). Si ¢* note le flot géodesique sur N, alors ¢*u = j, () p o j, € A
( etant defini dans 3.2).

Preuve. Soit xe V etue T 'V. On va tout transporter parallélement en x (dans le méme
esprit que [20]) le long de la géodésique déterminée par u. L’orthogonal dans T, (T 'V) au
flot géodésique ¢ se scinde en: horizontal + vertical = # @ ¥". Chacun d’eux s’identifie
a orthogonal E a u dans T, V.
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Soit (h,v)e# @ ¥ ~ E® E. Aprés transport paralléle, D¢'(h,v) s'identific a (h(r),
KW(t)e E® E ou h(t) est solution de I'’équation de Jacobi h” = Ah avec Ah = R(u, h)u,
R étant le tenseur courbure. De plus h(z) vérifie les conditions initiales h(0) = h et K'(0) = v.
Soit E' = ENnT '#,. Alors I'orthogonal 4 ¢ dans T '%, s’identifie a E' @ E' « EQE.

AFFIRMATION 1. D' conserve E' @ E’ ainsi que (E')* @ (E')* (aprés transport paralléle)
ou (E')* est l'orthogonal dans E a E'. (Remarquons qu'en fait (E')* @ (E')* est préecisement
Porthogonal a E' @ E' dans # @ ¥, lorsque T 'V est muni de sa metrique naturelle),

Preuve. Le caractére géodésique de &, entraine que 'opérateur de courbure A conserve
E'. Or A est symétrique donc conserve également (E’)*. Par conséquent si un champ de
Jacobi h(t) est & conditions initiales h(0) et h'(0) dans E’ (resp. (E')*); alors h(t)e E’ (resp.
(E')*) pour tout t. O

On démontre sans difficulté I'affirmation suivante.

AFFIRMATION 2. Soit p: T 'F — U = support (), la projection et . = P*(dv) oti dv est la
forme volume de V. Soit B la forme volume des fibres de T ' & . Alors la forme o A B determine
precisement la mesure p.

Considérons maintenant une base orthonormée A, ..., A, By, ..., B,,, de Portho-
gonal a ¢ dans T,N telle que: A;e(E)Y' ®(E) et BBeE@E (k=codimZ et d =
dim# — 1).

Ecrivons A4; = (a;, a}) et B; = (b;, b})). Ainsi D¢'(4;) et D¢'(B;) s'identifient respective-
ment & A4;(t) = (a;(t), ai(t)) et B;(t) = (b(t), bi(t)) ou a;(t) et by(¢) sont les champs de Jacobi
correspondants. Si n est dimension de V alors:

@) SiCi(t) = (c;i(t), c;(1)), i =1, ... ,n — 1, sont (n — 1) champs extraits des champs preé-
cédents, alors « appliquée a (¢, C(2), ... ,C,— 1(t)) vaut exactement le détrminant de Gramm
des composantes horizontales: a(¢, C,(7), ... ,Coi(t) = J@t((ci(t), c;i(t)D)i;-

(i) Soient maintenant C;(r), i =1, ... ,d, d champs extraits des champs considérés. Si
I'un des champs est de la forme A;, alors B(Cy(2), ..., C4(t)) = 0. La raison est que A;(t) est
orthogonal a E' @ E' et en particulier 8 0 @ E’ qui est 'espace tangent des fibresde T '#. Si
tous les C;(¢) sont de la forme B;(t) alors: B(C, (1), ... , C4(t)) = \/ [det ({ci(t), cj(t)>)i;]- (La
racine du déterminant des composantes verticales.)

Fin de la preuve de la proposition. Comme dans 3.2, on voit que chacun des déterminants
entrant en jeu sécrit comme un polyndme en ¢ et exp wt, pour certains . Donc:
.]u(t) =a A ﬁ(Al (t)a LRI Ak(t)s Bl (t)s ety Bld(t)) E‘d‘ D

3.4. Generalisations

Beaucoup de conditions du Théoréme H peuvent étre affaiblies:

3.4.1. Feuilletages supportées par des parties # *-rectifiables. Dans la preuve du Theé-
oreme H, le fait que & soit défini sur un ouvert n’avait aucune importance (sauf pédagog-
ique). On peut en effet supposer que U est simplement une partie # *-rectifiable (pour un
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certain k). On abandonne dans ce cas la condition de finitude du volume de ¥, puisqu’ on
suppose dans la définition de la #*-rectifiabilité que U est de mesure de Hausdorff
k-dimensionnelle finie.

3.4.2. Completude. Avec les notations de la preuve précédente, il est possible de con-
struire une mesure u’ équivalente 3 la mesure finie x4 sur N (pas seulement N,) et qui soit
y'-invariante. L’invariance ici signifie que pour toute partie mesurable F de N on
a p'(Y'(F)) = ' (F) tant que ¥* est défini dans F (ou en d’autres termes: (y'y’ — p')/t -0
quand ¢ — 0). I'idée est simplement la suivante. Supposons pour simplifier que % est de
dimension 1 et reprenons les notations de 3.2. Pour xe U, notons T *(x) (resp. T ~(x)) le
dernier temps positif (resp. négatif) d’existence de y(x). On définit alors g’ = fu, avec
f(x)=1 si Tlorbite est compléte (ie. T (x)=+o0 et T —(x)=—w)
S =0T (X)) si THx)<+o00; et f(x) =T ()~ ' si T'(x)=+00 et
T “(x) > — 0. La mesure p” est invariante. On peut la rendre finie en la multipliant par
une fonction invariante assez petite. La mesure u’ ainsi obtenue sera une mesure finie
invariante.

3.4.3. Courbure quelconque. Le Théoréeme H reste vrai pour les variétés localement
symeétriques a courbure quelconque (pas nécessairement non-positive). Dans notre raison-
nement (3.2), il faut considérer 'algébre # des fonctions du type exp w t ou w est cette fois un
complexe quelconque. La propriété 3.2.1 disant qu’une fonction de «/ tend vers l'infini
quand t tend vers + oo ou — oo, n'est plus vraie. Cependant la “quasi-périodicité” des
fonctions du type exp wt, pour we .,/ — 1 R, garantit aux éléments de </ un comportement
a l'infini “contrdlable”. La finitude du volume permet comme dans 3.2 de chasser du
Jacobien j, toutes les fonctions exp wt, pour w réel. Ce Jacobien est donc combinaison de

fonctions de la forme exp wt, pour we./ — 1 R. Une moyennisation fera alors I'affaire,
comme dans le cas du Théoréme A de [20].

3.4.4. Regularite. Comme on I'a remarqué avant ’énoncé du Théoréme C (Section 2),
on peut simplement supposer que # est presque partout différentiable.

3.4.5. Ces quatre dernieres extensions nous donnent:

THEOREME L. Soit F un feuilletage d’une partie # *-rectifiable (par exemple une sous
variete C' de volume fini) d’une variete V, localement symétrique. Supposons F presque
partout differentiable (par exemple localement Lipschitz) et a feuilles geodesiques (dans V).
Alors le flot geodesique sur T'F conserve une mesure finie equivalente & la mesure de
Lebesgue.

3.4.6. Feuilletages ombilics “genéralises”. Le Théoréme I se généralise a une classe plus
large de feuilletages géométriques: les feuilletages ombilics “généralisés”, qui se définissent
comme suit. Soit V une variété riemannienne et ¥ son revétement universel. Supposons
pour simplifier que V est compléte. Soit G le groupe d’isométries de ¥. Une sous-variété
F de V sera dite ombilic au sens généralisé si elle est orbite d’un sous-groupe connexe H de G:
F = Hx, pour un certain x. On dira qu’une sous-variété F de V est ombilic si elle est
projection dans V d’une sous-variété ombilic de V. On dira que F est une courbe ombilic si
de plus dim F = 1. Les sous-variétés géodésiques et en particulier les géodésiques, des
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variétés localement symétriques sont ombilics (ce n’est pas le cas des variétés localment
homogenes générales).

Construisons maintenant le “flot ombilic” de V qui agira sur un certain espace SV.On le
définit d’abord pour V, et il passera naturellement & V. Considérons I'espace SV des courbes
c:R — ¥, telles que c(s) = g*x, pour un certain x de V et un certain groupe & un paramétre
g° de G. On suppose de plus (pour normaliser) que g° = exp sa, ou o est un €lément de norme
1 de ralgébre de Lie de G, munie d’une norme fixé, mais quelconque. On a une évaluation
e:SV — V, e(c) = c(0). Elle est a fibre compacte (4 cause de notre normalisation), et est en
général une fibration localement triviale en dehors d’un certain lieu singulier. Elle est
(partout) une fibration localement triviale lorsque ¥ est homogeéne. Le flot ombilic sur S V se
définit maintenant par: @*(c)(s) = c(s + ).

Le groupe G agit sur SV. Son action est par définition transitive sur toute orbite de @
On a donc au sens de [20] un flot autonome (Voir section 3.6 de [20]). Tout passe au
quotient et on obtient donc un flot autonome (SV, ¢).

Le Théoréme A de [20] sur la conservation du volume qui dit que la restriction de ce flot
4 toute sous-variété C! invariante de volume fini, conserve une mesure finie équivalente a la
mesure de Lebesgue, s’applique donc bien.

On a de plus comme précédemment la généralisation suivante aux sous-ensembles
invariants définis par des feuilletages ombilics.

Un feuilletage local # de V est dit ombilic si toutes ses feuilles sont ombilics. Si & est de
dimension supérieur a 1, on le désingularise en S#, qui n’est rien d’autre que les points des
orbites de ¢, dont la projection dans V est (entiérement) contenue dans une feuille de #.
C’est par définition un sous-ensemble invariant de (SV, ¢).

En définitif, le résultat “maximal” de conservation du volume qu’on peut démontrer par
les méthodes développées ici est le suivant:

THEOREME I, Soit F un feuilletage d’une partie # *-rectifiable d’une variete riemannienne
V. Supposons F localement Lipschitz et a feuilles ombilics au sens generalise (dans V'). Alors
(SZ, ¢) conserve une mesure equivalente a la mesure de Lebesgue.

Notons cependant, quen dehors du cas des variétés localement symétriques, notre
notion de sous-variété ombilic ici ne coincide pas avec celle de sous-variéte ombilic en
géomeétrie riemannienne. Notre définition ci-dessus est faite de telle fagon a en dériver un
flot autonome comme ci-dessus, et par suite un phénoméne de conservation de volume

(voir [20]).

4. NON-ERRANCE

Soit V une variété localement symétrique et (U, % ) un feuilletage géodésique local de V.
On suppose pour simplifier que U est connexe. Rappelons (voir également 4.6) qu’un point
est non-errant par un flot, si tout voisinage de ce point contient des points qui y reviennent
sous I'action du flot. Le flot lui méme est non errant si tous ces points le sont, i.e. il n’y a pas
de transversale au flot, qui soit coupée au plus une fois par toute orbite. Le résultat principal
de cette partie est le suivant:

THEOREME J. Supposons F localement Lipschitz. Supposons les feuilles de & completes
(tel est le cas si V est complete, par definition de feuilletage géodesique local) et a courbure
negative. Supposons que la croissance de V est (strictement) dominée par celle du revétement



818 A. Zeghib

universel d’une feuille de F (ce revétement universel est le méme pour toutes les feuilles car
F est geodesique [9]). Alors le flot geodesique de F est non errant.

4.1 Idee de la preuve

La preuve se divise en deux parties:

(i) Une estimation de la croissance du volume de certains flots adaptés a # (le relevé de
F dans V).

(i) A partir de cela, une interprétation géométrique de la condition de croissance du
volume.

Chacune des deux étapes s’illustre mieux dans un cas particulier.

4.1.1. Un cas particulier de la premiére etape: dim # = 1. 1l est vrai qu’ici les feuilles ne
sont pas a courbure négative. Le résultat reste néanmoins vrai. La condition du théoréme
est évidemment remplie lorsque V est de volume fini. On a démontre a la Section 3 qu’alors
le flot déterminé par & (supposé orientable!) conserve une mesure finie équivalente a la
mesure de Lebesgue.

Lorsque V n’est pas de volume fini, mais vérifie une condition de croissance comme au
théoréme J, # ne conservera pas nécessairement le volume mais sera “conservatif”. Plus
précisément, par la méme méthode de la Section 3, on montre: si lim,, ., Vol(B"(x,r))/r =0
(pour un point x de V); alors le flot déterminé par & est conservatif. Cela veut dire que dans
toute partie mesurable non-négligeable, il existe une orbite revenant une infinité de fois dans
cette partie. C'est évidemment plus fort que la non errance (qui en est ’équivalent
topologique).

4.1.2. Uncas particulier de la deuxieme etape: codim # = 0. Le théoréme s’énonce dans
ce cas: si la croissance de V est dominée par celle de V, alors le flot géodésique de V est
non-errant. C’est un fait simple qui se démontre classiquement comme suit. Supposons le
contraire, cela veut dire que le domaine de discontinuité Dy = $® — L est non-vide, ot
I' = n; (V') et Ly est son ensemble limite dans la sphére a l'infini S [2]. Il est connu que
I agit totalement discontinument dans ¥ uDr [2]. Soit z un point de Dy et U un voisinage
de z dans VUDr, disjoint de tous ses iterés par I. Soit x un point de U~ V. Il existe un cone
C, de sommet x tel que C, = U. Il est connu que C,nB(x,r) posséde un volume “propor-
tionnel” a celui de B(x,): il existe « tel que Vol (C,nB(x,r)) = o Vol B(x,r), pour tout r.
Notons x' la projection de x dans V et B¥(x',r) la boule de V, projection de B(x,r). Par
définition de U, C,nB(x,r) s’injecte dans B¥(x',7). Donc Vol BY(x',7) > a Vol B(x,r). Con-
tradiction avec 'hypothése que V croit (strictement) moins vite que V. O

4.1.3. Plande la preuve. On va d’abord donner une autre preuve de 4.1.2 (codim % = 0)
qui s’adaptera au cas général (codim # quelconque). On reviendra par la suite a la
“premiére étape” d’estimation du volume pour voir comment imiter cette preuve du cas
particulier, codim & = 0.

4.2. Une preuve (géometrique) du théoréme lorsque codim # = 0

Pour x & V, notons exp,: T} ¥ — V, 'application exponentielle en x. Soit v un vecteur
unitaire en x. Notons C'(v, t,a), le cOne d’angle a autour de v et de “longueur” t.

C'(v,t,0) = {expyu, ue T, V/x(u,v) <o et |jull <t}.
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Ici || || note la norme dans T,V et ¥(u,v) I'angle entre u et v. Notons C(v,t,«) le “cone
tronque”: C(v,t,a) = C'(v,t + 1,00) — C'(v, t, 1)

Definition. On dira que deux fonctions f(t) et g(t) sont proportionnelles s’il existe une
constante c telle que ¢~ 1g(t) < f(t) < cg(t) pour t grand.

AFFIRMATION 1. Le volume de C(v,t,a) est proportionnel a celui de B(x,t).

Preuve. La croissance de V étant exponentielle, on en déduit que le volume de
B(x,t + 1) — B(x,t) est proportionnel a celui de B(x,t + 1).

L’espace symétrique ¥ étant a courbure négative, il est donc isotrope c’est-a-dire que
tous les vecteurs unitaires sont congrus modulo le groupe d’isométries de V. Les cones
tronqués de méme “longueur” t et méme angle « ont donc tous un méme volume. On
recouvre B(x,t + 1) — B(x,t) par un nombre fini (dépendant de « et dim V') de tels cones
tronqueés. Le volume de chacun d’eux est donc proportionnel a Vol B(x, ¢t). O

AFFIRMATION 2. Pour t grand, il existe y=y,eny(V) et y=y,eC(v,t,a) tels que
y =y(NeClv,t,a) et d(x,y *(x)) = o0 quand t — co.

Preuve. La condition sur la croissance de V entraine d’aprés 'affirmation 1, que C(v,t, &)
ne peut s’injecter dans V pour ¢ grand. On en déduit I'existence de y et y appartenant aux
ensembles considérés. A vrai dire la condition de croissance entraine ’existence de “be-
aucoup” de tels y et y. On peut ainsi choisir un 7 tel que d(x, y ~*(x)) = oo puisque 7;(V ) est
discret. O

4.2.1. Notations. Notons z =y~ (x), (t étant fixé) et u (resp. v') le vecteur unitaire
tangent en z a la géodésique orientée xz (resp. zy). Notons enfin u” = yu'.

AFFIRMATION 3. On a:
| ¥(u,u) — x(yu,v)| < X', 0) <

Preuve. Ona x(yu,yu') = x(u,u’). Or u” = yu’ est le vecteur unitaire tangent en x a Xy’
(car y(zy)=x et y(y)=)) Maintenant yeC(v,t,a). Donc <x(u,u”")<a Donc
I x(yuu’) — X(u,v)| < ¥W',0) < 0

4.2.2. Calcul dangles

AFFIRMATION 4. Les angles X(xy,xz) et ¥(zx,zy) tendent vers 0 quand t > co. En
particulier iminfL(yy,v) > n — a quand t — oo (Cest-a-dire que limsupx(yu, —v) < a
quandt — o).

Preuve. Considérons le triangle A = xyz. Il est “presque isocéle” au sens que ses cotés
sont presque égaux. En effet ye C(v,t,a), donc t < |xy| <t + 1 ou |xy| note la longueur de
xy.Deméme y =y '(y')ey ! C(v,t,a),car y e C(v,t,). Ory " *C(v,t,a) = C(y " 'v,t,). On
ay 'veT,}V,donct<|zy| <t+ 1. On en déduit que ||yz| — |yx|| < 1.

La preuve de l'affirmation sera achevée quand on aura démontreé la:
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Fig. 1.

ProposITION. Soit A = ABC un triangle dans une variete compléte simplement connexe
a courbure inférieure a une constante negative. Supposons que les deux cotes a et b sont
presque égaux, c'est-a-dire que |a — b| < 1. Alors les angles opposés A et B tendent vers
0 lorsque tous les cotes du triangle tendent vers Uinfini.

Preuve. Remarquons d’abord qu’il suffit de démontrer la proposition pour I'espace
hyperbolique H". En effet le théoréme de comparaison de Toponogov affirme que les angles
de A sont plus petits que leurs homologues du triangle de mémes cotés dans I'espace
hyperbolique a courbure -c, si -¢c majore la courbure de notre variété.

Le triangle de H" étant inclus dans un 2-plan géodésique, on se reméne donc au cas du
plan hyperbolique H2. La preuve dans ce dernier cas est standard. |

4.2.3. Interpretation dynamique (Fig. 1).

Notations. Notons n:T 'V — T 'V la projection et v’ le vecteur unitaire tangent a xz.
Notons ¢* (resp. ¢°) de flot géodésique sur TV (resp. T'V). Soit T = d(x,z), alors
¢T(v') = u. Donc ¢T(n(v')) = n(7 (V') = n(w) = n(yw).

D’aprés laffirmation 4: x(n(v), n(v')) = x(v,v') est proche de @« De méme
¥(¢T(=(v')), — n(v)) = X(yu, — v) est proche de a.

En d’autres termes, étant donné n(v)e T 'V, il. existe n(v'), un vecteur a-proche et un
temps grand T, tel que ¢ (n(v') soit « proche de — n(v).

Il y a maintenant plusieurs fagons de conclure que (T 'V, ¢) est non-errant. En voici une:
Notons les ¢-voisinage par 0,. Considérons ¢ (0,(n(v)))nO,( — n(v)). Cest un voisinage de
T (n(v')), donc contient un e-voisinage de ¢ (n(v')) pour un certain ¢ < «. Ce voisinage
contient donc un vecteur w pour lequel il existe un temps grand T’ tel que
éT (w)e 0,( — ¢T(n(v')) (on applique une deuxiéme fois I'affirmation 4). On a donc:

d(¢" (W), n(v) <& + d(— ¢T(n(v'), n(v))
<e+d(@" (), —n(v)

e+ a< 2o
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Or we ¢T(0,(r (1)) NO,( — n(v)). Il existe donc w’ € O,(n(v)) tel que w = ¢”(w'). En résumé,
il existe w', & proche de n(v) tel que @7+ 7' (w') ( = ¢” w) soit 2a-proche de n(v). Le réel positif
o €tant arbitraire, on en déduit que n(v) est non-errant.

Le flot géodésique est donc non-errant. O

4.3. Croissance du volume. Premicre étape de la preuve dans le cas general

Retournons maintenant a la premiére €tape de la preuve, permettant de ramener la
preuve du Théoréme J a4 4.2.

Soient (U, %) le relévement de & dans V, xoe U, © une petite transversale &8 # con-
tenant x, et voe TL Z.

On prolonge v, de fagon Lipschitz en une section de T'#/t:xet —»v(x)e T, F,
avec v(xq) = vo. On construit a 'aide de ce prolongement des cOnes et cOnes tronqués
comme dans 4.2: C'(v,t,a) = {exp,u/ue T, F, X(u,v(x) <o et |u| <t} et de méme:
C(v,t,a) = C'(v,t + 1,0) — C'(v, ¢, ).

Le résultat principal de cette partie est le suivant (vrai pour tout feuilletage locla de
7 méme s’il n'est pas le relevé d’un feuilletage d’une variété vérifiant la condition de
croissance).

4.3.1. PrOPOSITION. Notons g(t) le volume d’une boule de rayon t dans F et pour une
section v, notons f (v, t) le volume de C(v,t,a) (« étant fixe). Alors pour tout vy, on a soit, f (v,t)
est au moins proportionnel a g(t) pour toute section v prolongeant v,; soit f( — v, t) est au
moins proportionnel a g(t) pour toute section v prolongeant v,. En d’autres termes, les sections
v prolongent v,, vérifient toutes, soit, lim f(v,t)/g(t) est positive, soit lim f( — v,t)/g(t) est
positive.

Preuve. Considérons le semi-flot radial centré en 7 et adapté a Z ,noté y', défini comme
suit:

' (expy su) = expx(s + t)u, pour ue T} F et xet1,t > 0.

C’est un semi-flot singulier en 7. La restriction de y* & une feuille #, est le semi-flot radial de
# . centré en x. Notons le F*. La croissance de F', c’est-a-dire, det D, F' est fonction de d(y, x)
et t(ye #,). Notons: h(d(x, y), t) = det D, F". Cela ne dépend pas de la feuille &, puisqu’elles
sont toutes isométriques.

AFFIRMATION. Soit ye %, on adet D' = h(d(x, ), t). p(u(x, y), t + d(x,y)) oit u(x, y) est
le vecteur unitaire tangent a la geodésique xy et p(u,t) est (comme fonction de t) un élement de
Pensemble des fonctions of defini dans 3.4.3.

Preuve. Considérons la géodésique c(t) = exp,tu. ou u = u(x,y). Notons T = d(x, y),
c’est-a-dire que y = ¢(T). L'idée de la preuve est que le flot ¥ est dans un certain sens,
“transversalement non-singulier”. Soit en effet Y, un élément de .#;, Porthogonal a T,#
Soit Y (t) = D,y'(Y,). Cette égalité n’a de sens a priori que pour t€] — T, oo[. Le champ
de Jacobi Y, (t) est par contre défini pour tout t. On démontre sans difficulté:

Pourt >0,s>0¢etz=c(~5), ona:

Y (=T —s+t)=D,y'(Y,(—s—T)). (%)
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Soit maintenant Y, ..., Y, une base de A4, et X, ..., X;+, une base de Tyﬁ. On a:
det(Dyy") = | X () A -« A Xgi () A Y4 (0) -+ A YD)l

1X100)- A X410 A Y, (00 A - A Y01
Notons Y;'(z) la projection orthogonale de Y(t) sur A't,. Alors
IX2@ A = AVOI =X A - AXger QI IYTO A - A YL
Par définition on a:
hd(x,y).0) =1 X10) A -+ A Xgea@) 1IX10) A - A XgiaO)] 71

Il suffit maintenant de montrer que || Y (2) A --- A Y (1)||€«; le reste de l'affirmation
découlera de la relation (x).

Transportons tout parallélement dans T, V. Les champs Y,(t) sont solutions d’une
équation Y{ = AY; ol A est 'opérateur de courbure. Par le caractére géodésique de %,,
A conserve T, # ; donc conserve égalment .4}, puisque A est symétrique. On en déduit que
les projections YY(2) sont également solutions de I’équation considérée. Par définition de
lalgébre o, ona || Y () A - A Y (t)lle. O

Fin de la preuve de la proposition. Pour alléger 'exposé supposons que ¥ est a courbure
négative. Dans ce cas les éléments de o7 auront la forme simple décrite dans 3.2 et vérifient
notamment la propriété 3.2.1: un élément de .o/, par exemple p(u,t), tend vers I'infini au
moins quand ¢ tend vers + cc ou — oo ”. Notons:

D = {ue T ' %/t tel que p(u,t) est soit constant soit tend vers I’oo quand ¢ —» + cc}.

Montrons 4 présent que si la section v est a valeurs dans D, alors f(v,¢t) est au moins
proportionnel & g(z). On a C(v,t + 1,2) = y*(C(v, 1,a)). Donc:

Vol (C(v,t + 1,a)) = J h(d(x,y), t). pu(x, y),t + d(x, y))dy. (#%)
Clv, 1,%)

Pour ¢ > 0, considérons D7 = {ue T'% /t; p(u,t) > csit > T }. Notons D7 = exp D. Pour

t>T,ona:

Vol C(v,t + 1,a) > cJ h(d(x, y), t)dy.
C(v, |,)nD7
Pour T assez grand, C(v,1,@)nDS est de mesure positive dans V. La mesure dy est
approximativement égale au produit de la mesure riemannienne de ﬁxD et une mesure de
Lebesgue sur 7. Il en résulte qu’a une constante multiplicative prés on a

Vol C(v,t,a) > CJ h(d(x, ), t),
A

ol A est une partie de £, de mesure positive. La preuve de notre énoncé s’achévera a I'aide
du fait classique suivant qui peut se démontrer directement.

AFFIRMATION. Soit %, un espace symétrique a courbure negative et A une partie bornee de
mesure positive. Alors Vol F'(A) est proportionnel au volume de la boule B(x,, t) (F' est comme
préecédemment un flot radial). Autrement dit & aide des notations préecédentes: | 4 h(d(x, ) t)
est proportionnel a g4(t).
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Retournons a la preuve de la proposition. D’aprés la relation (x) on
aDuU(—D)=T'Z/1.Si F était C', alors p(u, ) serait un polyndme en exp A;t, dont les
coefficients sont des fonctions continues en u. Il s’ensuit que D est fermé et en particulier
int(D)uint( — D) est dense dans T '# /1. Si v, appartient a int(D) ou int( — D), alors il en
sera de méme pour toute section Lipschitz v prolongeant v,. Ainsi, d’aprés ce qu’on vient de
montrer, la proposition est vraie pour un tel vy. Si vy appartient a I'adhérence de int(D),
alors tout cone tronqué C(v,t,a) contient un céne tronqué C(v',t, o), avec o petit par
rapport a ¢ et v’ 4 valeurs dans int(D). On conclut alors par densité de int(D)uint( — D) dans
T'Z /.

Dans le cas général, i.e. lorsque & est Lipschitz, les coefficients de p(u,t) dépendent
mesurablement de u. Le raisonnement ci-dessus peut alors se refaire, en remplagant la
condition v, €int(D), par la condition, v, est un point de densité de D (au sens de la mesure
de Lebesgue sur T'%/t, par exemple celle provenant d’une trivialisation T'%/t =
T! #xv). O

4.4. Fin de la preuve du theoreme

Maintenant V vérifie la condition du théoréme sur la croissance du volume.

AFFIRMATION. Pour tout voe T 1% /1, et toute section v le prolongeant, on a: Vol(C(v,t, %))
est au moins proportionnel a g(t) (4.3.1 affirme seulement que si cela n’est pas vrai pour v alors
C’est vrai pour — v).

Preuve. La discussion précédente permet d’associer a tout x dans le support de &, une
partie E, de T formée de vecteurs voe TLZ, tels que Vol(C(v,t,a)) soit au moins
proportionnel & g(t) pour toute section v prolongeant v,. On obtient ainsi une partie E de
T'%, vérifiant d’aprés ce qui précéde la propriéte Eu— E = T'#. De plus E est n,(V)-
invariante et également invariante par le flot géodésique de T'.# comme on peut le vérifier
sans difficulte.

Montrons d’abord que E est dense dans T'%. Raisonnons par I'absurde. Supposons
qu'un élément — v, n'est pas dans E. 11 s’ensuit que v, est dans l'intérieur de E.

Revenons alors aux considérations et notations de la Section 4.3. Le cone tronqué
C(vg, o, t) possede un volume au moins proportionnel a g(t). Le raisonnement de 4.2
s’applique parfaitement jusqu’a 4.2.2. Il nous fournit, un vecteur u proche de v, (qui est donc
dans E, car vg est un point intérieur dans E), un réel T et yen, (V) tel que y(¢ (1)) soit
proche de-v, (@7 est le flot géodésique de T'F). Or y¢T(u)e E (parn, (V) et ¢p-invariance
de E). Contradiction avec le fait que — v ¢ E.

Ainsi, on a montreé que E est dense. Pour finir remarquons qu’en fait E est fermé. En effet
comme ci-dessus, un cone C(v, t, ®) déterminé par un point d’accumulation de E, contient un
certain coéne C(v',t,a’) déterminé par un point de E. Donc C(v,t,a) vérifie lui aussi la
condition de croissance de volume. O

Fin de la preuve du théoreme. L’affirmation précédente nous donne I'analogue de
Paffirmation 1 de 4.2. Le reste des développements de 4.2 s’applique intégralement pour
ainsi démontrer le Théoréme J en toute généralité. O

Remarque 1. Les conditions du Théoréme J pour une variété hyperbolique V, feuilletée
trivialement (par une seule feuille), signifient que V est compléte et & coissance dominée par
celle de I'espace hyperbolique de méme dimension. Dans ces conditions, Sullivan [14]
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a demontreé (avec des techniques plus profondes qu’ici) qu’alors le flot géodésique est en fait
conservatif (voir 4.6 pour la définition) et méme ergodique.

Remarque 2. On peut se demander si le Théoréme J n’est en fait pas vrai pour une
sous-variété géodésique, au lieu d’un feuilletage. Ceci se déduit du théoréme de Ratner
(mentionné dans I'introduction) lorsque la variété ambiante V est compléte et de volume
fini. C’est méme pratiquement équivalent a ce théoréme dans ce contexte. En prenant pour
V un voisinage d’'un d + 1-plan H?*! de I'espace hyperbolique ", exponentiellement
mince a Pinfini, on voit que le Théoréme J ne s’étend pas au cas des sous-variétés des variétés
non complétes, mais une version faible reste a espérer.

4.5. Cas ou les feuilles sont plates

L’affirmation sur les angles des triangles sera alors évidemment fausse. Le théoréme est
a son tour faux. Considérons en effet ¥V = R* x T" muni du feuilletage &, produit de R* par
F' ou ' est un feuilletage du tore plat T" par(d + 1)-plans (géodésiques) denses. Les
feuilles sont isométriques 2 R* x R?** donc croissent comme r**4**. Par contre V croit
comme r*. Enfin 'ensemble non-errant de & est contenu (aprés identifications) dans
TYT") < TV.

Remarquons en contrepartie le fait (amusant) général suivant: “Soit F un feuilletage
d’une variete riemannienne V, tel que la metrique induite sur toute feuille soit plate. Alors le flot
geodesique de F est chain-recurrent!” (voir [13] pour la définition de cette notion de
récurrence). Pour le voir, il suffit de remarquer que le flot géodésique de R” (le fibré unitaire
tangent de R” étant muni de la métrique naturelle) est chain-recurrent ! Cela découle du fait
que dans R", il existe des polygones réguliers a angles aussi petits que I'on veut et a cotés
grands.

4.6. Remarque: Relations entre la récurrence d’un feuilletage et celle de son flot géodésique

Comme on I'a remarqué dans I'introduction, la récurrence d’un feuilletage différe de
celle de son flot géodésique. A titre de complément, discutons un peu en généralité cette
question.

Soit # un feuilletage (pas nécessairement géodésique) d’une variété riemannienne V.
Moyennant une différentiabilité suffisante de %, il est possible de définir un “flot
géodésique” (T ' .#, ¢) qui sera appelé le flot géodésique de # [16]. Discutons dans ce qui
suit quelques notions de récurrence de feuilletages, généralisant les notions classiques de
récurrence de systémes dynamiques. Soit x € V, considérons I'application exponentielle de
F., expy: T F - F,. Notons: B'(x,t) = exp, {ue T, F/||lu|| = t}.

Definition 1. On dira que x est non-errant si pour tout voisinage U de x et tout ¢, il existe
yeU tel que B'(y,t)nU soit non-vide.

Définition 2. On dira que & est non-errant si tous ses points sont non-errants.

Definition 3. Si u est une mesure de V, on dira qu’elle est conservative si pour tout U de
mesure positive et tout ¢, il existe ye U tel que B'(y,)nU # .
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Soit v une mesure tranverse invariante par holonomie. En tensorisant par la mesure
riemannienne des feuilles, on obtient une mesure pu sur V. Cette mesure sera conservative si
elle est finie (théoréme de récurrence de Poincare).

Considérons maintenant le flot géodésique (T'F, ¢). On a les faits suivants:

(i) (T'#,¢) non-errant (resp. conservatif pour y) =% non-errant (resp. conservatif
pour l'image de p).

(i) La réciproque est fausse comme le montre I'exemple 3.1 qui est en fait un contre
exemple au Théoréme J lorsque V est localement homogéne mais non-localement symét-
rique. Le volume de V était d’ailleurs fini et & était conservatif.

(iii) On peut tensoriser la mesure transverse v par les mesures de Liouville sur les fibres
unitaires tangents aux feuilles pour ainsi obtenir une mesure y’ invariante par (T %, ¢).
Lorsque la mesure u ci-dessus est finie, u' le sera a son tour. Elle sera par suite conservative.
Voici un exemple ou u est conservative (mais infinie) alors que p’ ne l'est pas. Soit S une
variété hyperbolique et X I'espace des géodésiques de S. Le groupe fondamental n, (S) agit
sur S. On prend V = § x X/n,(8), feuilleté par Sx {-}. Remarquons que I'exemple 3.1
s’obtient de la méme fagon en remplagant X par la sphére a I'infini de §. Ce feuilletage admet
une mesure transverse invariante: la mesure de Liouville sur X (elle est infinie). Pour cette
mesure le feuilletage est conservatif et méme ergodique si S est compacte. Cependant
I'ensemble non-errant du flot géodésique de ce feuilletage est maigre. Il se calcule comme
celui de I'exemple 3.1.

5. PREUVES DES THEOREMES F et G
5.1. Preuve de la proposition de la Section 2.3 (Voir également [21], Section 10).

Soit K’ = HnK le sous groupe d’isotropie de xo dans H. L’orbite Hx, s'identifie donc
a H/K'. Montrons que ' = #np < # (# étant l'algébre de Lie de H) est Ad(K')-
invariant. En effet il découle de la définition de décompositions de Cartan que p est
Ad(K)-invariant et a fortiori Ad(K’)-invariant. Maintenant K’ < H, donc s est Ad(K')-
invariant. Par conséquent # np est Ad(K')-invariant.

On en déduit que le champ de plans sur H, invariant 4 gauche, et déterminé par
H' = H Np, passe en un champ H-invariant sur le quotient H/K'.

Pour montrer que ce champ détermine un feuilletage géodésique, il suffit de montrer que
expy, (#) est géodésique dans V, car le champ est H-invariant (ici €XPy, TxDI7 =p - Vest
I'application exponentielle). Le critére clasique permettant de le vérifier est le suivant [8]:
SiX, Y, Ze#” alors le triplet de Lie [X,[Y,Z]]e#". Orsi X, Y, Zep alors [X,
LY, Z]]ep (Cest le cas trivial de ce critére). De méme si X, Y, Ze # alors [ X, [Y,Z]]e #
puisque J# est une sous-algébre. Le critére est donc bien rempli par #". O

5.2. Preuve du Theoreme F

Soient & un feuilletage géodésique analytique de V (qui est une variété localement
symétrique a courbure non-positive et de volume fini). Notons # son relévement dans V et
G le groupe d’isométries de V.

PropOSITION. Il existe un sous-groupe connexe H non-trivial conservant %
hF,) = & ) pour tout x appartenant a V et he H.
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Preuve. Considérons N = T'# < T'V. D’aprés le Théoréme H, (N, ¢) conserve une
mesure ¢quivalente a la mesure de Lebesgue. Appliquant le Théoréme 12.2 de [21] qui
précise le Théoréme D’ (cité en 2.1) de ce méme article, sur les composantes ergodiques dans
le cas analytique:

TutorEME [21, 12.2]. Soit N une sous-variete analytique connexe invariante par le flot
geodésique d’une variete localement symetrique de courbure non-positive. Supposons que la
restriction du flot geodesique a N respecte une mesure finie equivalente a la mesure de
Lebesgue. Alors toute composante connexe de N est invariante par un sous-groupe connexe
H non-trivial.

Dans notre cas, si dim # > 1, alors N est connexe car N = T!'#. Lorsque dim % = 1,
T'% posséde exactement deux composantes connexes (car # est orientable, puisqu’il est
défini sur une boule topologique), on prendra N I'une de ces deux composantes.

Montrons que H respecte Z. Le point est que H respecte les fibres de la projection
n:T'# — V.Doncsi he Hety = h(x), alors (T %) = T} %. Ceci entraine puisque & est
géodésique que: h(%,) = Z,. O

Soit L < G le sous-groupe (fermé) de toutes les isométries conservant . Notons % son
algebre de Lie. Elle n’est pas triviale puisque H < L. On a: 7y(V) = L. On en déduit que
Ad(n;(V)) conserve . La fermeture de Zariski de Ad(rn(V)) conserve également .. Or
d’apres le théoréme de densité de Borel, 7, (V) est Zariski dense dans G [11]. Donc % est
Ad(G)-invariant, c’est-a-dire que la composante neutre L’ est normale dans G. C'est donc un
facteur de G.

Soit G = G, x --- x G, la décomposition en G en groupes simples (V est supposée sans
facteur plat). Alors, quitte & permuter ces facteurs on peut supposer que G = L' x L", avec
L'=G;x - xGy et L"=Gy4yx - xG,. A cela correspond une décomposition de
I'espace symétrique: V =V, x - xV,en: V=V'xV", avec V'=V;x --- x Vet V"=
Visr1 % - x V.

Il découle de la définition de L’ (comme composante neutre de L) et du fait que L est
fermé que: L = L' x I, ou I est un sous-groupe discret de L".

Comme 7, (V') est contenu dans L, la projection de (V) sur L” est sous-groupe discret,
donc un réseau (car la projection d’un réseau est toujours de covolume fini). Il s’ensuit que
n;(V) intersecte L' en un réseau. Cela a deux conséquences géométriques. D’abord, les
projections des sous-variétés P’ x {x"} dans V sont fermées, et aussi de volume fini. De plus,
on a une projection naturelle V — V"7, ou V" = L"/(m,(V))", ou (r,(V))" est la projection de
n; (V) dans L” (a indice fini prés cela coincide avec I).

Observons maintenant que, grice au fait que £ est invariant par L' x T, le feuilletage
Z se projette en un feuilletage géodésique # ' de V. Dans le revétement universel, la feuille
& .~ d’un point x” de V" est la projection de la feuille & (.- -, ot X’ est un point quelconque
de V.

Fixons x = (x,x") = (x, ..., x,) un point de ¥ et notons p; = T, . V;, p” = T,.. V" et K,
le groupe d’isotropie de x; dans G;. Il agit irréductiblement sur p;, puisque V; est irréductible.

AFFIRMATION 1. T.# est somme directe de certains sous-espaces p;, 1 <i <k, et un
sous-espace de p”.

Preuve. Ramarquons que T,.% est invariant par K, x --- x K;. Cela découle du fait que
F est L'-invariant. Ensuite, on utilise I
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AFFIRMATION 2. Soit E c pyx --py X p” un sous-espace Ad(K;)-invariant pour tout
1 <i< k. Alors E est somme directe de certains p; et d’un sous-espace de p’.

Preuve (standard). Supposons pour simplifier que k = 1. Supposons que E n’est pas
inclus dans p”. Sa projection dans p, est donc surjective puisque Ad(K) agit irréductible-
ment sur p;. Il doit exister g€ K, dont I’action sur E admet une valeur propre A différent de
1, car sinon cette action serait triviale dans E et par suite dans p, et donc réductible.

Soit (u;,u”) un A-vecteur propre de g. On a Ad(g) (#,,u”) = (Ad(g)u,u”). Donc "’ = 0.
Ainsi (u,,0)e E, c’est-a-dire que Enp; # 0. Par irréductibilité on a: Enp, = p,. Donc
E s’écrit sous la forme E=p, @ E" ou E" < p". O

La démonstration du théoréme se termine par récurrence. Si Z est tangent a V', alors
I'affirmation 1 entraine que & est trivial. Sinon # se projette en un feuilletage " de V"', de
dimension non nulle. Par ’hypothése de récurrence, ce feuilletage est géométriquement
trivial, i.e. correspond & un facteur de ¥”. Il est facile de voir, vu que Z est scindé comme
dans I'affirmation 1, qu’il correspond lui aussi a un facteur de V. ]

5.3. Preuve du Theoreme G

Soit ¥ = T" un tore plat & n dimensions. On le regarde comme groupe additif (compact).
Soit Ly, ... ,Ly, ..., la liste de ses sous-groupes compactes (sous-tores).

Soit (U, #) un feuilletage géodésique local de V avec U connexe. L’adhérence &, d’une
feuille #, s’écrit #, = x + L;. Le feuilletage & dans (x + L;)nU, est défini par des feuilles
paralléles 4 # . Elles ont donc toutes la méme adhérence x + L;. Il en résulte également que
(x + L)nU = x + L;, car c’est un ouvert & -invariant dans x + L;. Son complémentaire,
8’1l n’est pas vide sera dense.

Soit E; = {xe U/#, = x + L;}. Ce qui précéde montre que le feuilletage .#; défini par
L; répond bien aux conditions du théoréme dans E;, ainsi que dans 'adhérence E; par
continuité. Remarquons que dans E,, le feuilletage # est invariant par I’action du groupe
L;.On a U =UE, il existe donc d’aprés le théoréme de Baire un i tel que l'intérieur int(E;)
soit non vide. Donc la restriction de # a un ouvert est invariante par L;. Il s’ensuit lorsque
Z est analytique, qu’il est invariant par L;. Soit L le sous-groupe T" préservant F. Il
contient tous les L; tels que int(E;) soit non-vide. Donc dans int(E;), 'adhérence %, est
contenue dans x + L. Comme le réunion de ces intérieurs est dense dans U, on a:
F.< x + L, pour tout xeU. Le feuilletage ¥ énoncé au théoréme est celui déterminé
par L,ie. ¥, =x+ L. O

Exemple dans T3 = R3/Z>. Munissons R* de coordonnées cartésiennes (x, y,z). Sur le
plan affine z = a, considérons le feuilletage par droites paralléles de ce plan, de pente O(a) ot
0:R — R est une certaine fonction.

Le feuilletage de R ainsi construit passe & T3 si ¢ est périodique. Il est de méme classe
de differentiabilite que ©.

Il n’est pas difficile de voir que tout feuilletage géodésique local de classe C°, de T? est
soit essentiellement (i.e. aprés isométrie de R*®) de cette forme, soit 4 feuilles paralléles
denses.

Les choses différent de T*. Voici un exemple de feuilletage C* de T* qui n’est pas du type
décrit dans le théoréme. Considérons T* = T3 x St. Soit ¢!, ...,g", ... une suite de
géodésiques fermeées disjointes de T°. Pour tout i, considérons un voisinage tubulaire T de
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g, T'=1'xg" ou 7' est une boule 2-dimensionnelle. Il est feuilleté par les géodésiques
paralléles a ¢', g5 = {x} xg', xet'.

Considérons une fonction @:T3 > R telle que @ soit constante le long de toute
géodésique g* et nulle dans T> — UT".

Associons a (), un feuilletage géodésique (global) #, de T*, de dimension un, construit
comme suit:

(i) La feuille d’'un point s de T> appartenant a4 T3 — UT " est simplement {x} x §'.

(i) Tout tore 2-dimensionnel g x S est feuilleté par des droites paralléles faisant un
angle O(x) avec le facteur S ! 1l est possible de choisir ¢ de classe C*® et non triviale. On peut
par exemple construire ¢, valant 3 7 sur tout g'. Cela veut dire que les g* sont des feuilles
de #,.

Le feuilletage %, restreint 4 T¢ x ! est invariant par le groupe L; correspondant au tore
de dimension 2, g' x S*. Il est facile de voir que pour que %, soit du type décrit dans le
théoréme, il faut que tous les L; soient identiques. Or cela équivaut a dire que les g; soient
paralleles entre elles. Le Théoréme G admet donc des contre-exemples C*™.
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