
    

Le groupe affine d’une variété riemannienne

compacte

Abdelghani Zeghib

1 Introduction

Le groupe d’isométries Isom(M) d’une variété riemannienne compacte
M est un groupe de Lie compact. La raison de la compacité de Isom(M)
est simplement l’équicontinuité des tous ses éléments puisqu’ils préservent
tous une même distance, celle provenant de la structure riemannienne.

Mais on peut associer à la variété riemannienne M d’autres groupes de
transformations préservant une structure sous-jacente, mais moins fine que
sa structure riemannienne.

Ainsi on peut considérer les groupes de transformations suivants : Conf(M),
le groupe conforme de M , i.e., celui des transformations conservant les an-
gles ; Affin(M), le groupe des transformations affines de M , i.e., les trans-
formations conservant la connexion de Levi-Civita, ou de manière équivalente
conservant les géodésiques paramétrées, et enfin Proj(M), le groupe des
transformations projectives de M , i.e., celles préservant les géodésiques non
paramétrées.

À priori, il n’y a pas de raison de penser que ces derniers groupes soient
compacts. Mais comme on sait que supporter une action d’un groupe non
compact (préservant une structure géométrique rigide) est une propriété très
spéciale, on a toujours pensé qu’on peut lister et décrire les variétés (rieman-
niennes compactes) pour lesquelles, l’un des groupes précédents n’est pas
compact. La première formulation de cette idée était connue sous la forme
de conjecture de Lichnerowicz, dans le cas du groupe conforme. Sa solution
est due à [L-F] et [Oba], qui avaient démontré que seules les sphères munies
de leurs métriques canoniques admettent des groupes de transformations
conformes non compacts.

À notre connaissance, le cas du groupe affine n’a pas été systématiquement
investi, si ce n’est par un résultat classique, probablement peu connu, et sans
suite, du à K. Yano. Plus récemment, mais motivés par des questions de
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théorie ergodique, plus que par une étude générale du groupe affine, R. Zim-
mer puis R. Feres avaient considéré des actions affines de certains groupes
discrets. Rappelons leurs résultats :

Théorème 1.1 [Yan] Soit M une variété riemannienne compacte. Alors
un flot de transformations affines est isométrique. En d’autres termes, on a
égalité des composantes neutres : Affin0(M) = Isom0(M).

Théorème 1.2 Soit M une variété riemannienne compacte et Γ un réseau
de SL(n,R), n ≥ 3, agissant sur M en respectant sa connexion de Levi-
Civita. Supposons que cette action ne respecte pas de métrique riemanni-
enne. Supposons que : dimM = n ([Zim1]), ou dimM = n+1 ([Fer]), alors
M est un tore plat.

Les approches de ces deux derniers théorèmes sont de nature respective-
ment analytique (globale) et ergodique.

Ici, nous proposons un argument géométrique simple, mariant les deux
précédents points de vue et permettant d’élucider la structure d’une trans-
formation affine quelconque :

Théorème 1.3 Soit M une variété riemannienne compacte. Soit M̃ = Ñ×
Rn la décomposition de de Rham de son revêtement universel, où Ñ est sans
facteur plat. Soit f une transformation affine de M , i.e., un difféomorphisme
affine respectant la connexion de Levi-Civita, et f̃ un relèvement de f dans
M̃ . Alors f̃ = (g, h), où g est une isométrie riemannienne de Ñ et h est
une transformation affine unimodulaire de Rn.

Ainsi on peut écrire explicitement Affin(M) = Nor(π1(M))/π1(M)
où Nor(π1(M)) est le normalisateur du groupe fondamental π1(M) dans
Isom(Ñ)×Affin(Rn). Mais ceci cache de formidables difficultés algébriques,
plus précisément relevant de la théorie des groupes discrets des groupe de
Lie. Les résultats qui suivent se déduisent de manipulations de cette théorie,
basées sur le théorème précédent. Le premier résultat retrouve et améliore le
Théorème de Yano, qui équivaut à dire que Γ(M) = Affin(M)/Isom0(M)
est un groupe discret. Mais lequel ?

Théorème 1.4 Soit M une variété riemannienne compacte, et soit n la
dimension du facteur euclidien de son revêtement universel. Alors il ex-
iste un homomorphisme l : Affin(M) → SL±(n,R) (le groupe des ma-
trices de déterminent ±1) dont l’image est un sous-groupe dénombrable de
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SL±(n,R). Le noyau est un groupe compact, contenu dans Isom(M) et
contenant Isom0(M), qui cöıncide ainsi avec Affin0(M). L’image de l
préserve un sous-groupe dénombrable A ⊂ Rn. L’adhérence de A étant co-
compact dans Rn et rang(A) ≤ dim(M).

C’est bien connu, la décomposition de de Rham du revêtement universel
passe mal à la variété quotient. Mais il y a certaines structures qui subsis-
tent :

Théorème 1.5 Soit M une variété riemannienne compacte, M̃ = Ñ ×
Rn la décomposition de de Rham de son revêtement universel, où Ñ est
sans facteur plat. Le facteur euclidien détermine un feuilletage L1 de M ,
parallèle et à feuilles plates. Les adhérences des feuilles de L1 déterminent
un feuilletage singulier L, à feuilles compactes plates (donc à revêtement
fini près des tores). Le relevé L̃ est défini par l’action isométrique sur M̃
d’un groupe abelien L contenant Rn.

Le groupe Affin(M) préserve L, et l’action déduite sur l’espace métrique
M/L est isométrique.

Le noyau H de l’homomorphisme Affin(M) → Isom(M/L) agit affine-
ment et fidèlement sur les feuilles génériques de L, qui sont toutes isométriques
à une même variété plate compacte.

De plus, il existe un autre sous-feuilletage L2 de L, orthogonale à L1. Le
groupe Affin(M) préserve et agit isométriquement sur L2.

Voici maintenant une généralisation du Théorème de Zimmer et Feres,
où la dimension de la variété est doublée :

Corollaire 1.6 Soit Γ un réseau de SL(k,R) agissant affinement sur une
variété riemannienne compacte M , avec dimM < 2k. Alors, ou bien à in-
dice fini près l’action est isométrique, ou bien un revêtement fini de M est
affinement difféomorphe à un produit N × Tk. L’action de Γ sur N est
finie, et celle sur Tk se déduit d’un homomorphisme Γ → SL(k,Z), à image
d’indice fini. En particulier Γ n’est pas co-compact.

Dans [Zeg], nous démontrons un résultat analogue où l’on suppose dimM ≤
n + 1, mais pour une connexion qui n’est pas nécessairement riemannienne,
ce qui en fera une généralisation d’un résultat de [Goe].

Le résultat suivant ne suppose aucune restriction sur la dimension.

Corollaire 1.7 Soit Γ un réseau non co-compact d’un groupe de Lie simple
de rang ≥ 2. Supposons que Γ agit affinement sur une variété riemannienne
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compacte M . Alors, ou bien l’action est finie, ou bien un revêtement fini de
M est affinement difféomorphe à un produit N ×Tk, pour un certain entier
k, où Tk est le tore affine euclidien de dimension k. L’action de Γ sur N
est finie, et celle sur Tk se déduit d’un homomorphisme Γ → SL(k,Z), à
noyau finie.

Nous concluons par des exemples et quelques remarques :

Théorème 1.8 Soit G le sous-groupe de SL±(s + n,R) préservant cha-
cun des facteurs Rn et Rs ainsi que la métrique euclidienne restreinte à ce
dernier facteur, et préservant également un réseau π de Rs+n,

G = {A ∈ SL±(s + n,R)/A(π) = π,A(Rn) = Rn, A(Rs) = Rs, et A
isométrique le long de Rs}.

Alors il existe une variété riemannienne M de dimension 1 + s + n sur
laquelle G agit affinement et s’identifie à Affin(M)/Affin0(M).

Remarque 1.9 Dans [Fer], il a été question de connexions (sans torsion) à
transport parallèle borné. C’est équivalent à dire que le groupe d’holonomie
est relativement compact. Ainsi, en un point fixe, le groupe d’holonomie
préserve un produit scalaire en ce point. En translatant parallèlement, on
définit de manière cohérente une métrique sur la variété. Par construction
cette métrique est parallèle au sens de la connexion. Par unicité de la con-
nexion de Levi-Civita, la connexion initiale est la connexion de Levi-Civita
de la métrique construite. Ainsi une connexion (sans torsion) à transport
parallèle borné est simplement une connexion riemannienne.

2 Preuve du Théorème 1.3

2.1 Décomposition de de Rham

Soit M une variété riemannienne. Pour x ∈ M , notons HolM (x) le
groupe d’holonomie en x, i.e., le groupe d’isométries de TxM obtenues par
transport parallèle le long de lacets basés en x. Nous notons Hol0M (x) le
groupe d’holonomie restreinte, i.e., en considérant seulement des lacets ho-
motopes à 0.

Proposition 2.1 (Scindement de de Rham) [K-N]. Soit M une variété
riemannienne compacte. Alors son revêtement universel s’écrit comme un
produit riemannien maximal, unique à transposition de facteurs près, M̃ =
M̃1 × . . .× M̃k × Rn.
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La décomposition ainsi définie de TM̃ est caractérisée par le fait d’être
la décomposition maximale en sous-fibrés parallèles.

Soit x ∈ M et x̃ = (x̃1, . . . , x̃k, ỹ) un relèvement dans M̃ . Alors le groupe
d’holonomie restreinte Hol0M (x) s’identifie au produit direct : HolM̃1

(x̃1) ×
. . .×HolM̃k

(x̃k). De plus chaque groupe HolM̃i
(x̃i) est compact et agit irré-

ductiblement sur Tx̃iM̃i.
La décomposition de de Rham détermine des feuilletages parallèles de

M , notés, F1, . . . ,Fk et E (pour le feuilletage défini par le facteur eucli-
dien). Les groupes d’holonomies restreintes feuilletés en x seront notés :
Hol01(x), . . . , Hol0k(x). On a donc Hol0M (x) = Hol01(x) × . . .×Hol0k(x).

2.2 Début de la preuve

Soit f : M → M un difféomorphisme affine et f̃ : M̃ → M̃ un relèvement
de f au revêtement universel. Il induit une permutation de la décomposition
de de Rham, en particulier, une certaine puissance de f respecte cette
décomposition. Pour simplifier, on supposera par la suite que c’est f lui
même qui respecte la décomposition de de Rham. De plus, pour x ∈ M
et y = fx, la dérivée dxf : TxM → TyM établit une conjugaison entre
Hol0M (x) et Hol0M (y), et par conséquent également entre les facteurs Holi(x)
et Holi(y). Soit τxy : TyM → TxM un transport parallèle identifiant TyM
et TxM . Alors dxfτxy : TxM → TxM est une application linéaire de TxM ,
normalisant Hol0M (x), ainsi que chaque facteur Hol0i (x).

Lemme 2.2 Soit K un sous-groupe compact de O(m) agissant irréductiblement
sur Rm et soit A un élément de Gl(m,R) normalisant K. Alors : A = λB,
où λ ∈ R et B ∈ O(n). En particulier si detA = ±1, alors A ∈ O(m).

Preuve. Soit g la transformé par A de la métrique euclidienne. Elle est
invariante par le groupe K, car ce dernier est normalisé par A. La métrique
g s’obtient à partir de la métrique euclidienne via une matrice symétrique
B. Les espaces propres de B seront invariants par K. Par irréductibilité,
B admet une seule valeur propre. En d’autres termes g est multiple de la
métrique euclidienne. ✷

Corollaire 2.3 dxf établit une homothétie d’un rapport λi(x) entre TxFi

et TfxFi.
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2.3 Formes volumes et courbure

Affirmation 2.4 Soit ωi la forme volume du feuilletage Fi. C’est une forme
parallèle. Il existe une constante λi telle que f∗ωi = λiωi.

Preuve. Comme ωi, la forme f∗ωi est parallèle. Elle est par ailleurs évidemment
proportionnelle à ωi. Par parallélisme des deux formes, la constante de pro-
portionnalité est elle même une fonction parallèle, i.e., constante. ✷

On en déduit immédiatement :

Corollaire 2.5 Les fonctions λi(x) ci-dessus sont constantes égales à λi.
Autrement dit, dxf établit une homothétie de rapport λi entre TxFi et TfxFi.

Affirmation 2.6 On a λi = ±1.

Preuve. D’après ce qui précède, on peut écrire la restriction de df au sous-
fibré TFi sous la forme λiBi, où Bi est un endomorphisme isométrique (i.e.,
conservant la métrique sur les fibres) de TFi au dessus de f .

Soit Ri : TFi × TFi × TFi → TFi, le tenseur courbure du feuilletage Fi

(rappelons que ce dernier est géodésique). L’invariance de Ri par la puissance
fn de f se traduit par : pour tous X,Y et Z sections de TFi, on a :

λ3n
i Ri(Bn

i X,Bn
i Y )Bn

i Z = λn
i B

n
i (R(X,Y )Z))

Donc :

Ri(Bn
i X,Bn

i Y )Bn
i Z = λ−2n

i Bn
i (R(X,Y )Z))

Or, les endomorphismes Bi sont isométriques, et par suite les puis-
sance Bn

i sont uniformément bornées. Ainsi le premier membre de l’egalité
précédente est uniformément (en n) borné. Le second ne le sera que si
Ri(X,Y )Z = 0 ou λi = ±1. En conclusion si λi n’est pas égale à ±1,
alors le tenseur courbure Ri est identiquement nul, i.e., les feuilles de Fi

sont plates. Ceci contredit notre choix d’un facteur non euclidien. ✷

Fin de la preuve du Théorème 1.3. Évidemment le fait que λi = ±1,
pour tout i, signifie exactement que f̃ agit isométriquement sur les facteurs
non euclidiens. La composante euclidienne de f̃ est évidemment une trans-
formation affine de Rn. Il ne reste de la preuve du Théorème 1.3 que de
montrer que cette transformation est unimodulaire. Ceci équivaut au fait
que f préserve le volume riemannien de M . Ceci se fait comme si dessus. Si
ω est la forme volume de M alors f∗ω = λω, pour une constante λ. Donc
V ol(f(M)) = |λ|V ol(M). Comme f est bijective, λ = ±1. La preuve de 1.3
est ainsi achevée. �.
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3 Preuve des Théorèmes 1.4 et 1.5

La preuve est une variation autour du Théorème de Bieberbach. En
effet, le théorème 1.5 découle immédiatement du Théorème de Bieberbach
si les projections du groupe fondamental π1 sur Isom(Rn) et Isom(Ñ) sont
discretes. Ceci n’est pas toujours le cas, analysons-nous donc la situation.

3.1 Le Théorème 1.4

Soit ˜Affin(M) le groupe relevé de Affin(M) dans M̃ . Donc Affin(M) =
˜Affin(M)/π1. Soit f̃ ∈ ˜Affin(M). D’après 1.3, f̃ = (g, h), avec g ∈

Isom(Ñ) et h ∈ Rn
� SL±(n,R).

Soit l̃ : ˜Affin(M) → SL±(n,R), l’homomorphisme qui à f̃ associe la
partie linéaire de h. Cet homomorphisme ne passe pas à Affin(M). En
effet si γ ∈ π1 alors f̃γ et f̃ correspondent au même élément de Affin(M).
Mais si γ = (a, b) ∈ Isom(Ñ) × Isom(Rn) et b = tr ∈ Rn

� O(n), alors
l̃(f̃γ) = l̃(f̃)r.

Soit donc R la projection de π1 sur O(n). Il est, ainsi que sa clôture
algébrique Z, normalisés par l̃( ˜Affin(M)) (car π1 est normalisé par ˜Affin(M)).

On a donc besoin de définir une variante de l̃, un homomorphisme à
valeurs dans Nor(Z)/Z. Le groupe algébrique Z s’écrit comme un produit
presque direct (i.e., qui devient direct dans un revêtement fini) Z = K � T ,
où K est semi-simple est T est un tore algébrique.

Trâıtons le facteur semi-simple K. Le quotient Nor(K)/K s’identifie
naturellement, au moins à indice fini près, à Cent(K), le centralisateur de
K. En effet si A normalise K, il y induit un automorphisme qu’on peut
supposer interne (quitte à passer à une puissance), c’est-à-dire, égal à Ad(k)
pour un certain k ∈ K. Donc Ak−1 centralise K.

Il est également facile de réaliser canoniquement pour un tore algébrique
T , le quotient Nor(T )/T comme un sous-groupe de SL±(n,R) centralisant
T .

En définitive, on a un homomorphisme bien défini : l : Affin(M) →
SL±(n,R), qui est non trivial sur les transformations non isométriques.

Il est trivial sur Isom0(M) car les éléments de ce groupe agissent triv-
ialement sur π1. Donc ils agissent par conjugaison, trivialement sur Rn. En
effet, c’est le cas de leur action sur la projection de π1 sur Isom(Rn) qui
est un groupe, assez large. Plus précisément il existe un groupe A ⊂ Rn

dénombrable, de rang ≤ dimM , et d’adhérence co-compact, qui est nor-
malisé par Affin(M). Ce ne sera rien d’autre que la projection sur Rn du
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groupe π construit dans l’affirmation suivante. �

3.2 Le groupe L

On a π1 ⊂ Isom(M̃) = Isom(Ñ)×Isom(Rn) et Isom(Rn) = Rn
�O(n).

Le groupe fondamental π1 est co-compact dans Isom(M̃). Donc également
π0

1 = π1 ∩ Isom0(M̃) est co-compact dans la composante neutre Isom0(M̃),
qui est égale à Isom0(Ñ) × (Rn

� SO(n)).

Affirmation 3.1 Il existe un sous-groupe de Lie abelien L2 de Isom(Ñ)
tel que π1 coupe le sous-groupe abelien L = L2 × Rn en un réseau π de L :
π1 ∩L est un réseau de L. De plus la projection de π sur L2 est dense, et L
est normalisé par π1 : γL = Lγ, pour tout γ ∈ π1.

Preuve. Soit Nil le nilradical, i.e., le plus grand sous-groupe normal nilpo-
tent, de Isom0(Ñ). Le nilradical de Isom0(M̃) est alors Nil × Rn.

Pour étudier la trace de π0
1 (où de π1, cela revient au même) sur ce nilrad-

ical, on dispose d’un théorème d’Auslander et Wang qui généralise de loin le
théorème de Bieberbach [Rag]. Son applicabilité présuppose que le groupe
de Lie Isom0(M̃) ne contient pas de sous-groupe semi-simple compact qui
soit un facteur presque direct (au sens que son action par conjugaison sur
les autres facteurs soit finie).

Pour contourner cette difficulté, écrivons Isom0(Ñ) = K � G où K est
le facteur compact semi-simple et presque direct maximal. Une conséquence
directe de théorème de Wang et Auslander est qu’alors, la trace de π0

1 sur
K � Nil × Rn est co-compact. En effet il suffit de tout quotienter par K.
La projection ainsi obtenue transforme un réseau en un réseau, car K est
compact.

En fait, toujours d’après le même type de résultats sur les réseaux de
groupes de Lie, les mêmes faits d’intersection co-compacte, sont vrais en
remplaçant le nilradical, par son centre [Rag]. En conclusion, il existe un
sous-groupe de Lie normal abelien C de Isom0(Ñ) tel que π1∩ (K �C×Rn)
soit co-compact dans K � C × Rn.

Comme l’intersection de π1 avec K est fini, on peut s’arranger pour
qu’elle soit triviale. Donc π = π1 ∩ (K � C × Rn) s’injecte dans C × Rn et
est en particulier abelien. La projection de π sur K est également un sous-
groupe abelien de K, dont on note K ′, la composante neutre de l’adhérence.
On prendra alors L = K ′ � C × Rn. Il est clair que π1 normalise L. ✷
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3.3 Fin de la preuve de 1.5

Les orbites de L définissent un feuilletage (singulier) L̃ de M̃ , qui passe en
un feuilletage L de M , car π1 normalise L (l’action de L ne passe pas !). Les
feuilles de L sont toutes compactes, car elles sont toutes revêtues par L/π.
Elles sont évidemment invariantes par les feuilletages L1 et L2 déterminés
de la même manière respectivement à partir des groupes L1 = Rn et L2

(ci-dessus).
Sur toute feuille de L, ces feuilletages se déduisent par projection, des

deux feuilletages linéaires définis par L1 et L2 sur le tore L/π. En particulier,
car par construction π.L1 est dense dans L, les feuilles de L ne sont rien
d’autre que les adhérences des feuilles de L1.

On avait directement construit L comme orbite d’une action isométrique
sur M̃ , ce qui en fait un feuilletage riemannien (singulier) par excellence. En
fait, il est vrai en général que les adhérences des feuilles d’un feuilletage rie-
mannien, déterminent un feuilletage, également riemannien [Mol]. Toutefois,
l’énoncé analogue pour les feuilletages parallèles est faux : les adhérences des
feuilles d’un feuilletages parallèle est certes, riemannien, pas nécessairement
parallèle. Dans notre cas, les feuilles de L̃ et par suite celles de L sont plates.
En effet une feuille de L̃ est munie d’une action isométrique transitive d’un
groupe abelien. Donc le fait que L soit parallèle contredit la définition de L1

(comme facteur euclidien maximal de M̃) sauf si L = L1. En fait les feuilles
de L ne sont généralement pas géodésiques (voir la preuve de 1.8).

On tire directement de 1.3 que Affin(M) respecte L et agit isométri-
quement sur le quotient M/L.

Soit f un élément de Affin(M) agissant trivialement sur M/L, et f̃ un
relèvement de f dans M̃ . Donc pour tout x ∈ M̃ , f̃((π1.L)x) = (π1.L)x.
En composant avec un élément γ ∈ π1, on peut supposer que : f̃Lx = Lx,
∀x ∈ M̃ . Supposons que f̃ agit trivialement sur une feuille Lx, alors f̃ est
une isométrie. En effet comme dans 1.3, f̃ = (g, h). Si f̃ est triviale sur
Lx = (L2 × Rn)x, alors nécessairement la composante h est triviale.

Pour un feuilletage singulier L, une isométrie f qui le respecte, et qui est
triviale sur l’espace quotient ainsi que sur une feuille générique, est triviale (il
suffit de remarquer que f agit trivialement sur les géodésiques orthogonales
à cette feuille). �
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4 Preuves de 1.6, 1.7 et 1.8

4.1 Preuve du Corollaire 1.6

Soit Γ ⊂ SL(k,R) un réseau agissant sur M , avec dimM < 2k. Écrivons
comme ci-dessus : M̃ = Ñ ×Rn. On a donc au moins l’une des deux possi-
bilités : n < k, ou dimÑ < k.

Supposons n < k. D’après 1.4, on a une représentation l : Affin(M) →
SL(n,R). D’après le Théorème de supper-rigidité de Marguilis (voir [Zim2]),
la restriction de l à Γ est fini (car n < k). Donc d’après 1.4, à indice fini
près, Γ est contenue dans Isom0(M).

Supposons maintenant que k < n. Un théorème de Marguilis [Zim3] af-
firme alors que tout homomorphisme de Γ dans un groupe compact agissant
sur une variété de dimension < n est fini. Ainsi à indice fini près, Γ est
contenu dans le noyau H de l’homomorphisme de 1.5.

Une petite manipulation permet de transformer l’action de Γ sur une
feuille de L, à la situation suivante. Le groupe Γ agit sur Rs × Rn en re-
spectant chacun des facteurs, ainsi que la métrique sur Rs et de plus en
préservant un réseau π. Comme s < k, par le même Théorème de Marguilis,
à indice fini près l’action de Γ sur Rs est trivial.

Appliquons le Théorème de supper-rigidité de Marguilis [Zim2]. La ré-
presentation de Γ dans SL(n,R) est la restriction d’une représention φ′ :
SL(k,R) → SL(n,R) (on a ici exclu le cas où l’action de Γ est isométrique,
donc la représentation de Γ dans SL(n,R) n’est pas bornée). Quitte à con-
juguer par un élément de SL(n,R), on peut supposer que φ′ est de la forme :
φ′(A) = (1, φ(A)) où 1 est l’identité dans Rn−d et φ : SL(k,R) → SL(d,R)
est une représentation sans vecteur (globalement) fixe. Ainsi A ∈ Γ agit sur
Rs × Rn = Rs+n−d × Rd par (a, b) → (a, φ(A)b). L’observation clé est :

(a, b) ∈ π =⇒ (0, φ(A)b− b) ∈ π

Comme d < 2n, la représentation φ est à automorphisme de SL(k,R)
près, la représentation canonique (i.e., l’identité) de SL(k,R). Toutefois,
pour pouvoir appliquer le même argument à la section suivante, dans le
reste de la preuve, on n’utilisera ce fait que pour en déduire l’égalité : d = k.

Le corollaire 1.6 qu’on est en trâın de démontrer équivaut au fait que le
scindement Rs+n−d×Rd induit un scindement de π. Ceci équivaut à son tour
au fait que la projection π′ de π sur Rd, ainsi que l’intersection π′′ = π∩Rd,
sont des réseaux (discrets) de Rd. L’observation ci dessus donne :

A ∈ Γ =⇒ (φ(A) − 1)(π′) ⊂ π′′
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En particulier, (φ(A) − 1)(π′) est discret.
Pour montrer que π′ est un réseau, il suffit de montrer qu’il est discret.

Supposons qu’il ne l’est pas. Soit V la composante neutre de la fermeture
de π′. Donc π′ ∩ V est dense dans V . Évidemment, V est invariant par φ.
Donc, pour A ∈ Γ, (φ(A) − 1)(π′ ∩ V ) est un sous-groupe discret de V . Par
densité de π′ ∩ V dans V , ceci entrâıne que φ(A) est trivial sur V . Ainsi φ
est trivial sur V , ce qui contredit notre définition ci-dessus de φ.

Supposons maintenant que π′′ n’est pas un réseau de Rd et notons V
son enveloppe linéaire. D’après ce qui précéde, (φ(A) − 1)(Rd) ⊂ V , pour
tout A ∈ Γ. Ceci s’étend à tous les éléments A ∈ SL(k,R) (par densité
algébrique de Γ dans SL(k,R)). Ainsi la représentation quotient de φ sur
Rd/V est triviale. Mais une représentation sans vecteur fixe, d’un groupe
de Lie semi-simple n’admet pas de facteur trivial. En conclusion, π′′ est un
réseau de Rd. �

4.2 Preuve de 1.7

La preuve est exactement la même que ci-dessus, sachant que toujours
d’après Marguilis (voir [Zim3]), tout homomorphisme d’un réseau non co-
compact de rang supérieur dans un groupe compact, est fini. En d’autres
termes, il n’y a pas de restriction de dimension dans le cas non co-compact.
�.

4.3 Preuve du Théorème 1.8

Considérons le réseau Z×π de R1+s+n. L’idée est de tordre la métrique
euclidienne sur ce dernier espace vectoriel pour ainsi briser certaines symétries,
de telle façon que le facteur euclidien dans la décomposition de de Rham
de la nouvelle métrique soit Rn. Munissons R × Rs × Rn des coordonnées
(t, x, y), et d’une métrique de la forme : g = dt2 + f(t)dx2 + dy2, avec f une
fonction sur R de période exactement 1. Ainsi cette métrique est invariante
par les translations entières le long de l’axe des t. Le groupe d’isométries
de g est Z× Isom(Rs+n), agissant naturellement. Le facteur euclidien dans
la décomposition de de Rham est simplement Rn. Pour le justifier, remar-
quons par exemple que l’introduction de la fonction f a permis de briser le
caractère géodésique des orbites de Rs et le caractère isométrique du flot de
∂/∂t. On prendra pour variété riemannienne M , le tore R1+s+n/Z×π, muni
de la métrique quotient. On vérifie directement que Affin(M) = Ts+n

�G.
�
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Références

[Fer] R. Feres : “Connections preserving actions of lattices in SL(n,R)”,
Israel. J. Math. (2) 135 (1992), 1-21.

[Goe] E. Goetze : “Connection preserving actions of connected and discrete
Lie groups”, J. Diff. Geom. 40 (1994), 595-620.

[K-N] S. Kobayashi, K. Nomizu : “Foundations of differential geometry, vol-
ume1”, Interscience, New York, 1963.

[L-F] J. Lelong-Ferrand : “Transformations conformes et quasi conformes
des variétés riemanniennes : application à la démonstration d’une con-
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