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1 INTRODUCTION

Ceci est un essai pour retracer 1’évolution historique d’un probleme central
et naturel en géométrie, celui des immersions (et plongements) isométriques.
L’auteur avoue et insiste sur son incompétence du point de vue chronologique
et culturel (i.e. qu’il n’a point entrepris une recherche documentaire systématique).
Il pense cependant que ce travail reste intéressant a accomplir, par des gens
plus compétents en la matiere, i.e. des historiens des mathématiques.

Je voudrais ici en profiter pour exprimer un avis, partagé par certains
collegues, sur cette question : un mathématicien (qui n’est pas historien des
mathématiques) est-il habilité a parler de I’histoire de son théme ? Mon ap-
proche est, sans croire en un déterminisme (stricte) dans I’évolution de la
recherche mathématique, qu’il est intéressant de permettre & un mathématicien
pratiquant, ayant quelques reperes historiques, d’interpoler, et de recon-
stituer une histoire idéale du theme de recherche qui est le sien. Cela don-
nerait I’histoire non pas telle qu’elle s’est déroulé, mais “comme elle aurait
du logiquement se dérouler”. ! L’évolution de la recherche dans un théme
mathématique est certainement monotone (par définition, disait R. Thom),
mais il me parait qu’il existe, généralement, une sorte de “self-similarité”,
qui fait que chaque chercheur, retrouve personnellement, au fur et & mesure,
les idées qui se sont dégagées au cours de 'histoire, dans son théme. Dans
ce cas, le chercheur n’est pas seulement un bon modélisateur, mais aussi
un témoin naturel, au service de 'historien, du role et de 'importance de
différentes idées apparues dans I’évolution de son theme.

A l'opposé des textes historiques standards, le présent texte traite le
sujet jusqu’aux développements les plus récents. Ce texte reprend I’essentiel
d’un exposé, au colloque “Géométrie au XX eme siecle” (Septembre 2001),
concu essentiellement pour parler des diverses contributions de M. Gromov
dans le domaine. M. Gromov s’est intéressé aux immersions isométriques
des le début de sa carriere (voir son doctorat publié fragmenté en plusieurs
articles autour de 1970). Il y introduit, en particulier sa théorie de h-principe

Lapreés tout, le mathématicien modélise des phénomenes de toute nature, en tant que
systemes dynamiques, pour prévoir leurs futurs, et savoir leurs passés.



permettant de montrer ’'abondance des immersions isométriques (aussi bien
dans le sens sous-entendu ici, i.e. dans le cas riemannnien, que dans le cas de
structures géométriques plus générales). J'ai eu la chance de suivre un cours
assuré par Gromov sur ce théme, en 1981-82 (& Paris). En 1986, Gromov
publie le livre [14], duquel on puisera beaucoup de faits mathématiques cités
ici, au lieu de se référer aux publications originelles, car ce livre offre une
approche globale et simplifiée.

Je remercie les organisateurs du colloque, notamment P. Nabonnand et
D. Flament, pour m’avoir permis d’exposer et rédiger le présent texte. Je
remercie également F. Béguin et T. Barbot pour leurs remarques et sugges-
tions.

2 DEBUT DE LA GEOMETRIE EXTRINSEQUE

C’est Carl Friedrich Gauss (1777-1855), qui a inauguré, au début du 19 éme
siecle, I’étude de la géométrie différentielle et métrique (locale) des surfaces
dans l’espace euclidien (3-dimensionel). Il a ainsi introduit la premiere forme
fondamentale (i.e. la métrique induite), quantité, & I’évidence extrinseque,
mais il s’est en méme temps posé le probleme de déformation rigide, ou
plus généralement, d’existence d’applications isométriques, entre surfaces,
et qui soient non-triviales, i.e. qui ne proviennent pas d’un déplacement
de I'espace ambiant. Il a aussi introduit, la seconde forme fondamentale,
une entité également extrinseéque, mais donnant lieu, a sa grande surprise,
a un invariant intrinseque, qui est la courbure (Theorema Egregium). Il
reconnaissait, en particulier, une surface a courbure égale & —1, la pseudo-
sphere. Il s’agit de la surface graphe de la fonction

1+ /1 —22—9y?
z,y) — —\/1—22 —9y2+1n
(@.9) — —y —

3 NAISSANCE DE LA GEOMETRIE NON-EUCLIDIENNE

En parallele avec les travaux de Gauss en géométrie métrique des surfaces,
on n’a pas cessé de travailler sur la géométrie euclidienne plane synthétique,
notamment du point de vue de 'indépendance des postulats d’Euclide, plus
précisément, la dépendance du cinquieme postulat de ces précédents. Il s’agit
bien sur de celui stipulant que, d’un point, on peut mener une unique droite
parallele & une droite donnée.

Les arguments pour démontrer ce postulat procédaient par 1’absurde,
pour arriver a un fait dont l'effet choquant est plus évident. En d’autres
termes, on développait et étudiait une géométrie hypothétique (imaginaire),
dont on espérait montrer un jour I’évidence de son inexistence.

On avait ainsi développé la trigonométrie de cette géométrie et Gauss
avait remarqué que cette trigonométrie (pour des petits triangles) coincidait



avec celle de la pseudo-sphere. Il était seulement géné par la topologie (non-
simplement connexe) et I'incomplétude de cette pseudo-sphére, pour en ar-
river au but inattendu, i.e. la réalité de la géométrie “imaginaire”.

Ce n’est qu’autour de 1830, que fit déclarée I'existence de cette géométrie
imaginaire, par Janos Bolyai (1802-1860, fils du plus célebre Wolfang Bolyai)
et Ivanovich Lobatchovsky (1792-1856), et ensuite ’aval par Gauss de cette
découverte. Cette existence n’a pas été démontré de fagon formelle (par
exemple, en donnant un modele) mais, en exprimant (avec un courage de
braves) que la guerre millénaire contre cette géométrie ”imaginaire” était
injuste et vaine. Il faudrait au contraire investir ses propriétés, et poursuivre
sa construction “positive” tout comme celle de la géométrie euclidienne, et
non plus dans le but de la faire écrouler (au profit de cette derniere).

4  GEOMETRIE RIEMANNIENNE

En introduisant les métriques (dites par la suite) riemanniennes, Riemann
révolutionne la géométrie, d’'une part, en abandonnant tous les postulats
d’Euclide (ce qui revient en termes modernes, & essentiellement relaxer
I’hypothese d’homogéinéité locale d’une géométrie; la contre-révolution a
cette idée fut entreprise, dans un certain sens par F. Klein dans son pro-
gramme d’Erlangen) ; et d’autre part, en munissant une surface (en se re-
streignant au cas 2-dimensionel) d’un champ de formes quadratiques définies
positives, qui ne correspond pas nécessairement a la premiere forme fonda-
mentale d’une réalisation de cette surface dans I’espace.

5 MODELES DE GEOMETRIE HYPERBOLIQUE

Il a donc fallu attendre l'introduction des métriques riemanniennes pour
montrer I'existence de la géométrie non-euclidienne plane, et ce en I’exprimant
comme métrique riemannienne sur le disque. Ceci fut réalisé par E. Bel-
trami en 1868, donc presque 40 ans apres la “naissance” de cette géométrie.
Ceci donne donc une preuve formelle du fait que cette nouvelle géométrie
est aussi consistante (ou inconsistante) que la géométrie euclidienne elle
méme. F. Klein introduit ensuite son modele projectif (1871), en outre-
passant, les métriques riemanniennes, et revenant a ’approche synthétique.
H. Poincaré (1854-1912), introduit son modele conforme, de la géométrie
non-euclidienne, en tant que métrique riemannienne sur le disque. Mais le
modele le plus simple di également a Poincaré, et dit (maintenant) demi-
plan de Poincaré noté H?, est celui ot1 la métrique est définie sur le demi-plan
supérieur de R? par le formule :

B dx? + dy?

g
Y2



Désormais, on utilisera la terminologie moderne géométrie hyperbolique (plane)
pour désigner cette géométrie non-euclidienne, méme si I’auteur ignore ['historique
de cette transformation terminologique (a propos de I’évolution terminologique,

il est remarquable, qu'un siecle apres, M. Gromov introduit une notion de
groupes (et espaces) hyperboliques, au sens large, au point ou le terme
“variété hyperbolique” devient un peu confus, tout comme le terme “géométrie
non-euclidienne” était un peu péjoratif!).

6 PROBLEME D’IMMERSIONS ISOMETRIQUES

On a ainsi vérifié que la pseudo-sphere est localement isométrique au demi-
plan de Poincaré. Il parait ainsi naturel de se poser la question :

“Y-a-t-il une surface dans l’espace (euclidien de dimension 3) qui soit
globalement isométrique au demi-plan de Poincaré ¢”

De surcroit, la question peut se poser pour une surface quelconque mu-
nie d’une métrique riemannienne (au lieu du demi-plan de Poincaré). Une
réponse positive a cette question reviendrait a dire que Riemann n’a pas
inventé plus de surfaces que Gauss.

7 OBSTRUCTIONS : THEOREME DE HILBERT

Heureusement (ou malheureusement) Hilbert (1901) [18] a montré que la
réponse a cette question est négative. Plus précisément, il n’existe pas dans
I'espace une surface, de classe C?, qui soit globalement isométrique au demi-

plan de Poincaré. Faisons, un saut dans le temps pour citer quelques développements
de la théorie des obstructions aux immersions isométriques. D’abord 1’énoncé

de Hilbert a été généralisé, par Efimov (1964) [6] (et revu par T. Milnor
(1972) [25], voir aussi Schlencker [32] pour une généralisation dans un autre

sens) en remplacant, le demi-plan de Poincaré par une surface complete a
courbure pincée entre deux nombres (strictement) négatifs

Il n’est cependant pas encore connu si le demi-plan de Poincaré peut se
plonger isométriquement dans ’espace euclidien R*. En revanche, le théoréme
d’Efimov est faux dans ce cas la.

D’apres Rosendorn (1960) H? s’immerge isométriquement dans R®. Plus
généralement, ’espace hyperbolique H" s’immerge isométriquement dans
R4n—3.

Blanusa (1955) a démontré que H? se plonge isométriquement de fagon
C® dans RS, et ce comme graphe d’une application R? — R*. M. Gromov
démontre (sous forme d’exercise ([14], p 277) qu'il existe un plongement
isométrique analytique (et propre) de H? dans RS.

On voit ainsi que les questions autour du théoreme de Hilbert, qui peu-
vent étre vues comme la motivation originelle de la théorie (des immersions
isométriques) ne sont pas encore réglées.



8 COURBURE POSITIVE, CAS DES SURFACES : RIGIDITE ET
EXISTENCE

Les travaux sur la géométrie extrinseque des surfaces ne se sont pas arrétés
avec Gauss. Citons, a titre d’exemple, I’'ceuvre colossale de G. Darboux sur
ce sujet, au 19 eme siecle, et qui reste source d’inspiration jusqu’a nos jours.

L’une des questions posées depuis cette époque était de voir si cer-
taines surfaces sont rigides, ou au contraire, admettent des deformations
isométriques non-triviales (i.e. qui ne soient pas déduites de rotations de
I'espaceambient). Ainsi, Cohn-Vossen [4] (voir aussi [3]) démontre la rigidité
de la sphere canonique dans l’espace euclidien. Il démontre en fait la rigidité
globale de celle-ci (i.e. pas seulement par déformation), en montrant précisément
que toute surface complete (ou disons compacte) a courbure positive con-
stante dans ’espace euclidien, est une sphere “ronde”. La raison essentielle
derriere ce fait est la convexité (globale) des surfaces compactes & courbure
positive (méme variable). Le résultat optimal de rigidité des hypersurfaces
de dimension quelconque est attribué a R. Sacksteder (1962) [31].

Dans le cas de surfaces a courbure positive, on doit & Alexandrov (1944),
le commencement de la preuve du résultat d’existence et unicité suivant, avec
des contributions de Nirenberg (1953) et Pogorelov. Ce dernier en donne la
version définitive en (1969) (ou l'on ne suppose pas la métrique partout a
courbure positive) :

Si une métrique C* (resp. analytique) sur la sphére S? admet une cour-
bure > k, alors, elle se plonge de fagon C™ (resp. analytique) dans l’espace
3-dimensionnel universel (i.e. l’espace complet et simplement connexe) d
courbure constante k. Ce plongement est rigide (i.e. unique a congruence
pres) (voir [14], p 289).

9 OBSTRUCTIONS. CAS GENERIQUE

Le probleme d’immersions isométrique d’une variété riemannienne (V", g)
dans un espace euclidien R? se traduit localement, par une application
(x1,...,2n) — (f1,..., fy), vérifiant le systeme de n(n + 1)/2 équations

a ¢ inconnues :
Ofc Ofk

<8l‘1 ’ a$]> - gij
Ainsi pour une métrique g générique, il n’existe pas de telle immersion
s’il y a plus d’équations que d’inconnues, i.e. ¢ < n(n + 1)/2.

10 CAS ANALYTIQUE : THEOREME DE CARTAN-JANET,
SYSTEMES DIFFERENTIELLES, ET AUTRES APPROCHES

Janet [21] démontre en 1926 que, dans le cas analytique (i.e. V et g sont ana-
lytiques réelles), le systeme d’équations des immersions isométriques admet



des solutions locales dés que ¢ > n(n +1)/2.

Ce ne serait pas une “erreur historique” d’affirmer qu’Elie Cartan a
résolu tous les problémes locaux de la géométrie, a la seule réserve pres,
d’insister sur le caractere analytique de ses problemes. En effet, il a développé
pour cela sa théorie des systemes différentielles extérieurs, et a en partic-
ulier démontré le théoreme d’intégrabilité dit “Théoreme de Cartan-Kahler”.
Cette théorie reste jusqu’a nos jours difficile a pénétrer! Son contenu ana-
lytique est simplement le Théoreme de Cauchy-Kowalewka classique, mais
ces subtilités algébriques sont “transcendantes”.

E. Cartan a effectué les vérifications algébriques, permettant d’appliquer
le théoreme de Cartan-Kéhler, au probleme d’immersions isométriques, et
a retrouvé ainsi le résultat de Janet (1927). Dans larticle en question [2],
Cartan affirme qu’il disposait de cette preuve depuis plusieurs années (on
peut en tirer qu’il sous-entendait, avant la parution de celle de Janet). Il
rappelle également que c’est Schlaffli, qui a énoncé ce théoreme pour la
premiere fois en 1871.

Ceci n’a pas empéché la parution de beaucoup d’autres publications plus
modernes, simplifiant le travail algébrique d’E. Cartan (voir par exemple
[10]).

H. Jacobowitz est parmi ceux ayant fait une brillante carriere d’isométrico
plongeur, tant dans le cas analytique que le cas lisse (voir ci-dessous les
répercussions inattendues du travail de Nash). Dans le cas analytique [19,
20], il applique l’esprit de la preuve du théoreme de Cartan-Khéler au
probleme d’immersions isométriques (ainsi que des manipulations algébriques
et différentielles figurant déja dans la preuve de Janet) , en le traduisant en
un probleme de prolongement de telles immersions.

Ce probleme a été en fait considéré par Darboux [5] dans le cas de sur-
faces. Etant donnée une courbe H contenue dans une surface M , et analy-
tiquement isométriquement plongée dans R3, & quelle condition ce plonge-
ment isométrique se prolonge dans un voisinage de H dans M ? La formule de
Gauss, montre que si un tel prolongement existe, alors nécessairement, H est
moins courbé dans M que dans R? (au sens de la courbure géodésique, pensez
par exemple aux courbes géodésiques de M). Darboux démontre que cette
condition est également suffisante. Jacobowitz dégage une généralisation de
cette condition lorsque H est une hypersurface dans une variété riemanni-
enne. C’est une condition de non-dégénéréscence, a comparer avec la con-
dition de liberté ci-dessous. Si cette condition est satisfaite, on arrive alors
a écrire le probleme de prolongement, sous forme de systeme de Cauchy—
Kowalewka standard.

11 Cas C' : TRAVAUX DE NAsH (1954) ET KUIPER (1955)

En 1954 [27], J. Nash, surprend le monde mathématique, en passant de
I’hypothese courante d’analyticité des immersions isométriques, a la régularité



la plus “faible” imaginable, c’est-a-dire C. De plus, il passe de considérations
locales au probleme global. On peut dire que ce fit la la premiere révolution
nashienne dans 1’évolution de cette histoire d’immersions isométriques. Ses
résultats ont été complétés par N . Kuiper en 1955 [22]. Les deux auteurs
montrent ainsi le résultat “incroyable” :

Dés qu’une variété riemannienne (V", g) admet une immersion différentiable
dans RY, alors, elle admet une immersion isométrique C', si g > n.

(L’amélioration de Kuiper par rapport a Nash était de passer de ¢ > n+1
aq>n).

Deux exemples d’applications de ce résultat qui défient I'imagination
sont : un tore plat de dimension 2, et le plan hyperbolique, isométriquement
plongés dans R?, ou méme dans un ouvert quelconque de R?! Ce résultat
contredit aussi une vieille conjecture selon laquelle le théoreme de rigidité
de la sphere s’étend au cas C'.

Pour “modérer” un peu “l’effet choquant” dans ce résultat, disons qu’a
ce niveau de régularité, la courbure, qui est I'invariant infinitésimal princi-
pal des métriques riemanniennes, n’a pas de sens. Les obstructions usuelles
aux immersions isométriques proviennent de la comparaison de la courbure
intrinseque avec la courbure ambiante, via la formule de Gauss.

12 H-PRINCIPE DE GROMOV

La lettre h dans le terme h-principe désigne le mot homotopie (en particulier,
elle n’a rien avoir avec la constante de Planck!). Le h-principe est valable
pour un systeme d’équations aux dérivées partielles, des que toute solution
formelle peut étre homotopée a une vraie solution (solution holonome). Le
concept de solutions formelles a été déja introduit par E. Cartan, et consiste
a considérer les dérivées partielles comme des variables indépendantes.

Le h-principe permet d’avoir des solutions “bon marchés” (suivant les
termes de D. Sullivan). Il permet en particulier de montrer ’abondance de
solutions, des qu’il y en a une. M. Gromov, démontre le h-principe sous les
hypotheses du théoreme de Nash-Kuiper. Cela revient a dire, essentiellement
que toute immersion C! est C'-homotope & une immersion isométrique C*.
Plus spectaculaire (mais dans le méme esprit), sous certaines conditions
topologiques (assez faibles) ajoutées aux hypotheses de Nash-Kuiper,

Toute application continue V"* — W9, q > n peut étre approchée au
sens de la topologie C° (fine dans le cas non-compact) par des immersions
isométriques C1 ([14], p 204) .

13 Cas C* : GRAND THEOREME DE NASH

En 1956 [28], J. Nash révolutionne une deuxiéme fois la théorie en mon-
trant la possibilité de plongement lisse et global, d’'une variété riemanni-
enne quelconque dans un espace euclidien de dimension assez grande. Plus



précisément, soit (V,g) une variété riemannienne C*, avec 3 < k < oo,
alors, elle se plonge C* isométriquement dans R?, dés que :

q=> %n(3n +11), si V est compacte,

qg=>3n(3n+11)(n+1), si V est non-compacte.

Ce n’est que 10 ans plus tard [29], qu’il démontre le méme résultat de
plongement (global) dans le cas de variétés analytiques compactes.

13.1 Amélioration de g(n) Gromov et Rohlin [13] et [12, 14] améliorent
la preuve de Nash, et ainsi démontrent un résultat valable, dans le cas com-
pact ou non, et pour 3 < k < w, avec ¢ = n? + 10n + 3. (C¥ signifie
analytique). 2

13.2 Cas C? Ainsi, on voit, essentiellement dii & Nash, la possibilité
d’immersions C! ainsi que C¥, pour 3 < k < w dans un espace euclidien.
On ne sait encore rien sur le cas C2. En d’autres termes, on ne sait pas si
une métrique C? peut étre immergée de facon C? dans un certain espace
euclidien !

13.3 Le h-principe de Gromov Dans 'approche de Nash (et reprise
par les autres auteurs), on commence par considérer des applications f :
V" — R? qui sont libres. Cela veut dire que le plan osculateur, i.e. celui
engendré par les dérivées partielles de premier et second ordre de f est
de dimension maximale, i.e. %n(n + 1) + n. Cela assure en particulier que
le systeme est sous-déterminé, et aussi l’absence de toute obstruction in-
finitésimale, de type courbure (par exemple du a la formule de Gauss ou
Godazzi, ou ce qui peut s’en déduire).

Gromov démontre [14] le h-principe pour les applications libres isométriques,
de V™ dans R? des que ¢ > 3(n + 2)(n + 3), et ce des que la classe de
différentiabilité k est > 5 (jusqu’au cas analytique), et pour toute variété
(compacte ou ouverte).

14 THEOREME DE LA FONCTION IMPLICITE DANS LES ESPACES
DE FRECHET

L’article de 1956 de Nash [28] était écrit de fagon “brutale”, 3 ce qui a fait
dire a M. Gromov, qu'il pense qu’il est le seul a l'avoir vraiment lu [23]

2Voir le site : www.math.princeton.edu/jfnj/, o Nash commente une lettre qu’il a requ
en 1998, stipulant que sa preuve donne des immersions qui ne sont pas nécessairement des
plongements. De toute fagon les améliorations apportées par d’autres auteurs remédient
en particulier a ce probleme.

3La vie de Nash, y compris durant cette période ultra-créative, était tres turbulente.
On estime que son travail lui vallait la médaille Fields, trés probablement déja en 1958,
et certainement en 1962, mais les complications de son état de santé dans cette derniere
période 'ont mis “hors jeu”. Ce n’est qu’en 1994, qu’il obtient le prix Nobel d’économie,
pour un travail sur la théorie de jeux, qu’il a efectué au début de sa carriere. Voir par



Mais, c’est en fait J. T. Schwartz qui a remarqué que cet article contient
(implicitement) un théoreme de fonction implicite sur les espaces de Fréchet
[34]. Ceci n’a pas empéché d’autres mathématiciens a essayer d’expliciter
davantage, et d’utiliser dans d’autres domaines ce théoreme. Citons a titre
d’exemple : Moser, Kolmogorov, Arnold, Sternberg, Jacobowitz, Gromov, R.
Hamilton... Le théoreme de la fonction implicite sur les espaces de Fréchet
porte actuellement le nom du théoréeme de Nash-Moser (ou méme Newton-
Nash-Moser, car sa preuve si délicate repose sur la méthode d’itération de
Newton). Ce théoréme a été utilisé en particulier en systemes dynamiques
dans la preuve du célebre théoreme KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser).

15 CAS PSEUDO-RIEMANNIEN

Une variété (V, g) pseudo-riemannienne (ou semi-riemannienne, suivant d’autres
terminologies, mais & ne pas confondre avec sous-riemannienne) est telle
que g soit un champ de formes quadratiques non-dégénérées de signature
(n_,n4), i.e. sur tout espace tangent la forme est isomorphe a la forme
—z}.. -2 +yi4 .+ y2+ sur R", et n = n_ 4+ ny. Un sous-espace
tangent ' C T,V est isotrope si la forme quadratique g, y est identique-
ment nulle. La dimension maximale d’'un tel F vaut exactement l'indice
de g, ind(g) = min(n_,n,). Il est clair que si une immersion isométrique
(V,g) — (W, h) existe, alors ind(g) < ind(h). Moyennant cette condition,
Gromov [12] et Greene [11], généralisent toute la théorie de Nash, avec
des constantes adaptées (voir ’exposition de [14] qui contient des résultats
supplémentaires).

En particulier toute variété pseudo-riemannienne de type (n_,ny) admet
un plongement isométrique dans un espace de Minkowski R1—9+  i.e. ’espace
plat RY, g = q— + g+ muni partout de la forme :

—x%...—xi —f—y%—}—...—i—yi
dés que min(n_,n4) < min(q_,q+) et q est assez grand.

Dans le cas d’immersions isométriques C'!, Nash et Kuiper ont utilisé des
applications courtes (i.e. lipschitziennes, & constante de Lipschitz 1) qu’ils
rendent ensuite isométriques. Dans [14], on arrive & adapter cette notion
non-évidente au cas pseudo-riemannien, et ainsi généraliser le théoreme de
Nash-Kuiper dans le cas C', & cette situation.

Mais Greene et Gromov n’étaient pas les seuls a étudier le probleme
pseudo-riemannien. On peut remarquer a ce propos :

- La preuve du théoreme d’immersion local analytique, s’adapte di-
rectement au cas pseudo-riemannien, notamment suivant ’approche de Ja-
cobovitz (en formulant le probléeme sous forme de prolongement).

exemple, le site www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Nash.html pour une
biographie assez dramatique sur la vie de Nash, ainsi que [24] et [26].



- On savait que le probléme pseudo-riemannien général contient le cas
riemannien au sens suivant. Si 'on veut immerger isométriquement (V,g)
dans (W, h), on construit (V xW, g @ —h), et on immerge dedans V' de fagon
isotrope (pour étre cohérent ici, il faudrait étendre la discussion, comme c’est
fait dans [14], au cas des métriques pseudo-riemanniennes “dégénérées”, i.e.
des champs de tenseurs covariants symétriques d’ordre 2 quelconques).

- Le probleme pseudo-riemannien est parfois plus facile que le cas rieman-
nien. Ainsi le plan hyperbolique H? admet une réalisation connue sous le nom
de modele de I’hyperboloide dans I’espace de Minkowski R2. On peut donc
dire, d’une part que le théoreme de Hilbert est faux si I’on remplace ’espace
euclidien par I’espace de Minkowski. D’autre part, le théoreme de rigidité
de la sphere dans I'espace euclidien ne se généralise pas a cette situation.
En effet, I’hyperboloide peut étre vu comme une sphere de rayon imaginaire
dans I'espace de Minkowski, et il se trouve qu’il admet des déformations
isométriques non-triviales [17].

16 OBSTRUCTIONS EN CODIMENSION RELATIVEMENT PETITE

16.1 Geéodésibilité d’une sous-variété On apprend au premier cours
de géométrie “intrinseque”, a différencier entre les surfaces planes et les
surfaces plates dans 'espace euclidien. Les premieres sont contenues dans
des plans et les secondes sont simplement & courbure de Gauss nulle. Des
exemples de ces dernieres sont les cones et cylindres généralisés. Modulo
rotation de I'espace, ces derniers consistent a se donner une section s, c.a-d.
une courbe de Jordan lisse horizontale, et ensuite de la saturer par les droites
verticales. On voit sur cet exemple que méme si le cylindre n’est pas plan, il
I’est & un deuxieme ordre. On veut dire par cela qu’il est engendré par des
droites. C’est un fait général :

Une surface plate de lespace euclidien est engendrée par des droites le
long desquelles, son plan tangent est paralléle (voir [33] pour une approche
moderne).

Notons cependant, qu’en dehors du cas analytique, une surface plate,
peut contenir une partie (strictement) plane et une autre réglée comme
on vient de le décrire. Dans le cas du cylindre ci-dessus, la partie plane
correspond aux segments de droites contenus dans sa section s (c’est le pur
hasard qui permet dans cette situation de prolonger les droites génératices
a la partie plane).

En général, le défaut de planitude (i.e. géodésibilité ) d’une sous-variété
V' d’une variété riemannienne W (tout étant C*° ici, pour simplifier), se
mesure a l'aide de sa seconde forme fondamentale, une forme (vectorielle)
bilinéaire symétrique 7.

L’espace plat (dit aussi espace de nullité relative) Fl, de V en z est le
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noyau de my, :
Fl, ={X € T,V/m(X,Y) =0,VY € T,V}

On a la propriété suivante d’intégrabilité dans le cas des sous-variétés des
variétés a courbure constante, généralisant le constat ci-dessus sur les sur-
faces plates de 1’espace euclidien (voir par exemple [14] pour une approche
synthétique) :

Supposons la variété ambiante W a4 courbure constante. Alors, dans
Vouvert U de V' ot sa dimension est minimale, 'espace plat FI de V est
intégrable et ses feuilles sont géodésiques dans W (et a fortiori dans V). On
Uappellera le feuilletage plat de V' et notera Fl.

16.2 Lemme algébrique [35] et ([14], p 262). Soit 7 : R" X R" — RI™",
une forme biliéaire symétrique vérifaint :

(X, X),7(V,Y) — (n(X,Y),n(X,Y) =0,VX,Y € R",

alors, la dimension du noyau de w est > 2n — q.
On continue a améliorer et généraliser ce résultat a des situations sim-
ilaires, par exemple en remplagant 1’égalité = 0 par < 0 (voir par exemple

[9))-

16.3 Le feuilletage local 7/ La seconde forme fondamentale d’une im-
mersion entre variétés a méme courbure constante satisfait a la condition
ci-dessus (grace a I’équation de Gauss). On en déduit :

Soit V" — WY une immersion isométrique entre variétés de méme cour-
bure constante, alors, l’espace plat de V vérifie : dim(Fl) > 2dim(V) —
dim(W) = dim (V') — codim (V') = 2n — q.

La difficulté majeure réside dans le fait que Fl n’est défini que dans U
qui est généralement un ouvert propre de V. Ailleurs, la dimension de Fl
peut exploser. Heureusement, on arrive a montrer qu’une telle explosion ne
se produit pas en suivant une feuille de FI dans Y. En d’autres termes, les
feuilles de FI sont relativement complétes dans V', ce qui signifie lorsque V
est suppposée complete, que les feuilles de FI le sont également [7, 14].

Toutes ces informations algébrico-géométriques servent a démontrer le
résultat :

Il n’existe pas d’immersion isométrique d’un tore plat de dimension n
dans R?"~1 [30],

et surtout le résultat de rigidité suivant :

Soit f : V™ — W19 une immersion isométrique, ou 'V et W ont une méme
courbure constante non-nulle. Si, V' est compacte et 2n — q > 0, alors f(V)
est totalement géodésique dans W (voir [8] (1975) et une autre jolie preuve
dans ([14], p) en courbure positive, et [37] (1985) en courbure négative).
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16.4 Intervalles On observe ainsi que pour les immersions isométriques
vnr— W

e Il y a une riche (et encore ouverte) théorie d’obstructions, si ¢ < 2n.

e Pour ¢ > n(n + 1)/2, des immersions isométriques locales existent en
général (Cartan-Janet dans le cas analytique et [20] dans le cas lisse).

e Pour ¢ > ¢q(n), ou g(n) est le polynome donné par Nash (ou celui
amélioré par Gromov), les immersions isométriques (globales) existent et
abondent.

e Pour 2n < ¢ < ¢(n), on ne sait rien (sur les immersions globales) !

17 CoOuUP DE THEATRE : PREUVE DE GUNTHER

Autour de 1987, vivant en Allemagne de l’est, M. Gunther, trouve une
démonstration du théoréme des immersions isométriques, cas lisse, (C%,
a > 0), par une méthode classique, c’est-a-dire en d’autres termes, en util-
isant plutot un théoreme de fonction implicite classique sur les espaces de
Banach (ou disons plus précisément le principe d’applications contractantes
standard). Sa preuve occupe quelques petites pages (voir [15, 16] et les ex-
positions [1, 36]).

Décidément, Gunther n’était guere impressionné par la réputation de la
difficulté singuliere du probleme, ou peut-étre simplement les échos de cette
réputation ne lui sont-ils pas parvenus (& cause du mur de Berlin 7). C’est
dire que 'adage “un homme averti en vaut deux” est “un théoreme” faux
dans la recherche mathématique (et probablement dans la recherche scien-
tifique en général). Mais ce n’est pas par cette “sagesse” que nous voudrions
terminer notre histoire, car, d’une part, cette histoire reste encore inachevée,
et d’autre part, qu’on ne se trompe pas, le théoreme de Nash-Moser reste
d’un intérét exceptionnel en mathématiques, méme si son usage reste tres
délicat. Ceci conduit a se poser la question, peut-on touver des preuves clas-
siques, a des théoremes célebres (e.g. KAM) abordés actuellement par la
méthode de Nash ?
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